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Побудовано симетричні варіанти тензорних добутків нормованих 

регулярних неадитивних мір і доведено їх неперервність.  
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Відомо [1], що нормовані ємності (нормовані регулярні неадитивні 

міри) на довільному компакті (тобто компактному гаусдорфовому 
просторі) X утворюють компакт MX щодо слабкої* топології. 
Конструкція простору нормованих ємностей MX продовжується до 
функтора ємностей M у категорії компактів, який є функторіальною 
частиною монади ємностей [1]. Останній факт дозволяє означити 
тензорний добуток [1] довільних ємностей MXc ∈1 , MYc ∈2 . Наведемо 
без обґрунтування його остаточний вигляд: ( )YXMccc ×∈=⊗ 21 , де 

YXF ×⊂  – замкнена, ( ) [ ]1;0=∈α≥ IFc , якщо і тільки якщо існує 
замкнена XH ⊂ , для якої ( ) α≥Hc1 , і для кожного Hx∈  маємо 

{ }( )( )( ) α≥×YxHprc I22 . Саме зв’язком з монадою для неперервного 

функтора M пояснюється неперервність операції ⊗, її асоціативність 
(тобто для MXc ∈1 , MYc ∈2 , MZc ∈3  маємо ( ) ( )321321 cccccc ⊗⊗=⊗⊗  
з точністю до ототожнення (X×Y)×Z та X×(Y×Z)) та стійкість щодо 
переходу до спряжених ємностей. Нагадаємо, що ємність 
=c~ ( ) MXcX ∈ , спряжена до ємності MXc∈ , визначається рівністю 
( ) ( )FcFc \X1~ −= , і сукупність  всіх відображень MXMXX →:  є 

автоізоморфізмом монади ємностей. Звідси випливає, що 
2121

~~ cccc ⊗=⊗  для всіх MXc ∈1 , MYc ∈2 . 
Оскільки нормована ємність c на компакті X може моделювати гру 

з простором результатів X з погляду одного учасника, то тензорний 
добуток ємностей MXc ∈1  та MYc ∈2 X відповідає послідовному 
проведенню двох ігор в умовах невизначеності, причому на початку 
другої відомий результат першої. Цим пояснюється несиметричність 
(некомутативність) тензорного добутку, тобто невиконання рівності 
( ) ( )2112 ccMpcc ⊗=⊗ , де XYYXp ×→×:  – перестановка координат, 
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( ) ( )XYMYXMMp ×→×:  – відповідна дія на неадитивні міри. Дійсно, 
добуток 12 cc ⊗  описує проведення першої гри, коли відомий результат 
другої. 

Надалі ⊙: III →×  та ⊕: III →×  – неперервні і відповідні одна 

одній трикутна норма і трикутна конорма, тобто операція ⊙ 
асоціативна, комутативна, монотонна по обох аргументах, і 1 є її 
двосторонньою одиницею, а ⊕ визначається рівністю 

α⊕β=1−(1−α)⊙(1−β) для всіх I∈βα, . Тоді ⊙ можна розуміти як нечітку 

кон’юнкцію, а ⊕ – як нечітку диз’юнкцію. 

Ми пропонуємо ввести симетричний добуток ⊠:MX×MY→M(X×Y) 

за формулою: ( 1c ⊠ )( ) ( ){ AcFc 12 sup= ⊙ ( ) }FBAYBXABc ⊂×⊂⊂ ,,2  для 
кожної замкненої YXF ×⊂  та ємностей MXc ∈1 , MYc ∈2 . Теоретико-
ігровий зміст цієї операції стане темою окремої публікації. Скажемо 
тільки, що вона описує паралельне і незалежне проведення двох ігор. 
Очевидно, що результат є ємністю, ця операція асоціативна і 
комутативна, але вже не визначається монадою, тому необхідна окрема 
перевірка її неперервності, яка є основним завданням даної статті. 

Нагадаємо [1], що компактна гаусдорфова топологія на MX 
визначається передбазою з усіх множин вигляду 

( ) ( ){ }α>∈=α+ UcXMcUO ,  та ( ) ( ){ }α<∈=α− FcXMcFO , , де XU ⊂  
– відкриті, XF ⊂  – замкнені, I∈α . 

Теорема 1. Відображення симетричного множення 
⊠: ( )YXMMYMX ×→×  неперервне.  

Доведення. Потрібно довести відкритість у топології добутку на 
MYMX ×  прообразів під дією ⊠. Спершу покажемо відкритість 

прообразу =1O ⊠ ( )( ) MYMXUO ×⊂α+
− ,1 , де YXU ×⊂  – відкрита 

множина. 
Нехай ( ) 121, Omm ∈ , тобто ( 1m ⊠ )( ) α>Um2 , і існує така замкнена 

множина YXH ×⊂ , що UH ⊂  і ( 1m ⊠ )( ) α>Hm2 , звідки існують такі 

замкнені XF ⊂ , YG ⊂ , UHGF ⊂⊂× , що ( )Fm1 ⊙ ( ) α>Gm2 . 

За неперервністю ⊙ можемо вважати ( ) β>Fm1 , ( ) γ>Gm2 , де 

β⊙ α>γ . 
Можна обрати відкриті околи OF, OG відповідних множин так, що 

UOGOF ⊂× . Тоді ( ) β>OFm1 , ( ) γ>OGm2 , звідки ( )β∈ + ,1 OFOm , 
( ) ( )γ∈ + ,2 OGOOGm . 
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Для всіх ( )β∈′ + ,1 OFOm , ( )γ∈′ + ,2 OGOm  маємо 

1m′⊠ ( ) ( )OFmOGOFm 12 ′≥×′ ⊙ ( ) β>′ OGm2 ⊙ α>γ . Отже, ( 1m ⊠ )( ) α>Um2 , 
тобто ( ) ( ) ( )211 ,,, mmOGOOFOO ∋γ×β⊃ ++ , чим доведено відкритість 1O . 

Тепер розглянемо =2O ⊠ ( )( ) MYMXHO ×⊂α−
− ,1 , де YXH ×⊂  – 

замкнена множина. 
Нехай ( ) 221, Omm ∈ , тобто ( 1m ⊠ )( ) α<Hm2 . Це означає, що для 

всіх замкнених XF ⊂ , YG ⊂ , таких, що HGF ⊂× , виконано 
( )Fm1 ⊙ ( ) α<α′<Gm2 . 

Як відомо, множини Xexp  та Yexp  непорожніх замкнених 
підмножин відповідно компактів X та Y з топологіями Вієторіса [2] теж 
є компактами. 

Розглянемо ( ){ }HGFYXGFW ⊂××⊂= expexp, . Неважко 
перевірити, що ця множина замкнена в YX expexp ×  з топологією 
добутку, тому є компактною. 

Нехай ( ) β<Fm1 , ( ) γ<Gm2 , де β⊙ α′>γ . Можна вибрати відкриті 
околи OF, OG відповідних множин так, що ( ) β<OFm1 , ( ) γ<OGm2 , тоді 

( )OFm1 ⊙ ( ) α′<OGm2 . 
Тоді для кожної пари ( ) WGF ∈,  маємо відкритий окіл 

OGOF ×  у YX expexp × . Всі такі околи утворюють відкрите 
покриття компакта W, з якого можна обрати скінченне підпокриття, 
тобто { }niOGOFOWW ii ,...,=×=⊂ U . Зафіксуємо відповідні 

( ) β<>β ii OFm1 , ( )ii OGm2>γ , iβ ⊙ α′<γ i . 
Це означає, що для кожних замкнених XF ⊂′ , YG ⊂′ , таких, що 

HGF ⊂× , виконано iOFF ⊂′ , iOGG ⊂′ , ( ) ( ) iiOFmFm β<≤′ 11 , 

( ) ( ) iiOGmGm γ<≤′ 22 , для одного з ni ,...,1= . Залишається покласти 

( )ii
n
i OFOOm β= −= ,111 I , ( )ii

n
i OGOOm γ= −= ,112 I , і помітити, що для кожних 

11 Omm ∈′ , 22 Omm ∈′ , і замкнених XF ⊂′ , YG ⊂′ , HGF ⊂′×′ , маємо 

( )Fm ′′1 ⊙ ( ) ( )iOFmGm 12 ′≤′′ ⊙ ( ) iiOGm β<′2 ⊙ α′>γ i  для деякого ni ,...,1=  

тому ( 1m′⊠ )( ) α<α′≤′ Hm2 . 
Це означає, що ( )21212 , mmOmOmO ∋×⊃ , і прообраз 2O  теж є 

відкритим.                                                                                                       □ 
Зауважимо, що автоматично отримано коректність, асоціативність, 

комутативність та неперервність двоїстої операції симетричного 
додавання 1c ⊞ 12

~cc = ⊠ 2
~c , яку можна означити і безпосередньо через 
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операцію ⊕: для ємностей MXc ∈1  та MYc ∈2  і кожної замкненої 

YXF ×⊂  величина ( 1c ⊞ )( )Fc2  рівна точній нижній грані ( )Ac1 ⊕ ( )Bc2  
для всіх таких замкнених XA⊂ , YB ⊂ , що ( ) ( )BXYAF ××⊂ U . 

Трактування операції ⊞ з погляду нечіткої теорії ігор теж заслуговує 
окремої публікації. 
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