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Стаття присвячена дослідженню впливу двох кругових отворів, 

які частково накладаються, на концентрацію напружень у безмежній 
пластині за чистого зсуву. Аналіз розвинуто на основі функцій напру-
жень Ері в загальному плоскому напруженому стані з використанням 
біполярних координат. 

Ключові слова: біполярні координати, напружений стан, концен-
трація напружень. 
 

Постановка проблеми. В аграрному та транспортному машино-
будуванні під час проектування машин широке застосування знаходять 
пружні деталі у вигляді тонких пластин, які послаблюються різними ви-
різами. У разі завантаження таких деталей зовнішніми зусиллями по-
близу отворів виникає концентрація напружень, яка може несприятливо 
вплинути на міцність деталі. Напруження по контурах отворів розподі-
ляються досить нерівномірно: є малі ділянки, що зазнають дії високих 
напружень. Саме ці ділянки є такими, де з’являються крихкі тріщини 
або пластичні деформації, розвиток яких може призвести до руйнування 
даної конструкції. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Значну кількість задач 
по дослідженню концентрації напружень поблизу отворів різної форми 
розв’язано М.І. Мусхелішвілі [1] та його учнями і послідовниками ме-
тодом функції комплексної змінної. Дослідження концентрації напру-
жень цим же методом проведено Г.М. Савиним [2] та його учнями. 

Широкий спектр досліджень концентрації напружень у біполярних 
координатах для ізотропних пластин провів Я.С. Уфлянд [3;4]. Надзви-
чайно практичні питання розподілу напружень у стрижнях і пластинах 
із концентраторами напружень у вигляді отворів, виточок розглянуто у 
роботах Р. Петерсона [5], Р.Р. Мавлютова [6], С.П. Тимошенко і Дж. Гу-
дьєра [7]. 

Постановка завдання. Метою дослідження є розв’язання задачі 
про концентрацію напружень в ізотропній пластині з отвором, утворе-
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ним дугами двох кіл, що перетинаються. Отримано вирази для напру-
жень по контуру отвору і проведено їх аналіз. 

Дослідження має прикладне значення при проектуванні деталей у 
вигляді тонких пластин із вирізами в транспортному та аграрному ма-
шинобудуванні. 

Виклад основного матеріалу. Розглянемо питання про концент-
рацію напружень у пластині, ослабленій отвором, утвореним дугами 
двох кіл, що перетинаються, за чистого зсуву для різних варіантів роз-
міщення отвору (рис.1). 

 
Рис.1. Розміщення отвору в полі зсуву. 

 
При розв’язуванні приймаємо, що контур отвору вільний від зов-

нішніх навантажень і розмір отвору невеликий порівняно з шириною 
пластини. 

Тоді основна функція напружень у системі координат ХОУ, що дає 
картину напруженого стану в пластині без отвору, має вигляд: 

                     ]2cos+
2
2sin

)-[(-=),( 22
0 φxy

φ
yxτyxU      (1) 

або                                  ∑
3

1=
,00 ),(=),(

i
i yxUyxU ,                                        (2) 

де 

                     2
11,0 ),( xкyxU = , 

2
2sin-1
ϕτ=к , 

                     2
22,0 ),( yкyxU = , 

2
2sin

2
ϕτ=к ,                                      (3) 

                     xyкyxU 33,0 ),( = , ϕτ 2cos-3 =к . 
Використаємо біполярну систему координат: 

                   
βα

β
cos-

sin
ch

ax = ; 
βα

α
cos-ch

ashy = ,   (4) 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

57 

і функцію напружень подамо у вигляді суми основної функції і додат-
ковової: 
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iU βα  – додаткова функція напружень, яку слід підібрати так, 

щоб напруження, що виникають від неї, знімали на контурі отвору на-
пруження, які виникають від основної функції напружень, оскільки за-
дача розв’язується  за умови, що контур отвору вільний від зовнішніх 
навантажень, причому ця функція повинна зникнути на безмежності, не 
порушуючи тим самим основний напружений стан. 
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і граничні умови на контурі отвору 
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а також забезпечує вказану систему напружень на безмежності. 
З урахуванням основного напруженого стану функції ),(,1 βαU i  

шукаємо у вигляді: 
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                        ββshmmDββshmmC kk sin)(+cos)(+ ,    k=1,2,3.          (10) 

Далі з граничних умов (7) після перетворень і порівняння коефіці-
єнтів при відповідних значеннях синусів і косинусів отримаємо систему 
рівнянь для визначення невідомих функцій )(mAi , )(mBi , )(mCi , 

)(mDi . 
Умова на безмежності дозволяє знайти невідомі iG : 
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2
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Розглянемо більш детально випадок чистого зсуву пластини з 
отвором, контур якого обмежений дугами двох кіл однакового радіусу: 

сβ = , -с=β , причому С< 2/π  (рис.2). 

 
Рис.2. Випадок симетричного отвору. 
  

В цьому випадку для значень і =1,2 отримаємо: 
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а для і=3 маємо: 

])(cossin[2]22sin)[(3 shmccchmcchmcm
shm

mcshcmmB −−=− ππ
π

, (14) 

cmmcshcmmC 2
3 sin2]22sin)[( =− ,     (15) 

.0)()( 33 == mDmA         (16) 
Розв’язуючи систему рівнянь (12-16), отримуємо після перетво-
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З умови на безмежності (11) визначаємо сталі 1G , 2G , які після 
перетворень мають вигляд: 
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Для напружень на контурі отвору отримуємо такі значення: 
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У випадку 0=ϕ  для напружень на контурі отвору маємо: 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

60 

      ∫
∞

= −
−

−=
0

.sin
2sin2

sincos)cos(8| dmm
cmmcsh

cchmcmcshmcmcchcc ατσ βα  (29) 

При 2/π=c  маємо круговий отвір. Виразимо α  через полярний 
кут θ . Використовуючи співвідношення (4) між біполярними βα ,  і 
прямокутними х,у координатами у разі ,2/πβ == c  R = а, маємо 
(рис.3): 

 
Рис. 3. Перехід до полярних координат 
 

                             ;1cos
α

θ
chR

x
==                                                  (30) 

                             .sin α
α
αθ th

ch
sh

R
y

===                                          (31) 

Тоді після інтегрування формули (29) отримаємо відомий резуль-
тат у полярних координатах [2]: 

                                .2sin4 θτσθ −=                                                  (32) 
У таблиці подано значення напружень ασ  у верхній частині отво-

ру 3/πβ =  при 00=ϕ                                                                             
 
Таблиця. Значення напружень ασ  у верхній частині отвору 

3/πβ =  при 00=ϕ  
α  6,36 2,38 1,57 1,05 0,66 0,34 0 
τσα /  -3,46 -2,67 -1,01 1,43 3,66 3,83 0 

  
Дані таблиці  свідчать про те, що максимальне значення напру-

ження τσα /  досягається при 34,0=α  і рівне 3,83. 
Висновки. Отримано розв’язок задачі про концентрацію напру-

жень у пластині з отвором, контур якого утворений дугами двох кіл, що 
перетинаються, при зсуві. Подано вирази для напружень по контуру от-
вору і проведено їх аналіз. 
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The paper is devoted to the investigation influence two circular holes 

wich cover again on concentration of stresses in infinite plate by displace-
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