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У статті розглянуто умови циклічності та гіперциклічності опе-
раторів на вільних бананових просторах над деяким метричним прос-
тором. 
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Нехай X  – не порожній метричний простір. Зафіксуємо у ньому 

деяку точку Xθ . Пару ( )XX θ,  будемо називати простором з відміченою 
точкою. Нагадаємо, що відображення f  між метричними просторами 
X  та Y  називається ліпшицевим, якщо існує стала fL , така, що для до-
вільних елементів Xxx ∈21,  справедлива нерівність  

( ) ( )( ) ( )2121 ,, xxLxfxf XfY ρ≤ρ , 
де найменша з можливих сталих fL  називається сталою Ліпшица. Про-
стір усіх ліпшицевих відображень з метричного простору X  з відміче-
ною точкою Xθ  у простір Y  з відміченою точкою Yθ , які переводять 

Xθ  у Yθ  позначається ( )YXLip ,0 . У випадку, коли Y є лінійним просто-
ром, будемо вважати, що 0=θY . Загальна теорія ліпшицевих відобра-
жень викладена у монографіях Н. Вівера [1], І. Беніаміні, Ж. Лінденшт-
рауса [2]. У роботі В. Пестова [3] доведено, що для довільного метрич-
ного простору X  з відміченою точкою Xθ  існує єдиний, з точністю до 
ізометричного ізоморфізму, банахів простір ( )XB  та оператор вкладен-
ня ( )XBXv →: такі, що метричний простір X  вкладається у банахів 
простір ( )XB  і кожне відображення ( ) ( )EXLipxf ,0∈ може бути продо-

вжене до лінійного оператора ( ) ( ) EXBxf →:~  для довільного нормова-

ного простору E , причому fLf =
~ . Позначимо через Xspan лінійну 

оболонку простору X  в ( )XB  а образ елементів Xx∈  в ( )XB  через 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

77 

( ) xxv = . За побудовою, елементи вигляду k

n

k
k xa∑

=1
 є щільними у просто-

рі ( )XB . Простір ( )XB називається вільним банаховим простором над X . 
Відображення F  з метричного простору X  в себе називається 

топологiчно транзитивним, якщо існує елемент XX ∈ , такий, що ор-
біта  

( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈== NnxFFxFxFOrb
n

n :,
43421

Koo  

буде щільною в X . У випадку, коли X  – метричний простір з 
вiдмiченою точкою Xθ  будемо вимагати, щоб орбіта ( )xFOrb , була 
щільною в X  Xθ . Лiнiйний неперервний оператор T  на просторі Фре-
ше E  в себе називається гiперциклiчним, якщо T  є топологiчно транзи-
тивним. Вектор Ex∈  для якого ( )xTOrb , є щільною в E  називається 
гiперциклiчним вектором оператора T . Лiнiйний неперервний оператор 

EET →:  називається циклiчним, якщо для деякого вектора Ex∈  (який 
називається циклiчним вектором) лiнiйна оболонка ( )xTspanOrb , є 
щільною в E . 

Теорема 1. Нехай ( )XX θ,  – повний метричний простір з 
вiдмiченою точкою Xθ  i XXF →:  є топологiчно транзитивним відо-
браженням, таким що ( ) XXF θ=θ . Тоді лiнiйний оператор 

( ) ( )XBXBF →:~  буде циклiчним.  
Доведення. Нехай Xx∈  – елемент, для якого ( )xFOrb ,  є щільною 

в X . Тоді ( )xFOrb ,~  буде щільною в ( ) XXv = . За означенням ( )XB , 
простір ( )XvspanXspan =  є щільним в ( )XB , тому простір 

( )xFspanOrb ,  буде щільним в ( )XB .   
Зауважимо, що з топологiчної транзитивностi F  загалом не ви-

пливає гiперциклiчнiсть оператора F~ . 
Приклад 1. Нехай θ∪= 1SX , де 1S  – одинична сфера в 2R з при-

родною метрикою, ( ) 20,0 RX ∈=θ . Визначимо F -відображення поворо-
ту на iррацiональний кут α . Відомо, що F є топологiчно транзитивним i 
для кожного 1Sx∈ , ( )xFOrb , є щільною в 1S . Таким чином, F~  буде 
циклічним оператором i для кожного 1Sx∈ , а x  буде його циклічним 

вектором. Проте, 1~ == FLF , а норма гiперциклiчного оператора пови-

нна бути строго більшою за 1. 
Для встановлення умов гiперциклiчностi оператора на вільному 

банаховому просторі використаємо так званий критерій 
гiперциклiчностi (див.[4]). 
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Нехай E  – сепарабельний простір Фреше. Оператор T  задоволь-
няє критерій гiперциклiчностi, якщо існують щiльнi підмножини 

EX ⊂0 , EY ⊂0  i відображення NnEYSn ∈→ ,: 0 де N  – множина нату-
ральних чисел такі, що: 

1. 0→xT n , при ∞→n  для всіх 0Xx∈ ; 
2. 0→ySn , при ∞→n  для всіх 0Yy∈ ;  
3. ( ) yyST n

n →0 , при ∞→n  для всiх Yy∈ . 
Термін “критерій гiперциклiчностi” є загально прийнятим, проте 

сформульована умова не є критерієм. Кожен оператор, що задовольняє 
критерію гiперциклiчностi, є гiперциклiчним, i всі “класичнi” 
гiперциклiчнi оператори задовольняють критерію гiперциклiчностi. До-
вший час було відкритим питання: чи кожен гiперциклiчний оператор 
на сепарабельному просторі Фреше задовольняє критерію 
гiперциклiчностi? У 2008 році ця проблема була розв’язана з негатив-
ною відповіддю Де Ла Роза та Рiдом [5]. Відомо (див. [4]), що оператор 
T  задовольняє критерію гiперциклiчностi тоді i тільки тоді, коли TT ⊕  
є гiперциклiчним на EE ⊕  

Теоpема 2. Нехай ( )XX θ,  – сепарабельний повний метричний 
простір i відображення XXF →:  є лiпшицевим відображенням з 
лiпшицевою константою рівною 1 i ( ) XXF θ=θ . 

Припустимо, що X  можна подати у вигляді зліченного 

об’єднання непорожнiх попарно різних множин U
∞

=

=
0n

nAX , таких, що 

XA θ=0 , ( ) 1−= nn AAF  для довільного 0>n  i звуження F  на nA  
iн’єктивне для кожного 1>n . Тоді оператор FT λ=  буде 
гiперциклiчним оператором на ( )XB  для довільного числа 1, >λλ . 

Доведення. Визначимо ( )XXspanXY θ== 00  – щільна підмножина 
в ( )XB , для кожного 0Xxaz

ii ∈=∑ , 

( ) ( )∑ λ
=

−

ii xFazS
1

,      ( ) ( )zSzS n
n = . 

Оскільки ( )XXspan θ\  складається із формальних скінченних сум, 
то для кожного ( )XXspanz θ∈ , ( ) 0=zT m , починаючи з деякого номера 
m . Тому умова 1 виконується.  

Оскільки 1>λ , то 

( ) 01
→

λ
≤ zzS n

n  
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при ∞→n . Отже, умова 2 виконується. Крім того, ( ) IdST nn =o  – тото-
жній оператор, тому умова 3 також виконується.  

Приклад 2. Нехай 0∪= NX з дискретною метрикою i вiдмiче-
ною точкою 0=θX . Відомо [1], що ( ) ( )NlXB 1= . Визначимо 

NNF →: , ( ) 1−= nnF  для 0≠n  i ( ) 00 =F . Нехай { }nAn = , тоді F  за-
довольняє умовам теореми. Зауважимо, що  

( ) ( ),...,...,,...,..., 00 nn aaaaF λ=λ  – 
зважений зсув вліво. Гiперциклiчнiсть такого оператора добре вiдома, 
якщо 1>λ  [6]. 

Теорема 3. Нехай E  – сепарабельний простір Фреше. Якщо 
EET →:  – гiперциклiчний оператор, який задовольняє критерій 

гiперциклiчностi, то ( ) ( )EBEBT →:~  — також гiперциклiчний опера-
тор i задовольняє критерію гiперциклiчностi. 

Доведення. Оскільки T задовольняє критерію гiперциклiчностi, то 
існують простори 00 ,YX  та послідовність відображень nS  як у критерії. 
Оскільки 00,YX  щiльнi в E , то 0Xspan  i 0Yspan  будуть щільними мно-

жинами в ( )EB . Визначимо ( ) ( )∑= knkn xSazS~  для кожного 

0Yspanxaz nk ∈=∑ . Легко бачити, що для T~ , nS~ , 0Xspan , 0Yspan  ви-
конуються умови критерію, тому задовольняє критерію 
гiперциклiчностi. 
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