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Показано, що кожен симетричний *-поліном від двох комплексних 
змінних можна подати у вигляді алгебраїчної комбінації елементарних 
симетричних *-поліномів. 
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1. Попередні відомості 
Основна теорема про симетричні поліноми від скінченної кількості 

змінних (див. [1]) стверджує, що кожен такий поліном можна подати у 
вигляді алгебраїчної комбінації елементарних симетричних поліномів. 
Цілий ряд робіт ([3], [4], [5], [7] та інші) присвячено узагальненням ос-
новної теореми на випадок симетричних поліномів від нескінченної кі-
лькості змінних і дослідженню властивостей просторів таких поліномів. 
З іншого боку, активно розвивається теорія *-поліномів ([6], [2]).  

*-поліном – це відображення між комплексними лінійними прос-
торами, яке є звуженням на діагональ сум відображень, які є лінійними 
по частині змінних і антилінійними по решті змінних. У даній статті до-
ведено аналог основної теореми про симетричні поліноми для симетри-
чних *-поліномів від двох комплексних змінних.  

2. Основні результати 
Комплекснозначний *-поліном P  від двох комплексних змінних 

назвемо симетричним, якщо P  можна подати у вигляді  

 
де  – скінченна підмножина ,  – комплексні числа.  

Елементарними симетричними *-поліномами від двох змінних на-
звемо відображення 
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Для скорочення запису у подальшому викладі будемо опускати 
список аргументів. Наприклад, ( )y,x10σ  будемо записувати як 10σ . 

Теорема 1. Кожен симетричний *-поліном від двох комплексних 
змінних можна подати у вигляді алгебраїчної комбінації елементарних 
симетричних *-поліномів. 

Доведення. Задача зводиться до подання у такому вигляді *-
поліномів . Без зменшення загальності мо-
жемо вважати, що . 

Якщо то  

 

 
Якщо то 

 

 
Оскільки і , то за-

дача звелася до подання *-поліномів 

 
і  

 
де  у вигляді алгебраїчної комбінації елементарних симетрич-
них *-поліномів. Зауважимо, що 

 
Тому із можливості подання  у вигляді алгебраїчної комбінації 

елементарних симетричних *-поліномів випливає можливість такого 
подання для . Тому можемо обмежитись випадком . 

Зауважимо, що  – це симетричні поліноми 
від двох змінних, тому за основною теоремою про симетричні поліноми 
(див. [1, §52]) їх можна подати у вигляді алгебраїчної комбінації 

 Нехай і . Припустимо, що для усіх пар 
 таких, що і  або і *-поліноми 

 і  можна подати у вигляді алгебраїчної комбінації елементар-
них симетричних *-поліномів. Покажемо, що  також можна по-
дати у вигляді алгебраїчної комбінації. Розглянемо добуток 

 
Позначимо 

                                               (1) 
Тоді  
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Позначимо  
. 

Тоді 
 

      
      
     . 

Звідси  

 
 

Зауважимо, що  і  є симетричними поліномами від 
двох змінних, тому за основною теоремою про симетричні поліноми їх 
можна алгебраїчно виразити через . Залишилося показати, що 
*-поліноми  можна алгебраїчно виразити  че-
рез елементарні симетричні *-поліноми.  

При  

 
При  

 
 

Згідно із припущенням,  і  можна алгебраїчно вира-
зити через елементарні симетричні *-поліноми. Розглянемо *-поліном 

.  
При . При  

                               
Якщо  – непарне, то  

                 
Якщо  – парне, то  

     
Зауважимо, що  
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За припущенням,  можна алгебраїчно виразити через еле-
ментарні симетричні *-поліноми. Отже, можемо зробити висновок, що 

 і, відповідно,  можна алгебраїчно виразити.  
Доведемо, що  можна алгебраїчно виразити  через елементарні 

*-поліноми. Розглянемо добуток  
                      

Знову використаємо позначення (1). Отримаємо  
        

Позначимо  
  

Тоді 
 

Звідси 

 
 

Залишилося показати, що  і  можна алгеб-
раїчно виразити через елементарні симетричні *-поліноми. 

При  

 
При  

 
Згідно із припущенням,  і  можна алебраїчно вирази-

ти через елементарні симетричні *-поліноми. 
Доведемо, що  можна алгебраїчно виразити. При . 

При  

                                   
Якщо  – непарне, то  

                   
Якщо  – парне, то  
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Зауважимо, що  

 
 

Звідси випливає, що , а відповідно і  можна алгебраїчно ви-
разити через елементарні симетричні *-поліноми. Теорему доведено. 
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We show that the every symmetric *-polynomial of two complex vari-
ables can be represented as an algebraic combination of the elementary sym-
metric *-polynomials.  
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