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У статті отримані достатні умови для того, щоб співвідношення 

),(ln(1))(1)(ln FxoxF μ+≤  мало місце для кожної функції виду 
nxnx

nn
efxF βτλ )(

0
=)( ++∞

−∑  при +∞→x  зовні деякої множини E  нульової 

лінійної щільності або нижньої нульової лінійної щільності, де )( nf , 
)( nλ , )( nβ  – послідовності невід’ємних чисел, а диференційовна функція 

++ →RR:τ  задовольняє умові 1)( ≥′ xτ  )( 0xx ≥ , =),( Fxμ  
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Нехай L  – клас додатних неспадних до ∞+  на )[0;:= +∞+R  функ-

цій, а через +L  позначимо клас неперервних зростаючих до ∞+  на 
)[0,+∞  функцій L∈ψ ; скрізь надалі через 1−ψ  позначаємо обернену 
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функцію до функції +∈ Lψ . Для L∈Φ  означимо клас 

0}.=)(1
lim0>:{:=)(

1)(

01 x
xd

R
bLL

Rb

R

−Φ

+∞→

+ ∫∀∈Φ
ψψ   

Нехай ),,( τβλS  клас збіжних для всіх 0≥x  рядів вигляду  

                      0),(0,=)( )(

0=
≥≥++∞∑ naeaxF n

nxnx
nn

βτλ                       (1) 

де )(= nλλ , )(= nββ  невід’ємні послідовності, тобто, 

+⊂≥ R0}:{= nnλλ , 0}:{= ≥nnββ  +⊂R , а функція L∈τ . Для L∈Φ  
через ),,,( ΦτβλS  позначимо підклас класу ),,( τβλS , в який входять 
функції ,F  для яких )()(ln xxF Φ≤  )( 0xx ≥ , а через ),,,( ΦτβλS  позна-
чимо клас функцій ),,( τβλS∈F  таких, що 

1)()()(ln:)( ≥Φ≤+∞↑∃ jxxFx jjj ; ),0,(:=)( τλλ SS , ),0,(:=)( τλλ SS , 
),,0,(:=),( ΦΦ τλλ SS , ),,0,(:=),( ΦΦ τλλ SS  – відповідні класи збіжних 

для всіх 0≥x  рядів Діріхле 0)(0,=)(
0=

≥≥∑+∞ naeaxF n
nx

nn

λ . Для 

),,( τβλS∈F  і 0≥x  визначимо 0}.:{max=),( )( ≥+ neaFx nxnx
n

βτλμ  Ві-
домо (див. [1]-[5]), що задача отримання оцінок зверху для досить ши-
рокого класу регулярно збіжних функціональних рядів (Тейлора, Діріх-
ле, Тейлора-Діріхле, за системою функцій Міттаг-Леффлера і т.п.) зво-
диться до подібної задачі для рядів ),,( τβλS∈F . B [4, 5] встановлено 
наступні два твердження, що є аналогами відповідних тверджень, вста-
новлених в [6] в класі цілих рядів Діріхле )(λS .  

Теорема А [5]. Нехай L∈τ  – диференційовна функція. Якщо вико-
нується умова  

                                       ,<
)(

1

0=
+∞

+∑
∞

nnnn n βλ
                                       (2) 

то для кожної для функції ),,( τβλS∈F  співвідношення  
                               ),(ln(1))(1=)(ln FxoxF μ+                                  (3) 

у випадку 1)( ≥′ xτ  )( 0xx ≥  справджується при +∞→x  зовні деякої 

множини E  скінченної міри, тобто, +∞∫ +∞∩
<

)[0;
dx

E
, а у випадку 

1)( ≤′ xτ  )( 0xx ≥  – зовні деякої множини E такої, що +∞∫ +∞∩
<)(

)[0;
xd

E
τ .  

На необхідність умови (2) вказує наступна теорема.  
Теорема B [5]. Нехай функція L∈τ  така, що 1)(0 ≤′≤ xτ . Якщо 

послідовності )(= nλλ , )(= nββ  – довільні неспадні такі, що 
)(=ln nnOn βλ +  )( +∞→n , а умова (2) не виконується, то існують фу-

нкція ),,( τβλS∈F  і стала 0>h  такі, що  
                           ).,(ln)(1)(ln:)( 0 FxhxFxx μ+≥≥∀                         (4) 
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Якщо застосувати теорему B до функції ))((=)( 1
1 xFxF −τ , то з тео-

реми B отримується такий наслідок.  
Наслідок [5]. Нехай послідовності λ , β  такі, як в теоремі B, а 

1)( ≥′ xτ  )( 1xx ≥ . Тоді існує функція ),,( τβλS∈F , для якої для всіх 

0xx ≥  виконується нерівність (4) з деяким 0>h .   
У даній статті умову (2) теореми А ослабимо, розглядаючи спів-

відношення (3) у підкласах ),,,( ΦτβλS , ),,,( ΦτβλS . При цьому, як і у 
випадку класів цілих рядів Діріхле ),( ΦλS , ),( ΦλS  (стосовно класу 

),( ΦλS  див., наприклад, [7]) доведеться “пожертвувати” якістю опи-
сання величини виняткової множини E . Методика наших доведень від-
різняється від методу, що застосовувався у статтях [6, 7] і, як і в цілому 
ряді інших статей (див., наприклад, [3-5], [8], [10-22]), в її основі лежать 
оцінки, які отримуються на основі ймовірнісних нерівностей Чебишова 
або, як у нашому випадку, Маркова. Встановимо спочатку наступні твер-
дження.  

Твердження 1. Нехай 1)(, ≥′∈ xL ττ  0)>(x , +∈Φ L , 
)(:=)(1 xxx ΦΦ . Якщо для деякої функції )(1 Φ∈Lψ  виконується умова  

                           )())((=)(ln 1
1 +∞→− ttotn ψα                                   (5) 

і ),,,( 1Φ∈ τβλSF , то співвідношення (3) справджується при +∞→x  
зовні деякої множини E  нульової лінійної щільності, тобто,  

                         0;=])[0,(1
lim= REmeas

R
DE

R
∩

+∞→
 

тут 1=)( ∑ ≤+ tnn
tn

βλα  – лічильна функція послідовності nnn βλα += .  

Твердження 2. Нехай 1)(, ≥′∈ xL ττ  0)>(x , +∈Φ L , 
)(:=)(1 xxx ΦΦ . Якщо для деякої функції )(1 Φ∈Lψ  виконується умова 

(5) і ),,,( 1Φ∈ τβλSF , то співвідношення (3) справджується при 
+∞→x  зовні деякої множини E  нульової нижньої лінійної щільності, 

тобто,  

                          0.=])[0,(1
lim= REmeas

R
dE

R
∩

+∞→
 

Нам потрібне таке допоміжне твердження.  
Лема 1. Нехай +∈Φ L , )(:=)(1 xxx ΦΦ , L∈1ψ , 

)}())((:0>{= 1 xgxgxE ′≤ψ . 
.10  Якщо ),,,( 1Φ∈ τβλSF  i )(1 Φ∈Lψ , то 0=DE . 
.20  Якщо ),,,( 1Φ∈ τβλSF  i )(1 Φ∈Lψ , то 0=dE .   

Доведення леми 1 отримаємо за допомогою наступного тверджен-
ня з [9, 11], яке можна сформулювати у такому вигляді. 
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Лема 2 [9, 11] Нехай +∈Lψϕ,  функції такі, що  

               ),,((1)=)(
)(

1=)(
1

1 GRRo
t

td
R

RA
Rdef

∈+∞→∫
−ψ

ϕ
 

+⊂RG , та )()))(((= +∞→RRRoR ϕψ . Тоді,  

              ).,((1)=
)()(

1=)(
)(

2 GRRo
x

dx
R

RA
RRdef

∈+∞→∫
ψ

ψϕ
 

Доведення леми 1. Переконаємось спочатку, що для функції 
)(Φ∈Lψ  виконується умова )()))(((= +∞→RRRoR ϕψ  з леми 2 з фун-

кцією 1= −Φϕ , оберненою до функції Φ . Справді, для довільного 0>b   

                ,)(|)(=)(1
2

1)(

1
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1

11)(

1
dt

t
t
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t
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R
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−−Φ
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ψψψ  

звідки, ))((=))((1 RRoRb ΦΦ−ψ  )( +∞→R  для довільного 0>b , тобто, 

)))(((1=)( RRo
b

R ΦΦ ψ  )( +∞→R  для довільного 0>b , що дає 

)()))(((= +∞→RRRoR ϕψ . Оскільки для Ex∉  виконується нерівність 
)),(()( 1 xgxg ψ≤′  то у випадку )()(ln xxxF Φ≤  )( Gx∈  отримуємо  

=
))((

)(11=])[0,(

1
][0,

dx
xg

xg
R

dx
RR

REmeas
ERE ψ

′
≤

∩
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)(
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)(

0
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])[0,(
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dx
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dx
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∩ ψψψ
 

Звідки у випадку 01  за лемою 2, застосованою у випадку, коли ϕ  – 
обернена функція до функції Φ , а ),[= 0 +∞xG , виводимо  

          0,=
)()(

1
lim=

)(
1

lim0
1

)(

0
1

)(

0 x
dx

Rx
dx

R
DE

RR

R

RR

R ψϕψ
ϕ

∫∫
+∞→

Φ

+∞→
≤≤  

позаяк )(1 Φ∈Lψ . У випадку 03  подібно для 1}:)({= ≥Φ jxG j , де по-
слідовність )( jx  з умови )()(ln jjj xxxF Φ≤ , отримуємо  

          0,=
)()(

1
lim)(

1
lim0

1

)(

0
1

)(

0 x
dx

Rx
dx

x
dE

RR

R

jxjx

jj ψϕψ
ϕ

∫∫
+∞→

Φ

+∞→
≤≤≤  

тобто 0=dE . Лему 1 доведено.  
Зауваження 1. Нескладно зрозуміти, що насправді  

)())((=))((:0)>()()))(((= 1 +∞→ΦΦ∀⇔+∞→ − RRRoRbbRRRoR ψϕψ
(див. також [12]).   

Доведення тверджень 1-2. Нехай )(ln=)( xFxg . Доведення твер-
джень 1-2 подібне до доведення теореми з [5]. Отже, застосовуючи лему 
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1 з [10] та лему 1 з )(
2
1=)( 12 xx ψψ  замість )(1 xψ , для всіх Ex∉  ( E  – 

деяка множина така, що 0=DE  за умов твердження 1 і 0=dE  за умов 
твердження 2) отримаємо  

).,()))(((2))((exp2)( 1
)(2)(

FxxgnxxbxF nnn
xgnxn

μψβτλ α
βτλ

≤+≤ ∑
′≤′+

    (6) 

Звідки, використовуючи умову (5), негайно при +∞→x  )( Ex∉  
отримуємо  

    ),,(ln))((=),(ln)))(((ln2ln)(ln 1 FxxgoFxxgnxF μμψα +++≤  
тобто, твердження 1-2 доведено.  

Теорема 1. Нехай 1)( ≥′ xτ  0)>(x . Якщо +∈Φ L  і виконується 
умова  

              ,=0,=11
lim:0)>(

)(<0
kkk

kRbk
R kR

b βλα
αα

+∀ ∑
Φ≤+∞→

                 (7) 

то для кожної функції ),,,( 1Φ∈ τβλSF , )()(1 xxx Φ≡Φ , співвідношення 
(3) справджується при +∞→x  зовні деякої множини E  нульової ліній-
ної щільності, тобто 0=DE .  

Зауваження 2. Теорему 1 раніше [8] було встановлено в класі 
),,,( ΦτβλS , який, наприклад, у випадку ρxx =)(Φ , 0>ρ , є істотно 

вужчим за клас ),,,( 1ΦτβλS , де ρ+Φ 1
1 =)( xx . Зрозуміло також, що у 

випадку виконання умови ))((=)(1 xOx ΦΦ  )( +∞→x  обидва результати 
є рівносильними.   

Доведення. Перевіримо можливість застосування твердження 1. 
Справді, застосовуючи нерівність nnn ln1)(ln1/ −+≥  1)( ≥n  з умови (7) 
отримуємо  

                          0.=)(ln1
lim:0)>(

)(

0 t
tnd

R
b

Rb

R

α∫
Φ

+∞→
∀                            (8) 

Оскільки 2
000

)(ln|)(ln=)(ln
t

tndt
t

tn
t

tnd u

t

u
t

u

t
ααα ∫∫ + , то з (8) маємо, що 

одночасно виконуються рівності  

              0.=)(ln1
lim0,=

)(
))((ln

lim 2

)(

0
dt

t
tn

RRR
Rn R

tRR

αα ∫
Φ

+∞→+∞→ Φ
Φ                 (9) 

Нехай )(xϕ  – обернена функція до функції )(RΦ . Визначимо  

},:)(ln
)(

1{max=)(,
)(

1=)( 201
1

2 xRdt
t

tn
R

xl
xl

x
R

≥∫ α

ϕ
ψ  

                }.:
)(
)(ln{max=)(,

)(
1=)( 2
2

3 xR
RR
Rnxl

xl
x ≥

ϕ
ψ α  
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Зауважимо, що  )(2 xψ  i )(3 xψ  строго зростають до ∞+  )( +∞→x . 

Крім того, якщо dttntRl
R

)(ln=)( 2

0 α
−∫ , то з (9)  

             ≤∫∫
ΦΦ

)()(1=)(ln)(1
2

)(

02
2)(

0
tdlt

Rt
dttnt

R
RR
ψψ α  

    ),((1)=})(ln1{))(())((1 2
1

2

)(

02 +∞→≤ΦΦ≤ ∫
Φ

Ro
t

dttn
R

RlR
R

R αψ   (10) 

та  

).((1)=
))((

1=))(())(())((ln
)(
))((

3
23

3 +∞→
Φ

ΦΦ≤Φ
Φ
Φ Ro

R
RlRRn

RR
R

ψ
ψψ

α (11) 

Виберемо тепер додатну неперервну зростаючу до ∞+  функцію 
4ψ  таку, що 1)()()( 4 +≤≤ xaxxa ψ , де  

                 ).()}(ln)(),(ln)({min=)( 32 +∞→xxnxxnxxa αα ψψ  
Тоді із співвідношень (10) і (11) отримуємо для 0>0t , що  

              ).(=)()),((=))(( 2
4)(

0
4 Rodt

t
tRRoR

R

t

ψψ ∫
Φ

ΦΦ                      (12) 

Із співвідношень (12) отримуємо  

      0.=))(1
)(
))(((lim=)(1

lim 2
4)(

0

44)(

0
dt

t
t

RRR
R

t
td

R
R

tR

R

tR

ψψψ
∫∫
Φ

+∞→

Φ

+∞→
+

Φ
Φ       (13) 

Тобто, досить вибрати )(=)( 1
41 xx −ψψ  при )( 0

1
4 tx −≥ψ  – обернену 

функцію до функції )(4 tψ  при 0tt ≥ . Для )]([0, 0
1

4 tx −∈ ψ  можна вибрати 

22
)(=)( 0

1
4

1
xtx +

−ψψ . Залишається зауважити, що ,
)(
)(=

)(
)()(ln

1

1
1

1

4

ta
t

ta
ttn

−

≤
ψψ

α  

де )()}(),({min=)( 321 +∞→+∞→ tttta ψψ , і застосувати твердження 0, 
оскільки )(1 Φ∈ Lψ . Справді, із співвідношення (13) маємо  

                  ).((1)=)(1=)(1 )(
4

)( 1
1 +∞→∫∫

ΦΦ −

ro
x

xd
Rx

xd
R

RR ψψ  

Теорему 1 доведено.  
Повністю повторюючи міркування з першої частини доведення те-

ореми 1 і застосовуючи потім твердження 2, доводимо таку теорему.  
Теорема 2. Нехай 1)( ≥′ xτ  0)>(x . Якщо +∈Φ L , ),,( Φ∈ βλSF  і 

виконується умова (7), то співвідношення (3) справджується при 
+∞→x  зовні деякої множини Е нульової нижньої лінійної щільності, 

тобто 0=dE .   
Доведення. Як вже відзначалося перед формулюванням теореми 2, 

доведення теореми 2 відрізняється від доведення теореми 1 лише засто-
суванням твердження 2 замість твердження 1, застосованого у доведенні 
теореми 1. Справді, у доведенні теореми 1 встановлено, що з умови (7) 
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випливає, що існує функція )(1 Φ∈Lψ , для якої виконується співвідно-
шення (5). Оскільки за умовою теореми 2, ),,( Φ∈ βλSF , то всі умови 
твердження 2 виконуються. Застосування твердження 2 завершує дове-
дення теореми 2.  

Зауважимо, що у теоремі 1, взагалі кажучи, послідовність )( nα  му-
сить мати єдину точку скупчення у ∞+ , а ні λ , ні β  не зобов'язані та-
кими бути. У наступній теоремі послідовність λ  мусить мати єдину то-
чку скупчення у ∞+ . Але, ця обставина дозволяє істотно послабити 
умови теореми 1. Умови теореми 1 допускають таку варіацію. 

Теорема 3. Нехай 0)( ≥′ xτ  0)>(x . Якщо ),,,( 1Φ∈ τβλSF , 
)()(1 xxx Φ≡Φ , L∈Φ , і виконується умова  

                         0,=11
lim:0)>(

)(<0 kRbk
R kR

b
λλ

∑
Φ≤+∞→

∀                              (14) 

то співвідношення (3) виконується при +∞→x  зовні деякої множини 
E  нульової лінійної щільності.   

Доведення теореми 3 в цілому повторює доведення теореми 1 з ті-
єю відмінністю, що замість нерівності (6) воно використовує нерівність  

        ),,()))(((2))((exp2)( 1
)(2

FxxgnxxbxF nnn
xgn

μψβτλ λ
λ

≤+≤ ∑
′≤

 

де 1=)( ∑ ≤tn
tn

λλ , яка отримується з леми 2 з [10]. З огляду на ці обста-

вини ми не наводимо тут доведення теореми 3. 
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In article it is obtained sufficient conditions in order that relation 

),(ln(1))(1)(ln FxoxF μ+≤  holds for each function of the form 
nxnx

nn
efxF βτλ )(

0
=)( ++∞

−∑  as +∞→x  outside some set E  of zero linear 

density or of zero lower linear density, where )( nf , )( nλ , )( nβ  are positive 
sequences, and a differentiable function ++ →RR:τ  such that 1)( ≥′ xτ  

)( 0xx ≥ , 0}:{max=),( )( ≥+ nefFx nxnx
n

βτλμ . 
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maximal term   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


