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При незначному обмеженні наведено розв’язання оберненої задачі 
теорії розподілу значень для цілих кривих нескінченного порядку. 
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пустима система векторів. 

 
В даній роботі використовуються основні результати теорії цілих 

кривих, а також позначення, використані в [1]. 
Разом з тим, зупинимось на деяких основних поняттях. 
Цілою кривою називається голоморфне відображення pCC →:G

r
, 

де р – натуральне число, більше за одиницю. Отже, р-мірна ціла крива 
має вигляд ( ) ( ) ( ) ( )( )zgzgzgzG p,...,, 21=

r
, де компоненти ( ) ( ),, 21 zgzg  

( )zg p,...  – цілі (тобто аналітичні в усій комплексній площині) функції. 
Вважатимемо їх лінійно незалежними і без спільних нулів. 

Для р-мірної цілої кривої G
r

 характеристика росту ( )GrT
r

,  та 
функція наближення ( )Garm

rr,,  при 0
rr

≠a  визначаються рівностями 

( ) ( ) ϕ
π

π
ϕ dreGGrT i∫=

2

0
ln

2
1,

rr
, 

( ) ( )
( ) ϕ

π

π

ϕ

ϕ

d
areG

areG
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i
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∫
⋅

⋅
=

2

0
ln

2
1,, rr

rr
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Розглянемо 

                                    ( ) ( )
( )

, ,
, lim

,r

m r a G
a G

T r G
δ

→∞
=

rr
rr

r .                                                            

Якщо ( ), 0a Gδ >
rr , то ar  називається неванліннівським дефектним 

вектором, а саме значення ( ),a Gδ
rr  −  величиною дефекту. 
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Порядком цілої кривої G
r

 називається величина ( )
r

GrT
r ln

,lnlim
r

∞→
=ρ . 

Система векторів із pC  називається допустимою, якщо довільні р 
векторів з цієї системи лінійно незалежні, коли кількість векторів сис-
теми не менша за р; якщо ж менша за р, то всі вектори системи лінійно 
незалежні. 

З другої основної теореми для цілих кривих [2] випливає, що для 
довільної р-мірної цілої кривої G

r
 і для довільної допустимої системи 

векторів A⊂ pC  виконується нерівність 

                                                 ( ),
a A

a G pδ
∈

≤∑
r

rr .                                                

Позначимо { }
, ,

1, 2, , , 1 ,
, 0.

q

q
q q

q

= ∞⎧
⎪= ≤ < ∞⎨
⎪∅ =⎩

K

N
N  

Нехай маємо множину чисел { }:j qjδ ∈N , таку, що:                            

а) 0 1,j qjδ< ≤ ∈N , б) 
q

j
j

pδ
∈

≤∑
N

; і нехай { }:j qA a j= ∈
r N  – допустима 

система векторів із pC . 
Обернена задача теорії розподілу значень для цілих кривих поля-

гає в побудові цілої кривої G
r

, для якої: 
1) ( ),j ja Gδ δ=

rr  для всіх qj∈N ; 

2) для довільного вектора \a A∈
r pC , такого, що { }A arU  – допус-

тима система векторів, маємо ( ), 0a Gδ =
rr . 

В даній роботі ми дамо розв’язок оберненої задачі теорії розподі-
лу значень для цілих кривих нескінченного порядку при додатковій умові 

1
q

j
j

pδ
∈

≤ −∑
N

 замість умови б). 

При 2p =  отриманий результат дещо доповнює відому теорему 
Фукса і Хеймана [3]. Відзначимо також результат роботи [4], в якій бу-
дується ціла крива з заданими дефектними значеннями і величинами 
дефектів, які задовольняють ряду істотних додаткових обмежень. 

Позначимо через pS  підмножину одиничної сфери 
{ }: 1a a∈ =
r rpC , яка складається з тих векторів, в яких перша ненульова 

компонента є ненульовим числом. 
З означення неванліннівського дефектного вектора випливає, що 

для  { }\ 0a∈
rr pC , { }\ 0λ∈C  виконується ( ) ( ), ,a G a Gδ δ λ=

r rr r . Оскільки 
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{ } { }{ }\ 0 : , \ 0a aλ λ∈ ∈
r r rp pC = S C , то можна, не зменшуючи загально-

сті, розглядати тільки дефектні вектори з pS . 
Позначимо ще { }2, 3, ,0qp q p p− + − +U KN = N . 
Доведемо спочатку таку лему. 
Лема 1.  Для даної послідовності чисел { }:j qjδ ∈N , такої, що: 

0 1jδ≤ ≤  для всіх qpj∈N ; 
2

1
q

j
j p

pδ
=− +

= −∑ , існує послідовність невід’єм-

них чисел { } 1ν ν
κ ∞

=
, яка задовольняє таким умовам: 

1) 
1

1ν
ν

κ
∞

=

=∑ ; 

2) для довільного qpμ∈N  існує множина M μ ⊂ N , така, 

що { }: Mν μ μκ ν δ∈ =∑ ; 

3) якщо 0νκ > , то 1card S pν = − , де { }: jS j Mν ν= ∈ . 

Д о в е д е н н я. Позначимо для зручності ( )0
j jδ δ= . Виберемо під-

множину 1 qpS ⊂ N  такою, що 1 1card S p= − , 
( ){ } ( ){ }0 0

1 1min : max : \j j qpj S j Sδ δ∈ ≥ ∈N . Тепер візьмемо 
( ){ } ( ){ }{ }0 0

1 1 1min min : , min 1 : \j j qpj S j Sκ δ δ= ∈ − ∈N ,               

                                ( )
( )

( )

0
11

0
1 1

: \ ,

: .
j qp

j

j

j S

j S

δ
δ

δ κ

⎧ ∈⎪= ⎨
− ∈⎪⎩

N
 

Нехай ( ){ } ( ){ }1 1: , , :n
j qp j qpj jδ δ −∈ ∈KN N  уже вибрані. По послідов-

ності ( ){ }1 :n
j qpjδ − ∈N вибираємо nS  і беремо 

( ){ } ( )
1

1 1

1
min min : , min 1 : \

n
n n

n j n k j qp n
k

j S j Sκ δ κ δ
−

− −

=

⎧ ⎫⎧ ⎫
= ∈ − − ∈⎨ ⎨ ⎬⎬

⎩ ⎭⎩ ⎭
∑ N , 

( )
( )

( )

1

1

: \ ,

: .

n
j qp nn

j n
j n n

j S

j S

δ
δ

δ κ

−

−

⎧ ∈⎪= ⎨
− ∈⎪⎩

N
 

Очевидно, що ( ) ( ) ( )1 1
qp qp n

n n
j j n n

j j j S
pδ δ κ κ−

∈ ∈ ∈

− = = −∑ ∑ ∑
N N

. Звідси неважко 

бачити, що при довільному n∈N  виконується рівність  
( ) ( )

1
1

1
1 1

qp

n
n

j k
j k

pδ κ
−

−

∈ =

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑
N

.                                   (1) 
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Відповідно до вибору 1 2, ,κ κ K , та ( ) ( )1 2, ,j jδ δ K , отримуємо: 
( ) ( )1 0

1 11j jδ δ κ κ= − ≤ − , якщо 1j S∈ ; ( )1
1 1 jκ δ≤ − , отже, ( )1

11jδ κ≤ −  при 

1\qpj S∈N , тобто ( )1
11jδ κ≤ −  при всіх qpj∈N . Аналогічно маємо 

( )2
1 21jδ κ κ≤ − −  при всіх qpj∈N . 

Продовжуючи такі ж міркування, отримаємо 
( )

1
1

1
1 ,

n
n

j k qp
k

jδ κ
−

−

=

≤ − ∈∑ N .                                  (2) 

Позначимо ( )1lim n
j jn

δ δ −∗

→∞
=  (границя існує, оскільки ( ) ( )10 n n

j jδ δ −≤ ≤ ). 

Нам потрібно показати, що  

1

1k
k
κ

∞

=

=∑ .                                                    (3) 

Припустимо, що  

1
1k

k
κ α

∞

=

= <∑ .                                                  (4) 

Тоді, відповідно до (1) та (4), маємо 
( )( )1 1

qp

j
j

pδ α∗

∈

= − −∑
N

,                                      (5) 

звідки отримуємо, враховуючи (2), що { }: 0 1jcard j pδ ∗ > ≥ − . Звідси 

випливає існування 0ε > , такого, що ( ){ }1min :n
j nj Sδ ε− ∈ >  при всіх 

n∈N . 
Оскільки 0nκ →  при 0n → , то, відповідно до вибору nκ  

обов’язково 
( )

1
1

1

min 1 : \ 0
n

n
k j qp n

k
j Sκ δ

−
−

=

⎧ ⎫− − ∈ →⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ N    при 0n → .               (6) 

Позначимо ( ) ( ){ }1 1max : \n n
j qp nj Sδ δ− −= ∈N . Очевидно, що 

( ) ( )
1 1

1 1

1 1

min 1 : \ 1
n n

n n
k j qp n k

k k
j Sκ δ κ δ

− −
− −

= =

⎧ ⎫− − ∈ = − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ ∑N , звідки, відповідно 

до (4) та (6), робимо висновок, що ( )1 1nδ α− → −  при 0n → . 
Враховуючи вибір множини nS , маємо ( ) ( ) ( )1 11

n

n n
j

j S

pδ δ− −

∈

≥ −∑ . Звід-

си, ( ) ( )1 1

qp

n n
j

j

pδ δ− −

∈

≥∑
N

. Оскільки кожна з послідовностей ( ){ }
1

n
j n

δ
∞

=
 не зро-

стаюча, то переходячи в останній нерівності до границі при 0n → , 
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отримуємо ( )1
qp

j
j

pδ α∗

∈

≥ −∑
N

. Це суперечить рівності (5). Отже, доведе-

но рівність (3). 
Позначимо ( ) ( ){ }1: 0M ν ν

μ ν μ μν κ δ δ−= ∈ = − >N . Неважко бачити, що 

Mμ

ν μ
ν

κ δ
∈

=∑ , оскільки нерівність ( ) ( )1 0ν ν
μ μδ δ− − >  рівносильна тому, що 

nSμ∈ , 0νκ > . 
Тепер займемось побудовою потрібної цілої кривої. 

Виберемо 2 3 0
1

11
1

q

p p j
jp

δ δ δ δ− + − +
=

= = = = −
− ∑K . Очевидно, 

1
qp

j
j

pδ
∈

= −∑
N

.  

Скориставшись лемою 1, знайдемо  , ,M Sν μ νκ , які задовольняють 
умовам 1), 2), 3) цієї леми. 

Покладемо { }, :jS S A a A j Sν ν ν ν′ ′= = ∈ ∈
r

I N ; 

; 1 .card S p n n pν ν ν′ = − ≤ ≤  
Візьмемо лінійно незалежні вектори 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 2
1 2, , , , , ,n s s s s

pb b b b b b bν
ν ν ν ν ν ν ν=
r r r r

K K , такі, що: 
( ) 0, 1, 2, ,sb a s nν ν ν= =
r r

K ;                                         (7) 
( ) 1, 1,2, ,sb s nν ν= =
r

K                                            (8) 

і покладемо ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1z n nP z b b b zν ν
ν ν ν ν

−= + + +
r r rr

K . 
Як відомо [3, п. 4.1 ], множину N  можна розбити на множини Nν , 

які не перетинаються, зі щільностями νκ , такі, що 

{ }1: n 2N n ν
ν

−∈ < =∅I N . 

Нехай ( ) { } ( ) ( )* exp z
n n

n

G z e z R z E z
+∞

=−∞

= − − ∑
r r

, де ( )nR z
r

 

( )
( )

( )1

, ,

1, z, , , 0,n n

P z n N
R z

z nν

ν ν

−

⎧ <⎪= ⎨
=⎪⎩

r
r

K
                                         (9) 

( ) ( )0 2nE z E z n iπ= − , а ( )0E z  – ціла функція (див. [3, п. 4.1 ] ) з асимп-
тотикою 

( )
{ } ( )

( )

2
0

0 2
0

exp , , ,

, , ,

ze z O z z z A
E z

O z z z A

−

−

⎧ + + →∞ ∈⎪= ⎨
→∞ ∉⎪⎩

   { }0 :A z x iy y π= = + ≤ . 
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Тепер візьмемо 

          ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )* * *
01 2

, , ... ,
ze z

p
G z G z e G z G zλ − −= +
r r r r

,                   (10) 

де 0λ ∈C  беремо таким, щоб для всіх z∈C  виконувалось 

( )( ) ( )( )*

1 2
0G z G z+ >

r r
.                                    (11) 

Очевидно, для цього достатньо взяти 
( )( ) ( )( ){ }* *

0 1 2
: 0

ze zG z e G zλ +∉ − ⋅ =
r r

. 

Покажемо, що ціла крива виду (10) є шуканою. 
Нам потрібна буде 
Лема 2. Нехай ( )G z

r
 і ( )nR z

r
 визначаються рівностями (9) та 

(10). Має місце 
( ) ( ) { }1 zp e z

nG z R z O z e+ − −− =
r r

,                               (12) 

при z x iy= + →∞ , де n  – ціле число, яке визначається умовою 
( ) ( )2 1 2 1n y nπ π− < ≤ + .                                   (13) 

Доведення цієї леми ми опускаємо, оскільки воно аналогічне дове-
денню леми 4.2 із [3, п. 4.1 ]. 

Відповідно до (9), (11) та (12) робимо висновок, що компоненти 
( )G z
r

 лінійно незалежні (достатньо розглянути поведінку цих компо-
нент на дійсній осі) і не мають спільних нулів. 

Оцінимо ріст характеристики T  кривої G
r

. Із (12) випливає, що 

( ) ( ) { }1ln ln ln 1 ,
zp e z

nG z R z z e O z+ + + − −≤ + + →∞
r r

,          (14) 

де n  визначається умовою (13). Відповідно до (8) та вибору многочле-
нів ( )P zν

r
 для всіх ν ∈ N  виконується ( ) ( )1pP z p zν ≤ +

r
. Звідси та з 

(9) маємо 
( ) ( )1 ,p

nR z p z n≤ + ∈
r

Z ,                                 (15) 

і, таким чином (див. [3, п. 4.1]), з (14) отримаємо 

( ) { }{ } ( ) 1 23, 1 1 2 ,rT r G o e r rπ
−

≤ + →∞
r

.                      (16) 

Тепер покажемо, що 

( ),a Gμ μδ δ≥
rr .                                          (17) 

В рівностях (7) зафіксуємо qj μ= ∈N . Очевидно,що (7) буде ви-
конуватись при всіх M μν ∈ , оскільки 

{ } { }: , 0 : , 0n nM n S n Sμ μ κ μ κ′= ∈ > = ∈ > , бо qμ∈N . 
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Позначимо 
( ) ( ), ,n nQ z a R z a a= ∈

rr r r pC .                               (18) 
Із (7) та (9) матимемо 
                                      ( ) 0, ≡μazQn

r , μ
μ

KNn
Mv

v =∈
∈
U .                             (19) 

Скориставшись лемою 2, дістанемо 
( ) ( ) ( ) { }1,

zp e z
nf z G z a Q z a O z eμ μ μ

+ − −= = +
r r r  при z x iy= + →∞ , де n∈ Z  

визначається умовою (13). 
Тоді, відповідно до (19), при n Kμ∈  отримаємо 

( ) { }1 ,
zp e zf z O z e zμ

+ − −= →∞ .                            (20) 

Із (9) та (12) випливає, що якщо ( ) ( )2 1 , 2 1
n N

y n n
ν

ν π π
∈

∈Γ = − +⎡ ⎤⎣ ⎦U , 

то 

( ) ( ) { } ( ) { }1 1 ,
z zp e z p e zG z P z O z e P z O z e zν ν

+ − − + − −= + ≥ + →∞
r r r

. 

Виберемо 0α >  і 0νλ >  такими, щоб виконувалось 

( ) ( )1
2

G z P zν νλ≥ ≥
r r

 при ( ) 1 zp e zl z z e α+ − −= ≤  при ( )0z r r ν= ≥ . По-

значимо ( ) [ ] ( ){ }0, 2 : , sin ,ir l re rϕ
ν νϕ π α ϕΘ = ∈ < ∈Γ  ( )0r r ν> , і по-

кладемо ( ) cosy yνϕ =  при y ν∈Γ ; ( ) 0yνϕ =  при y ν∉Γ . Тоді при 

( ) ,r Mν μϕ ν∈Θ ∈  (див. (20)) маємо 

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln ln 1 ln 1 1 ,x x
G z G z

e y p z z O e y O z
f zG z a ν ν
μμ

ϕ ϕ= ≥ − + − + ≥ + →∞
⋅

r r

r r . 

Ця нерівність має місце і при ( )rνϕ ∉Θ , бо в цьому випадку 

( ) ( ) ,xe y O z zνϕ = →∞ . 
З наведених вище міркувань випливає така 
Лема 3. Нехай M μν ∈ , ( ) [ ]{ }0, 2 : sinr rν νϕ π ϕ′Γ = ∈ ∈Γ . Тоді 

( )
( )( )

( ){ } ( ) 1 231 ln 1 2 ,
2

i
r

i
r

G re
d o e r r

G re a
ν

ϕ

νϕ
μ

ϕ κ π
π

−

′Γ

≥ + →∞
⋅∫

r

r r . 

Для доведення достатньо повторити хід міркувань, наведених в 
лемі 4.5 [3]. 

Зафіксуємо довільне 0ε > , знайдемо ( )0 0n n ε= ∈N  таке, що 

{ }0: ,M nν μ μκ ν ν δ ε∈ ≤ ≥ −∑ . 
Відповідно до леми 3 маємо 
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( ) ( )
( )( )

( )0
1, , ln : , 1

2

i

i
r

G re
m r a G d M n O

G re a
ν

ϕ

μ μϕ
μ

ϕ ν ν
π ′Γ

⎧ ⎫⎪ ⎪≥ ∈ ≤ + ≥⎨ ⎬
⋅⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∫
r

rr
r r  

{ } ( ){ } ( ) ( ){ } ( )1 2 1 23 3
0: , 1 2 1 2 ,r rM n o e r o e r rν μ μκ ν ν π δ ε π

− −
≥ ∈ ≤ + ≥ − + →∞∑ . 

 
Звідси, оскільки ε  довільне, отримуємо 

( ) ( ){ } ( ) 1 23, , 1 2 ,rm r a G o e r rμ μδ π
−

≥ + →∞
rr .                 (21) 

Порівнюючи (21) та (16), дістаємо (17). 
Покажемо, що 

( ),a Gμ μδ δ≤
rr .                                         (22) 

Для довільного вектора a∈r pS  розглянемо множину M  тих чисел 
ν ∈ N , для яких ( ), 0Q z aν ≡

r . Очевидно, у випадку a aμ=
r r  маємо 

M M μ= ; у випадку, коли вектор ar  задовольняє умові 2) оберненої за-
дачі, M =∅  

Тепер розіб’ємо множину \ MN  на класи 
( ) ( )1 1 2 2, ,L L a L L a= =
r r

K , такі, що при jn L′∈  та jn L′′∈  виконується 

n nQ Q′ ′′≡ ; при jn L′∈  та ,sn L j s′′∈ ≠ , виконується n nQ Q′ ′′≡/ . Позначимо 

{ }:j s js Lγ κ= ∈∑ , ( ) ( )f z G z a=
r r . Виберемо для фіксованого γ  таке 

( )j j γ= , щоб jLγ ∈ . Тоді, аналогічно до нерівності (21), отримаємо та-
кі нерівності: 

( ) ( ){ } ( ) 1 23, , 1 2 ,r
jm r Q f o e r rν γ π

−
≥ + →∞ , 

( ) { } ( ){ } ( ) 1 23,0, : 1 2 ,r
sm r f s M o e r rκ π

−
≥ ∈ + →∞∑ . 

Можна показати (див. вправу із [3, п. 4.1 ]), що зовні множини скі-
нченної довжини виконується 

( ) ( ){ } ( ), , 1 1 , ,
b

m r b f o T r f r
∈Θ

≤ + →∞∑ .                     (23) 

Тут Θ  – деяка скінченна множина многочленів. 
Позначимо тепер через ( )L L a=

r  множину, яку отримаємо, виби-
раючи з кожного jL  по одному елементу. Відповідно до вибору jL  тоді 
всі многочлени ,Q Lν ν ∈  – різні. Тому, враховуючи нерівність (23),  
маємо 
( ) ( ){ } ( ){ } ( )0,0, , , : , 1 1 , ,m r f m r Q f L N o T r f rν ν ν+ ∈ ≤ ≤ + →∞∑ . (24) 

Тут ( )0 0N N ε=  для довільного ε  розглядаємо таким, щоб викону-
валась нерівність  
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{ }0: ,
L

L Nν ν
ν

γ ν ν γ ε
∈

∈ ≤ > −∑ ∑ . Тоді з (24) випливає, що 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )1 231 2 ,0, 1 1 , ,r

L

o e r m r f o T r f rν
ν

γ ε π
−

∈

⎧ ⎫− + + ≤ + →∞⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ . 

Тому, оскільки ε  – довільне додатне число, маємо 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )1 231 2 ,0, 1 1 , ,r

L
o e r m r f o T r f rν

ν

γ π
−

∈

⎧ ⎫+ + ≤ + →∞⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ .  (25) 

Так як функція f  має такий самий вигляд, як і кожна з компонент 
цілої кривої  G

r
, то неважко бачити, що 

                     ( ) ( ){ } ( ) 1 23, 1 1 2 ,rT r f o e r rπ
−

≤ + →∞ .                     (26) 

Запишемо таку очевидну рівність для a∈r pS : 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2

0 0

2 2

0 0

1 1, , ln 1 ln
2 2

1 1 1ln ln 1
2 2

i
i

i

i
i

G re
m r a G d O G re d

G re a

f re d d O
f re

ϕπ π
ϕ

ϕ

π π
ϕ

ϕ

ϕ ϕ
π π

ϕ ϕ
π π

+ +

= + = −
⋅

− + + =

∫ ∫

∫ ∫

r
r rr

r r

 

                   ( ) ( ) ( ) ( ), , ,0, 1 ,T r G T r f m r f O r= − + + →∞
r

.           (27) 

Нехай тепер a aμ=
r r . Тоді, як ми відзначали, M M μ= , і тому 

1k k k k
L L k L k M k k Mν μ μ

ν μ
ν ν

γ κ κ κ κ δ
∈ ∈ ∈ ∉ ∈ ∈

= = = − = −∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑
N

. 

Підставляючи це в (25) і враховуючи (21) та (26), отримаємо, що 

( ) ( ){ } ( ) 1 23, 1 1 2 ,rT r f o e r rμ π
−

= + →∞ , 

( ) ( ){ } ( ) 1 23,0, 1 2 ,rm r f o e r rμ μδ π
−

= + →∞ , 

де f G aμ μ= ⋅
r r . Звідси та із (26), (21), (27) випливає, що 

                     ( ) ( ){ } ( ) 1 23, 1 1 2 ,rT r G o e r rπ
−

= + →∞
r

,                     (28) 

( ) ( ){ } ( ) 1 23, , 1 2 ,rm r a G o e r rμ μδ π
−

= + →∞
rr . 

З цих двох рівностей випливає перше твердження оберненої задачі. 
Щоб довести друге твердження, досить зауважити, що якщо вектор 

\a A∈
r pS  другій умові оберненої задачі, то j

j

L =U N , і тому 

1k k k
L L k L k M kν μ

ν
ν ν

γ κ κ κ
∈ ∈ ∈ ∉ ∈

= = = =∑ ∑∑ ∑ ∑
N

. Тоді, відповідно до (25) та (26),           

маємо: 

( ) ( ){ }1 23,0, 2 ,rm r f o e r rπ
−

= →∞ , 
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( ) ( ){ } ( ) 1 23, 1 1 2 ,rT r f o e r rπ
−

= + →∞ . 
Підставляючи ці рівності в (27) та враховуючи (28), отримаємо 

( ) ( ){ }1 23, , 2 ,rm r a G o e r rπ
−

= →∞
rr , 

звідки випливає друге твердження оберненої задачі. 
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At insignificant limitation the decision of reverse task of theory of dis-
tributing of values is resulted for the whole curves of endless order. 
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