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+∞∈ +Rλλ K , p

pnnn +∈ Z),,(=)( 1 K , {0}:= ∪+ NZ , N∈p , 

pnnn ++K1= , а коефіцієнти ))(( )( ωnf  є попарно незалежними ком-
плексними випадковими величинами. У статті, зокрема доведено такі 
твердження: 1) Якщо 0/lnlim:)( )( == +∞→ nn n λλτ , то для того, щоб 

ряд Діріхле збігався м.н. скрізь в pC  необхідно і досить, щоб  
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де p
nn nxxfPxF +∈∈ ZR )(,},|<)(:|{:=)( )()( ωω  – функція розподілу 

|)(| )( ωnf , aG∂  – множина спряжених абсцис збіжності випадкового 
ряду Діріхле ωF . 
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Вступ. Основні поняття 
Нехай pnn

p

+∈
Λ

Z
)(= )(λ , де ppp

pnnn )[0,=),,(= )((1)

1)( +∞∈ +Rλλλ K , =)(n  
p

pnn +∈ Z),,( 1 K , {0}:= ∪+ NZ , N∈p . У випадку, коли 

,1,)( )( pjk
j

k ≤≤
+∈Zλ  зростаючі до ∞+  послідовності невід’ємних чисел, 

тобто, )1,(1<<=0 )(
1

)()(
0 pjkj

k
j

k
j ≤≤+∞↑≤+∞↑+λλλ , використовуємо 

позначення p
+Λ . Через )( pp ΛD  позначимо клас формальних кратних ря-

дів Діріхле вигляду  

}),,{1,(=,),,(=)},,{(exp=)( 1)()(
0

pjitsssssasF jjj
p

pnn
=n

KK ∈+∈∑
∞
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таких, що існує pR∈σ  таке, що  
            ),=(0),(exp 1)()( +∞→++→ pnn nnna Kσλ  (2) 

де )( )(na  – послідовність комплексних чисел, p
p

pnnn sss )(
1

(1)

1)( =),( λλλ ++K , 

),...,,(=)( 21 pnnnn . 

Для pp
],[:= +∞−∞∈Rσ  позначимо  

 },:{=},<:{:==},<Re:{:= 0 σσσ σσσσ ≥∈Π∈ΠΠ∈ xxxxss pppp RRCΠ  

 де )Re,,Re(=Re 1 psss K , jjpp bxbbbxxx <),,(=<),,(= 11 ⇔KK  
}),{1,( pj K∈∀ , а jj bxbx ≥⇔≥  }),{1,( pj K∈∀ . 

Області збіжності кратних рядів Діріхле з показниками p
+Λ  до-

сліджувались у статтях [1-9]. У випадку 2=p  А.І. Янушаускас ([4]) (у 
статті [7] відзначається, що загальний випадок класу )( pp

+ΛD , 2,≥p  
розглядається цілком подібно) серед іншого довів: якщо ряд (1) з показ-
никами p

+Λ  збіжний в околі точки p
pp itit C∈++ ),...,( 000

1
0
1 σσ , то він збі-

жний у прямому добуткові півплощин ,0σ
Π  при цьому збіжність є рів-

номірною на кожному компакті з цього прямого добутку. Звідси, маємо 
такі можливі три ситуації: 1) ряд (1) збіжний для всіх p

psss C∈),.(= 1 K ; 

2) ряд (1) не збігається у жодній області з pC ; 3) ряд (1) збіжний в обла-
сті ),,,(=, 1 cpccc

σσσσ KΠ  і кожна з областей вигляду 0σ
Π , 

),,(= 00
1

0
pσσσ K , для якої Iicii ∈,>0 σσ  і Jjcjj ∈≥ ,0 σσ , де 
},{1,...,= pJI C  містить точки, у яких ряд розбіжний. Числа 
),,(:= 1 cpcc σσσ K  називаються [4] спряженими абсцисами збіжності ряду (1). 

Подібно у випадку рядів вигляду (1) з показниками p
+Λ  означа-

ються спряжені абсциси ),,(:= 1 apaa σσσ K  абсолютної збіжності ряду 
(1) (див.[2, 9]), бо якщо кратний ряд Діріхле абсолютно збіжний в точці 

ps C∈0 , то він збіжний абсолютно в області 0σ
Π , 

);Re,,Re(=Re= 00
1

00
psss Kσ  зазначимо також, що за ознакою рівномір-

ної збіжності Веєрштраса він також є рівномірно збіжним на 0σΠ . 
У випадку рядів вигляду (1) з довільними показниками pΛ  поняття 

спряжених абсцис введемо дещо інакше (у випадку показників p
+Λ  вони 

збігаються з введеними вище). Отже, нехай  
:{= p

c xG R∈ ряд (1) збіжний в }xΠ , }Re:{ c
p

c Gzz ∈∈= CG , 
:{= p

a xG R∈ ряд (1) абсолютно збіжний в }xΠ , 
}Re:{ a

p
a Gzz ∈∈= CG  
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 ac GG ,  відповідно, області збіжності та абсолютної збіжності ряду (1), 
а ac GG ,  їхні сліди в }.,=:{ pp zzRexx CR ∈∈  У випадку послідовності 

p
+Λ  область існування максимального члена визначається ([7]) як мно-

жина тих pR∈σ , що  
    .<})(:),(exp|{|max=),,,(=),( )()(1 +∞∈ +

p
nnp naFF Zσλσσμσμ K    (3) 

В загальному, область існування максимального члена μG  визначимо як 

внутрішність множини тих pR∈σ , для яких виконується умова (2). 
Зауваження 1.1. У випадку послідовності p

+Λ  обидва означення 
визначають дві множини з однією і тією ж внутрішністю, яку ми надалі 
позначатимемо через μG . В загальному, очевидно, що умова (3) випли-
ває з умови (2). Навпаки з умови (3) умова (2), взагалі кажучи, не ви-
пливає. Справді, припустимо що 2=p , (2)(1) = kk λλ  1)( ≥k , 0=)2,1( nna  

)( 21 nn ≠ , 1=),( kka  1)( ≥k . Тоді 1=),,(=),( 11 FF σσμσμ − , але 

0),(
)( →/n

n ea λσ  +∞→+ )( 21 nn  при ),(= 11 σσσ − .  
Множини μGGG ac ∂∂∂ ,,  – відповідно, гіперповерхні спряжених аб-

сцис збіжності, абсолютної збіжності і існування максимального члена 
ряду (1). 

Зауваження 1.2. 1.  Якщо cG∈/σ  (відповідно, aG∈/σ ), то ряд (1) 
не може бути скрізь збіжним (відповідно, абсолютно збіжним) в σΠ ; 

подібно, якщо μσ G∈/ , то 0),(exp|| )()( →/σλ nna . 

2.  Якщо )( ppF Λ∈D , то ∅≠∂ μG  і  
., μμ GGGGGG caca ∂⊂∂⊂∂⊂⊂  

3.  μσμσ GG ⊂Π⇒∂∈ ; aa GG ⊂Π⇒∂∈ σσ ; cc GG ⊂Π⇒∂∈ σσ .  
В [2] фактично доведено таке твердження. 

Твердження 1.1. [2] Якщо )( ppF +Λ∈D  і 
( )

0,=
ln

lim:=)(
nn

p n
λ

τ
P∞→

+Λ   

то  

( )
0},=

),(||ln
lim:{:== )()(*

1
n

nn

n

p
a

a
GG

λ
λα

α
+

∈∂
+∞→

R  

де ( )
)((1)

1
...= p

pnnn λλλ ++ .  

Зауваження 1.3. У статті [7, Твердження 1.2] у випадку послідов-
ності p

+Λ  фактично доведено, що *
1= GGμ∂ , звідки, негайно маємо, що  

.:==
*
1

1 x
Gx

GG Π
∈

Uμ  
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Зауваження 1.4. В рамках кожного з двох щойно цитованих твер-
джень x

Gx
a GG Π

∈

U
*
1

1 :==  і 1= GGμ , відповідно. Тому, з умови 0=)( p
+Λτ  

випливає, що 1=== GGGG ca μ .  
З огляду на зауваження 1.3 і 1.4 маємо таке твердження.   
 

Твердження 1.2. Якщо )( ppF +Λ∈D  і 0=)( p
+Λτ , то 

1=== GGGG ca μ  і *
1=== GGGG ca μ∂∂∂ .  

Наступне твердження доведене в [7, Твердження 1.3]. 
Твердження 1.3 ([7]). Нехай )( ppF +Λ∈D . Для того, щоб pG R=μ  

необхідно і досить, щоб  

( )
.=

||ln
lim )( +∞

−
+∞→ n

n

n

a
λ

 

Введемо такі позначення  

,:1},=
),(
||ln
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*
0

0
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)(*
0 x
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n

n

p G
a
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−

∈
∈

+∞→
Uλα

α R  

.=:~1},=
),(
||ln

lim:{=~
*
0

~
0

)(

)(*
0 Π

−
∈

∈+∞→
U

Gxn

n

n

p G
a

G
λα

α R  

Доведемо такі твердження.  
 

Твердження 1.4. Якщо )( ppF +Λ∈D , то  
                              )),(0,())(0,( 1*

1
1*

0 +∞×∩⊂+∞×∩ −
+

−
+

pp GG RR              (4) 
                       .{0})\({0})\( *

0
*
1

pp GG ++ ∩⊂∩ RR           (5) 
Доведення твердження 1.4. Доведемо спочатку (4). Нехай 

))(0,( 1*
0 +∞×∩∈ −

+
pG Rσ , тобто, таке, що виконується рівність 

1.=),|)/(|(1/lnlim )()( nn
n

a λσ
∞→

 Тоді  

                     
( ) ( )

,
),(

=
),(|)|(1/ln )(

)(
)()(

n

n
n

n

nna
λ
λσ

ε
λ

λσ
⋅

−
               (6) 

де 0=lim )(n
n

ε
∞→

. Але, оскільки 0),( )( ≥nλσ  для всіх досить великих n , то 

( )
.<}1:{max

),(
0 )( +∞≤≤≤≤ pjj

n

n σ
λ
λσ

 

Звідси,  

( )
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),(
lim )(

)(
n

n
n

n λ
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ε ⋅
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Тому,  

                              
( )

0,=
),(|)|(1/ln

lim )()(

n

nn

n

a
λ

λσ−

∞→

       (7) 

 тобто, *
1G∈σ  і, отже, ))(0,())(0,( 1*

1
1*

0 +∞×∩⊂+∞×∩ −
+

−
+

pp GG RR , позаяк 
рівність з означення *

1G  можна подати у вигляді (7). 
Припустимо тепер, що pG {0})\(*

1 +∩∈ Rσ , тобто, що 
0.>}1:{min pjj ≤≤σ  Тоді, з (7) для будь-якого 0>ε  і всіх досить ве-

ликих n  маємо ( )nnna λελσ −),(>|)|(1/ln )()(  і, отже,  

( ) ,
}},{1,:{min

1
),(

1>
),(

|)|(1/ln

)()(

)(

pj
a

jn

n

n

n

K∈
−≥−

σ
ε

λσ
λε

λσ
 

а для деякої підпослідовності )~(n  такої, що +∞→ΠΠ n~ , подібно отриму-
ємо  

( ) .
}},{1,:{min

1
),(

1<
),(

|)|(1/ln

)~(

~

)~(

)~(

pj
a

jn

n

n

n

K∈
+≤+

σ
ε

λσ
λε

λσ
 

З огляду на довільність 0>ε  маємо pG {0})\(*
0 +∩∈ Rσ , тобто, 

pp GG {0})\({0})\( *
0

*
1 ++ ∩⊂∩ RR .                                                                     

□ 
Твердження 1.5. Якщо )( ppF +Λ∈D , то  

                                             ,,0)(~,0)( *
0

*
1

pp GG −∞∩⊂−∞∩         (8) 

                        ,0)).(,0]((,0))(,0]((~ 1*
1

1*
0 −∞×−∞∩⊂−∞×−∞∩ −− pp GG        (9) 

Доведення твердження1.5. Доведемо спочатку (8). Припустимо, 
що p

p G ,0)(),...,(= *
11 −∞∩∈σσσ , звідки, 0<}1:{max pjj ≤≤σ , тобто, 

0>}1:{min pjj ≤≤−σ . Подібно, як і вище, з рівності (7), враховуючи, 
що 0<),( )(nλσ  отримуємо  

( ) ,
}},{1,:{min

1
),(

1<
),(

|)|(1/ln
:))((

)()(

)(
00 pj

a
knk

jn

n

n

n

K∈−
+≤−≥∀∃

σ
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λσ
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( ) .
}},{1,:{min

1
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),(

|)|(1/ln~:))~((
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~
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a

nn
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n

n

n

K∈−
−≥+∧∞→∃

σ
ε

λσ
λε
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Звідси отримуємо (8). 
Нехай тепер ,0))(,0]((~ 1*

0 −∞×−∞∩∈ −pGσ , тобто, таке, що 
0),( )( ≤nλσ  і виконується рівність 1.=),|)/(|(1/lnlim )()( nn

n
a λσ

∞→
 Тоді, для 

будь-якого 0>ε  і всіх досить великих n  маємо ε
λσ

+1<
),(

|)|(1/ln

)(

)(

n

na  і,  
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отже,  

( ) ( )
}},,{1,:{min

),(
>

),(|)|(1/ln )()()( pj
a

j
n

n

n

nn K∈⋅≥
−

σε
λ

λσε
λ

λσ
 

а для деякої підпослідовності )~(n  такої, що +∞→n~ , подібно отриму-
ємо  

( ) ( )
}}.,{1,:{min

),(
<

),(|)|(1/ln
~

)~(

~

)~()~( pj
a

j
n

n

n

nn K∈⋅−≤⋅−
−

σε
λ
λσ

ε
λ

λσ
 

Отже, знову отримуємо, що виконується рівність (7). Тому *
1G∈σ .       □ 

2. Ряди Діріхле з випадковими коефіцієнтами 
У цьому підрозділі розглядаємо ряди Діріхле вигляду  

           )},,{(exp)(=),(=)(=)( )()(
0

sfsFsFsF nn
n

λωωω ∑
+∞

=

        (10) 

 де ))(( )( ωnf  – послідовність випадкових величин C→Ω:)(nf  на ймові-

рнісному просторі ),,( PAΩ , а pnn
p

+∈+Λ
Z

)(= )(λ  така як і вище векторна 

послідовність. Через )( pp
+ΛD  позначимо клас рядів Діріхле вигляду (10) 

таких, що )( ppF +′ Λ∈Dω  м.н. (майже напевно) за Ω∈′ω . Нижче вжива-
тимемо позначення )(=),(= ωμμω FGGFGG aa . Скрізь у цьому підрозділі 
також вважатимемо, що виконується умова  

( )
0.=

ln
lim:=)(

nn

p n
λ

τ
∞→

+Λ  

Тоді, за твердженням 1, *
1=== GGGG ca μ∂∂∂ , а за твердженням 1 

pp GG {0})\({0})\( *
0

*
1 ++ ∩⊂∩ RR . Власне, зокрема, якщо ∩∂∈ aGσ  

p{0})\( +R , то  

1,=
),(

|)(|ln
lim

)(

)(

n

n

n

f
λσ

ω−

∞→
 

а також, за твердженням 1.5 pp GG ,0)(~,0)( *
0

*
1 −∞∩⊂−∞∩ , зокрема, як-

що p
aG ,0)(−∞∩∂∈σ , то  

1.=
),(

|)(|ln
lim

)(

)(

n

n

n

f
λσ

ω−

∞→
 

Зазначимо, що спряжені абсциси збіжності кратних рядів Діріхле з 
монотонними показниками досліджувались в [8, 9]. Абсциси збіжності 
рядів Діріхле з невід’ємними порказниками були об’єктом дослідження 
в [10-12]. Вкажемо також на статтю [13], у якій досліджувались абсциси 
збіжності рядів Діріхле з випадковими коефіцієнтами і показниками. 
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Наступні твердження з теореми 2 є аналогами відповідних тверджень, 
встановлених для рядів з випадковими коефіцієнтами в [14, 15], а для 
рядів Діріхле з випадковими показниками в [16-18]. 

 

Теорема 1. Нехай )( ppF Λ∈D . Припустимо, що |))((| )( ωnf  – по-
слідовність попарно незалежних випадкових величин з функціями роз-
поділу .)(,},|<)(:|{=:)( )()(

p
nn nxxfPxF +∈∈ ZRωω  Виконуються наступ-

ні твердження: 
a) Якщо p

aG {0})\( +∩∂∈ Rσ  м.н., то  

;=))((1<))((1:0)>(
))(,)(1(

)(
0

))(,)(1(
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 b) Якщо p
aG ,0)(−∞∩∂∈σ  м.н., то  
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0

))(,)(1(

)(
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=
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=
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 c) Для того, щоб p
aG R=  м.н. необхідно і досить, щоб  

( ) .<)))(exp((1:0)>( )(
0

+∞Δ−−Δ∀ ∑
+∞

=
nn

n

F λ  

Доведення теореми 1. a) За умовою :)1)(=)(,( BBPB ∈∀∈∃ ωA   

1.=
),(

|)(|ln
lim

)(

)( −
+∞→ n

n

n

f
λσ

ω
 

За означенням верхньої границі, враховуючи, що 0),( )( ≥nλσ  для всіх 

досить великих n , маємо  

,|<)(|:))()()(0)(>)((
))(,)(1(

)(
** n

n efknkB
λσε

ωωωεω
+−

≥∀∈∃∀∈∀ N  
 Позначимо 

}.|)(|:{:=
))(,)(1(

)()(
n

nn efA
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ωω
+−

≥  

Тоді, )(
0=

=: n
NnN

ACB IU
∞

=

∞
⊂  і 1=)(CP ; C  – подія, яка полягає в 

тому, що “серед подій послідовності )( )(nA  відбувається скінченна їх 
кількість”. З попарної незалежності випадкових величин |))((| )( ωnf  ви-
пливає попарна незалежність подій )( )(nA , тому, за уточненою другою 
частиною леми Бореля-Кантелі (див. [19, 20], [21, p.84])  

.<)( )(0=
+∞∑+∞

nk
AP  

Залишається зауважити, що 
).(1=)(1=)(

))(,)(1(

)()()(
n

nnn eFAPAP
λσε+−

−−  
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Далі, для кожного B∈ω  існує послідовність +∞→km  така, що 
при kmn =   

).,)(1(|>)(|ln )()( nnf λσεω −−  

Звідси, 11
)(0=

=: CA nNnN UI =

∞
∈ω , де }|>)(|:{=
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)(
1

)(
n

nn efA
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ωω
−−

. Тоді, 
1CB ⊂  і, отже, 1=)( 1CP . 1C  – подія, яка полягає в тому, що “серед по-

дій послідовності )( 1
)(nA  відбувається нескінченна їх кількість”. Якщо би 

при цьому  

,<)( 1
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0
+∞∑

+∞

=
n

n
AP  

то за першою частиною леми Бореля-Кантелі ми би отримали, що з 
ймовірністю, яка дорівнює одиниці, серед подій послідовності )( 1

)(nA  

відбувається скінченна їх кількість, тобто, 1=)(
1

CP . Звідси, 0=)( 1CP  – 
суперечність, яка й доводить, що  
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За означенням верхньої границі, враховуючи, що 0),( )( ≤nλσ  для всіх 

досить великих n , маємо  

,|<)(|:))()()(0)(>)((
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Якщо тепер позначити 
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то, )(
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:= n
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ACB IU
∞

=

∞
⊂  і 1=)(CP . 

Подібно, як і вище у доведенні п. a), для кожного B∈ω  існує по-
слідовність +∞→km  така, що при kmn =   

).,)(1(|>)(|ln )()( nnf λσεω +−  

Звідси, 11
)(0=

=: CAB nNnN UI =

∞
⊂ , де }|>)(|:{=
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)(
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n
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. То-

ді, знову 1=)( 1CP . 
Дослівне повторенням міркувань з доведення попереднього п.              
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звідки вже елементарно отримуємо потрібний висновок. 
c) За твердженнями 1.3 і 1.2,  

p
aG R= м.н. +∞

−
=⇔

+∞→
=

|)(|ln
lim:)(

)(

)(*
0

n

n

n

f
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ω
ωα м.н. 

Позначимо )}(exp|)(:|{= )()()( PP nnn fA λωω Δ−≥ . Оскільки,  

( ) ,|>)(|ln:))(,))((0)(>(=)( )(00
*
0 nnfknnk λωωωωα Δ−≥∀∃Δ∀⇔+∞  

то, як і вище, 1=)(CP  для .= )(
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n
NnN

AC IU
∞

=

∞  Застосування уточненої 

другої частини леми Бореля-Кантелі дає +∞∑ <)( )(nAP , звідки,  

( ) .<)(=)))(exp((1 )(
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+∞

=

+∞

=
n

n
n

n

APF λ  

Тепер навпаки. Зберігаючи позначення, зі збіжності ряду 
+∞∑ <)( )(nAP  за першою частиною леми Бореля-Кантелі отримаємо, 

що серед подій )( )(nA  з ймовірністю, що дорівнює одиниці виконується 
лише скінченна кількість подій. Власне, для кожного 0>Δ  існує 

1=)(),(= BPBB Δ , таке, що для всіх B∈ω  знайдеться )(0 ωk  таке, що 

для кожного )(, 0 ωknn ≥  виконується ( )nnf λω Δ− |>)(|ln )( , звідки  
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Виберемо тепер послідовність kk =Δ  1≥k . За доведеним, для кожного 
1≥k  існує 1,=))((),( kk BPB ΔΔ  таке, що виконується (11) з k=Δ . Тоді, 

для кожного )(=
1=0 kk
BB Δ∈

+∞
Iω  виконується  

( )
.

||ln
lim:1)( )( k

f
k

n
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n
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−
≥∀

+∞= λ
 

Останнє означає, що +∞=)(*
0 ωα  для всіх 0B∈ω . Залишається зауважи-

ти, що з того, що 1=))(( kBP Δ  для всіх 1≥k , випливає, що 0=)( 0BP .  
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random complex variables. In the paper, in particular, are proved following 
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Dirichlet series is convergent a.e. in the whole space pC  is necessary and 
sufficient that  
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where p
nn nxxfPxF +∈∈ ZR )(,},|<)(:|{:=)( )( ωω  is the distribution 

function of |)(| )( ωnf , aG∂  is the set of conjugate abscissas of absolute 
convergence of the random Dirichlet series ωF . 
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