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Розглянуто модель стохастично дефектної пластини з ізотроп-

ного матеріалу за умов усебічного розтягу-стиску. Дефекти-тріщини 
характеризуються двома статистично незалежними геометричними 
параметрами, закони ймовірнісного розподілу яких задаються. На ос-
нові детерміністичного критерію руйнування, який враховує початко-
вий напрямок поширення тріщини, записані рівняння статистичних 
діаграм міцності пластини в середніх значеннях руйнівного наванта-
ження. Такі діаграми побудовані для пластин з різною дефектністю 
структури і різною структурною неоднорідністю матеріалу. Дослі-
джено вплив врахування початкового напрямку поширення тріщини на 
отримані криві граничного стану. 

Ключові слова: ізотропний матеріал, пластина, тріщина, функ-
ція розподілу, критерій міцності. 

 
Вступ. 
Для високоміцних матеріалів, схильних до крихкого руйнування, 

актуальною є проблема розроблення і дослідження критеріїв міцності. 
Для описових параметрів структури таких матеріалів характерна 
випадковість, певний імовірнісний розподіл (стохастичність). 
Адекватніше оцінити їх надійність дає змогу комплексне застосування 
детерміністичних розв'язків механіки крихкого руйнування та методів 
теорії ймовірностей і математичної статистики. Проблема міцнісної 
надійності конструкційних матеріалів у ймовірнісному аспекті 
досліджувалася у [1–6]. 

Метою даного дослідження є побудова діаграм міцності 
стохастично дефектних пластин із застосуванням детерміністичного 
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критерію крихкого руйнування, що враховує початковий напрямок 
поширення тріщини, аналіз їх залежності від кількості дефектів та 
структурної неоднорідності матеріалу. 

Постановка задачі. 
Розглянемо прямокутну пластину, матеріал якої є ізотропним та 

має однакову тріщиностійкість ICK . Вона перебуває під дією однорід-
ного навантаження P  та Q Pη=  (рис. 1) за умов всебічного розтягу-
стиску. Навантаження P  та Q  можна розглядати як головні напружен-
ня за плоского напруженого стану. Розглядаємо модель стохастично 
дефектної пластини, тобто в ній рівномірно розподілені прямолінійні 
дефекти-тріщини (вважаємо, що їх кількість дорівнює певному числу 
N ), які пронизують по нормалі товщину. Число N  пропорційне площі 
пластини S : 0N N S= , де 0N  – кількість дефектів у одиниці площі. 
Тріщини не взаємодіють між собою і характеризуються  двома статис-
тично незалежними параметрами. Першим з них є довжина 2l  
( 0 2l d≤ ≤ , d  – скінченна структурна характеристика), другим – кут 
нахилу α  відносно напрямку дії сили P  ( / 2 / 2π α π− ≤ ≤ ). Щільність 
імовірності розподілу випадкової величини l  вибираємо у вигляді уза-

гальненого β -розподілу [7]: 1( ) 1
rr lf l

d d
+ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, де 0r ≥  – структур-

ний параметр матеріалу (зі збільшенням r  ймовірніші малі тріщини). 
Для ізотропного матеріалу випадкову величину α  задаємо [7] щільніс-
тю рівномірного розподілу ймовірностей: ( ) 1 /f α π= . 

 
Рис. 1. Модель стохастично дефектної пластини за умов            

усебічного розтягу-стиску 
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Будемо розглядати пластину як сукупність N  первинних дефект-
них елементів (з одною тріщиною). Руйнівне навантаження для неї 
співпадає з руйнівним навантаженням для її найслабшого елемента (гі-
потеза найслабшої ланки Вейбулла). 

За детерміністичний критерій руйнування (руйнівне навантаження 
*P , * *Q Pη= ) для пластини з прямолінійною тріщиною за умов розтягу-

стиску вибираємо критерій, що враховує початковий напрямок її поши-
рення [8] 

* *| | ( , , , )i
KP
l
ϕ α η ρ θ= ,  ( 1, 2)IcKK i

π
= = ,          (1) 

де IcK  – коефіцієнт інтенсивності напружень (стала, яка характеризує 
опір матеріалу поширенню тріщини), ρ  – коефіцієнт тертя між її бере-
гами ( 0 1ρ≤ ≤ ), кут *θ θ=  (рис. 1) визначає початковий напрямок по-
ширення тріщини і визначається так: 

2

*
1 1 8

2
4

b
arctg

b
θ

− +
= , 2 2

(1 )sin 2 | |
2(sin cos )

b η α
α η α

−
=

+
.           (2) 

Функція *( , , , )iϕ α η ρ θ  залежно від типу тріщини має таке аналі-
тичне подання: 

а) для відкритих тріщин ( 0nσ ≥ ) 
1

2 2 2* * *
1 *

3( , ,0, ) sec cos (sin cos ) (1 )sin sin2 | |
2 2 2 2
θ θ θ

ϕ η α θ α η α η α
−

⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (3) 

де nσ  – нормальні до лінії тріщини напруження 

( 2 2sin cosn P Qσ α α= + ). 
б) для закритих тріщин ( 0nσ < ) 

( ) 12 2
2

3( , , ,0) (1 )sin 2 | | 2 (sin cos )
4

sign Pϕ η α ρ η α ρ α η α
−

= − + + . (4) 

Функція розподілу руйнівного навантаження. 
На основі детерміністичного критерію руйнування (1)–(4) отри-

мано [7] вирази функції розподілу руйнівного навантаження для елеме-
нта пластини з одною тріщиною з врахуванням початкового напрямку її 
поширення, для таких випадків прикладеного навантаження: 

за двовісного розтягу 0 1η≤ ≤  ( 0)P >  

1

12/ 2

1 1 *2
2( , ) 1 , , , ,

r
KF P d
P d

π

α
η η α θ α

π

+
⎛ ⎞⎛ ⎞

= −Ψ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ( 1)K KP

d d
η

η
≤ ≤ ≠ ; (5) 

12/ 2

1 1 *2
0

2( , ) 1 , , , ,
r

KF P d
P d

π
η η α θ α

π

+
⎛ ⎞⎛ ⎞

= −Ψ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ( 0)K P

d
η

η
≤ < ∞ ≠ ; (6) 
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зокрема, за двовісного симетричного розтягу ( 0, 1P Q η= > = ) 
12

1 2( ,1) 1 ,
r

KF P
P d

+
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

K P
d
≤ < ∞ ;                     (7) 

за розтягу-стиску 1 0η− ≤ <  ( 0, 0)P Q> <  

3

12/3

1 2 2
2( , ) 1 , , , ,

r
KF P d
P d

π

α
η η α ρ α

π

+
⎛ ⎞⎛ ⎞

= −Ψ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ 1( )3 ( 1)

8 | |
KK P

d d
φ η η

η
≤ < ≠ −     (8) 

0

3 0

1 12 2/3

1 2 1 *2 2
2 2( , ) 1 , , , 1 , , ,

r r
K KF P d d
P d P d

α π

α α
η η α ρ α η α θ α

π π

+ +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= −Ψ + −Ψ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ , 

1( )K P
d

φ η
≤ < ∞ ;                                      (9) 

за переважаючого стиску-розтягу ( 1)η−∞ < < −  

при ( )221 1ρ ρ η− + + ≤ < −  

3

12/3

1 2 2
2( , ) 1 , , ,

r
KF P d
P d

π

α
η η α ρ α

π

+
⎛ ⎞⎛ ⎞

= − Ψ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ , 2 ( )3

8 | |
KK P

d d
φ η

η
≤ ≤ ;  (10) 

0 1

3 0

1 12 2

1 2 1 *2 2
2 2( , ) 1 , , , 1 , , ,

r r
K KF P d d
P d P d

α α

α α
η η α ρ α η α θ α

π π

+ +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= −Ψ + −Ψ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ , 

2 ( )K P
d

φ η
≤ < ∞ ;                                   (11) 

при ( )221η ρ ρ−∞ < ≤ − + +  

4

3

12

1 2 2
2( , ) 1 , , ,

r
KF P d
P d

α

α
η η α ρ α

π

+
⎛ ⎞⎛ ⎞

= − Ψ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ , 

2

3 3
8 | |4 ((1 ) 1 (1 ))

K KP
dd ηη ρ ρ η

≤ ≤
− + + +

.                 (12) 

Тут введені позначення: 
22 2

4 2 2* * *
1 *2 2

3, , , sec cos (sin cos ) (1 )sin sin2| | ;
2 2 2 2

K K
P d P d

θ θ θη α θ α η α η α
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ψ = + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

( )
22 22 2

2 2 2
3, , , (1 )sin 2 | | 2 (sin cos )

16
KK

P d P d
η α ρ η α ρ α η α

−⎛ ⎞
Ψ = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
; 
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0 arctgα η= − ;   1 (0, / 2)α π∈  – розв’язок рівняння 

2 2 2
1 ( , ,0)K P dϕ α η− = ; 

2 2

2
1 (1 ) 4

2
arctg

η η ηρ
α

ρ
− + − −

= ; 

2 2

3
(1 ) (1 ) 4( 3 /8 )( 3 /8 )

2( 3 /8 )
P d P d K P d K P d

arctg
K P d

η η ρ ηρ
α

ρ
− − − − − −

=
−

; 

2 2

4
(1 ) (1 ) 4( 3 /8 )( 3 /8 )

2( 3 /8 )
P d P d K P d K P d

arctg
K P d

η η ρ ηρ
α

ρ
− + − − − −

=
−

; 

1 1( ) ( / 3, )φ η ϕ π η= ; 2 1 0( ) ( , )φ η ϕ α η= . 

У випадку 2 ( )3
8 | |

KK P
d d

φ η
η

≤ ≤  функція розподілу 1( , )F P η  має 

вигляд (10). 

Для 2 ( )K P
d

φ η
≤ < ∞  функція розподілу 1( , )F p η  визначається фо-

рмулою (11). 
Якщо 1 ( 0)Pη< < ∞ >  або 0 ( 0)Qη−∞ < < > , то здійснивши за-

міну P  на Q  та η  на 1 1/η η=  у відповідних виразах для 1( , )F P η , 
отримаємо функцію розподілу 1 1( , )F Q η . 

Статистичні діаграми міцності. 
Рівняння статистичної діаграми міцності для пластини з N  трі-

щинами, яка записана в середніх значеннях руйнівного навантаження 
[9] 

( )
max

min

( )

min 1
( )

( ) 1 ( , )
P

N

P
P P F P dP

η

η
η η= + −∫ , Q Pη= .          (13) 

Підставимо аналітичні подання функції розподілу руйнівного на-
вантаження (5)–(12) у співвідношення (13) та проведемо заміну змінних 

2

2
Kx
P d

= . Отримаємо вирази середніх значень руйнівного навантаження 

(записуємо як безвимірну величину): 
за двовісного розтягу 0 1η≤ ≤  ( 0)P >  

( )( )
2 / 2 1

1 * 30 0

1 21 1 1 , , ,
2

N
rd dxP x d

K x

η π
η α θ α

π
+⎛ ⎞

= + − −Ψ +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫  

( )( )
2

1

1 / 2 1
1 * 3

1 21 1 , , ,
2

N
r dxx d

x

π

η α
η α θ α

π
+⎛ ⎞

⎜ ⎟+ − −Ψ
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ ;                (14) 

зокрема, за двовісного симетричного розтягу ( 0, 1P Q η= > = ) 
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( )( )1 1
30

11 1 1
2

Nrd dxP x
K x

+= + − −∫ ;                         (15) 

за розтягу-стиску 1 0η− ≤ <  ( 0, 0)P Q> <  

( )( )
2

01

3

( ) 1
2

0

3 1 21 1 , , ,
28 | |

rdP x d
K

αφ η

α
η α ρ α

πη

−

+⎛
⎜= + − − Ψ −
⎜
⎝

∫ ∫  

( )( )
0

/ 3 1
1 * 3

2 1 , , ,
N

r dxx d
x

π

α
η α θ α

π
+ ⎞

⎟− −Ψ +
⎟
⎠

∫  

( )( )
2

1 3

64| | / 33 1
2 3( )

1 21 1 , , , ;
2

N
r dxx d

x

η π

φ η α
η α ρ α

π−

+⎛ ⎞
⎜ ⎟+ − −Ψ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫                 (16) 

за переважаючого стиску-розтягу ( 1)η−∞ < < −  

при ( )221 1)ρ ρ η− + + ≤ < −  

( )( )
2

02

3

( ) 1
2

0

3 1 21 1 , , ,
28 | |

rdP x d
K

αφ η

α
η α ρ α

πη

−

+⎛
⎜= + − − Ψ −
⎜
⎝

∫ ∫  

( )( )
1

0

1
1 * 3

2 1 , , ,
N

r dxx d
x

α

α
η α θ α

π
+ ⎞

⎟− − Ψ +
⎟
⎠

∫  

( )( )
2

2 3

64| | /33 1
2 3( )

1 21 1 , , ,
2

N
r dxx d

x

η π

φ η α
η α ρ α

π−

+⎛ ⎞
⎜ ⎟+ − − Ψ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ;               (17) 

при ( )221η ρ ρ−∞ < ≤ − + +  

( )( )
2

1
4

3

16
3 1

2 * 3641 | |
3

3 1 21 1 , , ,
4 2

Nx
rd dxP x d

K x x

α

αη

η α θ α
π

+⎛ ⎞
⎜ ⎟= + − −Ψ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ,       (18) 

2
1 (1 ) 1 (1 )x η ρ ρ η= − + + + . 

Середнє значення другої компоненти руйнівного навантаження 
знаходимо з умови 

d dP Q
K K

η= .                                        (19) 

Відповідно до виразів (14)–(19) на рис. 2-3 побудовані статистичні 
діаграми міцності пластин. На рис. 2 – для пластин з різною дефектніс-
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тю ( 1r = , 0,5ρ = ). Щільність імовірності розподілу випадкової вели-

чини l  матиме вигляд лінійно спадного закону: 2( ) 1 lf l
d d
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Су-

цільні лінії відповідають випадку врахування початкового напрямку 
поширення тріщини, а штрихові – без його врахування [9]. 

 
Рис. 2. Діаграми міцності за різної кількості дефектів 
 
На рис. 3 побудовані статистичні діаграми міцності для пластин з 

різною структурною неоднорідністю ( 0,5ρ = ). Позначення суцільних і 
штрихових ліній аналогічні до рис. 2. 

 
Рис. 3. Діаграми міцності за різної структурної неоднорідності ма-

теріалу 
Висновки 
Аналізуючи побудовані діаграми міцності на рис. 2 бачимо, що за 

однакової кількості дефектів середні значення руйнівного навантажен-
ня є меншими у випадку врахування початкового напрямку поширення 
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тріщин, причому це зменшення в області двовісного розтягу залежить 
від виду напруженого стану (від η ). На міцність матеріалу впливає вид 
напруженого стану та кількість тріщин (розміри пластини). На рис. 3 
досліджено вплив на міцність матеріалу його структурної неоднорідно-
сті (параметра r ). Зі збільшенням параметра r  міцність пластини збі-
льшується. Даний факт підтверджує фізичний зміст параметра r  і по-
яснюється збільшенням однорідності матеріалу. З ускладненням на-
пруженого стану міцність матеріалу знижується. Наприклад, за двовіс-
ного розтягу вона нижча ніж за одновісного. Ця різниця зменшується зі 
збільшенням числа N  дефектів. Одночасно зі збільшенням N  область 
допустимих (безпечних) навантажень зменшується, тобто зменшується 
міцність матеріалу. При N →∞  будемо мати, що minP P→ , 

min minQ Q Pη→ = , тобто статистичні діаграми міцності переходять у 
детерміністичну криву мінімальних руйнівних навантажень (штрих-
пунктирні лінії на рис. 2-3). Зменшення середнього значення руйнівно-
го навантаження за збільшення розмірів пластини (числа N ) є проявом 
масштабного ефекту, статистична природа якого полягає у збільшенні 
ймовірності появи найнебезпечнішого дефекту зі збільшенням розмірів 
пластини. Проявом масштабного ефекту також є збільшення середньо-
го значення руйнівного навантаження зі збільшенням параметра r  за 
постійних розмірів пластини. 
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The model of a stochastically defective plate from an isotropic 

material under conditions of comprehensive tension-compression is 
considered. Defect-cracks are characterized by two statistically independent 
geometric parameters, whose laws of probabilistic distribution are given. 
Based on the deterministic failure criteria, which takes into account the 
initial direction of the crack propagation, the statistical diagrams equations 
of the plate strength are written in the fracture loading mean values. Such 
diagrams are constructed for plates with different defect structure and 
different structure materials inhomogeneity. The effect of taking into account 
the initial direction of the crack propagation on the obtained limiting state 
curves is investigated. 
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