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В роботі розроблено метод побудови елемента декартового квад-
рата комплексного банахового простору [ ]0,1∞L  всіх вимірних за Лебе-
гом суттєво обмежених функцій на відрізку [ ]0,1  за наперед заданими 
значеннями елементарних симетричних поліномів на цьому елементі. 
Результати даної роботи можуть бути використані для дослідження 
алгебраїчного базису алгебри неперервних симетричних поліномів на де-
картовому квадраті комплексного банахового простору [ ]0,1∞L . 

Ключові слова: симетричний поліном, простір вимірних за Лебе-
гом суттєво обмежених функцій. 

 
Вступ 
Вперше симетричні поліноми на банахових просторах вимірних за 

Лебегом інтегровних у степені p  функцій, ,+<p ∞≤1  вивчалися у ро-
боті [4]. Зокрема, в цій роботі побудовано алгебраїчні базиси алгебр не-
перервних симетричних поліномів на таких просторах (алгебраїчним 
базисом алгебри називають таку сукупність її елементів, що кожен еле-
мент алгебри можна єдиним чином подати у вигляді лінійної комбінації 
добутків степенів елементів сукупності). Симетричні поліноми і симет-
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ричні аналітичні функції на комплексному банаховому просторі вимір-
них за Лебегом суттєво обмежених функцій [ ]0,1∞L  досліджувалися у 
роботі [2]. В цій роботі розв’язано задачу побудови елемента простору 

[ ]0,1∞L  за послідовністю наперед заданих значень так званих елемента-
рних симетричних поліномів на просторі [ ].L 0,1∞  Цей результат було 
використано для доведення того факту, що елементарні симетричні по-
ліноми утворюють алгебраїчний базис алгебри неперервних симетрич-
них поліномів на просторі [ ]0,1∞L , а також, для доведення того, що ко-
жен неперервний лінійний мультиплікативний функціонал на алгебрі 
Фреше цілих симетричних функцій на просторі [ ],L 0,1∞  які є обмежени-
ми на обмежених множинах, є функціоналом обчислення значення в де-
якій точці простору [ ].L 0,1∞    

В даній роботі розглянуто елементарні симетричні поліноми на де-
картовому квадраті простору [ ].L 0,1∞  Розв’язано задачу побудови еле-
мента декартового квадрата простору [ ]0,1∞L  за наперед заданими зна-
ченнями елементарних симетричних поліномів на цьому елементі. 

Попередні відомості 
Позначимо через N  множину додатних цілих чисел. Нехай  
]1,0[∞L  – це комплексний банахів простір вимірних за Лебегом суттєво 

обмежених функцій [ ] Cy →0,1: , із нормою  

[ ]
( )| |.ty=y

t 0,1∈
 sup ess

∞
 

Нехай [ ]( )2∞ 0,1L  – це декартів квадрат простору ]1,0[∞L , на якому 
задамо норму 

( ),x,xmax=x ∞2∞1  

де ( ) [ ]( ) .Lx,x=x 2
∞21 0,1∈  Нехай Ξ  – це множина всіх бієкцій 

[ ] [ ]0,10,1: →σ  таких, що σ  і 1−σ  є вимірними і зберігають міру Лебега.  
Функцію [ ]( ) CLf →2

∞ 0,1:  називають симетричною, якщо  
( )( ) ( )( )2121 x,xf=σxσ,xf oo  

для всіх ( ) [ ]( )2∞21 0,1∈ Lx,x  і Ξσ∈ . Для кожного мультиіндексу 
( ) 2

21 ∈ Nn,n=n  визначимо відображення [ ]( ) CLRn →2
∞ 0,1:  формулою 

( ) ( )( )
[ ]

( )( ) dt,txtx=xR nn
n

2
2

0,1

1
1∫  

де ( ) [ ]( )2∞21 0,1∈ Lx,x=x . Зауважимо, що відображення nR  є | |n -
однорідним симетричним поліномом, де | | .n+n=n 21  Поліноми nR  нази-
вають елементарними симетричними поліномами.  
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Основні результати 
Теорема 1. Для кожної множини комплексних чисел 

{ }2∈: Nnc=c n  такої, що ,sup /1

2
+∞<

∈

n
n

Nn
c  існує функція [ ]( )2∞ 0,1∈ Lxc  

така, що ( ) ncn c=xR  для кожного 2∈ Nn .  
Доведення. Нехай kε  – це k -та функція Радемахера, тобто  

( ) ( ).πtsign=tε k
k sin2  

Відомо (див. напр. [1, с. 162] або [3, розділ 3]), що ряд  

( )∑
∞

1=k
kk utε  

збіжний майже скрізь на [ ]0,1  тоді і тільки тоді, коли ряд 

| |∑
∞

1

2

=k
ku  

збіжний. Як наслідок, ряд 
( )∑

∞

1 1=k

k

+k
tε  

збіжний майже скрізь на [ ]0,1 . Для кожного ( ) 2
21 ∈ Nn,n=n  визначимо 

функцію [ ] 20,1: Cpn →  формулою 

( ) ( ) ( ) .
+k

tε
n

iπ,
+k

tε
n

iπ=tp
=k

k

=k

k
n ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∑∑ −
∞

1

2

2

∞

1

12

1 12
exp

12
exp  

Зауважимо, що функція np  належить простору [ ]( )2∞ 0,1L  і 1=np . 

Послідовність функцій ( ){ }∞ 1=l
l

np , де 

( )( ) ( ) ( ) ,
+k

tε
n

iπ,
+k

tε
n

iπ=tp
l

=k

k
l

=k

kl
n ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑∑ −

1

2

21

12

1 12
exp

12
exp  

поточково збігається до np . Тому для кожного ( ) 2
21 ∈ Nm,m=m , згідно 

із теоремою про граничний перехід під знаком інтеграла Лебега,  
( ) ( )( ).lim

∞→

l
nm

l
nm pR=pR  

Зауважимо, що 
( )( ) ( )

[ ]

( ) =dt
+k

tεm
n

iπ
+k

tεm
n

iπ=pR
l

=k

k
l

=k

kl
nm ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∑∫ ∑ −

1

2
2

20,1 1

12
1

1 12
exp

12
exp  

( )
[ ]

( ) +dt
+k

tεm
n

iπ
+k

tεm
n

iπ
n

iπ l

=k

k
l

=k

k
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∫ ∑ −

1

2
2

22/0,1 2

12
1

1
1

1 12
exp

12
exp

2
1m

2
exp  

( )
[ ]

( ) =dt
+k

tεm
n

iπ
+k

tεm
n

iπ
n

iπ+
l

=k

k
l

=k

k
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ − ∑∫ ∑ −

1

2
2

22,1/1 2

12
1

1
1

1 12
exp

12
exp

2
1m

2
exp  
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( )
[ ]

( ) =dt
+k

tεm
n

iπ
+k

tεm
n

iπ
n
πm l

=k

k
l

=k

k
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∫ ∑ −

1

2
2

22/0,1 2

12
1

11

1

12
exp

12
exp

2
1

2
2cos  

( )
[ ]

( ) =dt
+k

tεm
n

iπ
+k

tεm
n

iπ

n
πm

n
πm

l

=k

k
l

=k

k
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∑∫ ∑ −

2

2
2

24/0,1 2

12
1

1

2

2

1

1

12
exp

12
exp

2
1

2
cos

2
1

2
4cos

( )
[ ]

( ) =…=dt
+k

tεm
n

iπ
+k

tεm
n

iπ×

×
n
πm

n
πm

n
πm

n
πm

l

=k

k
l

=k

k
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∑∫ ∑ −

3

2
2

224/0,1 3

12
1

1

2

2

1

1

2

2

1

12

12
exp

12
exp

3
1

2
cos

3
1

2
cos

2
1

2
cos

2
1

2
cos4

[ ]
∏∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

l

=kl

l =
+kn

πm
+kn

πmdt
1 2

2

1

1

4/0,1
1

1
2

cos
1

1
2

cos4  

∏ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

l

=k +kn
πm

+kn
πm

1 2

2

1

1 .
1

1
2

cos
1

1
2

cos  

Тому  

( ) ∏ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∞

1 2

2

1

1 .
1

1
2

cos
1

1
2

cos
=k

nm +kn
πm

+kn
πm=pR  

Для Nk∈  і k},…,{j 1∈  нехай  
( ).kπij=a kj, /2exp  

Для кожного Nk∈  визначимо функцію [ ] CSk →0,1:  наступним 
чином. Для )/,/)1[( ∈ kjkjt − , де k},…,{j 1∈ , покладемо   

( ) .a=tS kj,k  
Позначимо ( )tfrac  дробову частину дійсного числа t . Для кожно-

го ( ) 2
21 ∈ Nn,n=n  визначимо функцію [ ] 20,1: Cyn →  формулою   
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ).tnnfracptnfracS,tnnfracptS=xy nnnnn 21,21221,11

 

Зауважимо, що 1.=yn  Для кожного ( ) 2
21 ∈ Nm,m=m  обчислимо 

( )nm yR :  

( ) ( )
[ ]

( )( ) ( )( ) ( )( ) =dttnnfracptnfracmStnnfracptmS=yR m
nn

m
nnnm 21

2
,21

2
221

1
,1

0,1

1
1∫  

( )( )
( )[ ]

( )( ) ( )( )∑ ∫
−

=
1

1
21

2
,221

1
,1

11/1

1
2

2
1
1

.
/

n

=j

m
n

m
n

nj

nnj, dttnnfracptnnfracp
nj,

tnfracmSma  
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В j -тому інтегралі зробимо заміну ( ).jtn=u 11 −−  Тоді 
1.1 −j+u=tn  Відповідно,  ( ) ( ) ( )ufrac=j+ufrac=tnfrac 11 −  і 

( ) ( )( ) ( )unfrac=jn+unfrac=tnnfrac 22221 1− . Тому   

( ) ( )( )
[ ]

( )( ) ( )( )∑ ∫
1

1
2

2
,22

1
,1

0,1

2
2

1
1

1

.1 n

=j

m
n

m
nnnj,nm duunfracpunfracpufracmSma

n
=yR  

Зауважимо, що 

( )( )
[ ]

( )( ) ( )( ) =duunfracpunfracpufracmS m
n

m
nn 2

2
,22

1
,1

0,1

2
2∫

( )( ) ( )( )
( )[ ]

∑ ∫
−

=
2

1
22/1

2
2

,22
1
,1

2
2

.
/

n

=r nr

m
n

m
nnr, du
nr,

unfracpunfracpma  

В r-тому інтегралі зробимо заміну ( ).run=v 12 −−  Тоді 
1.2 −r+v=un  Відповідно,  ( ) ( ) ( ) v=vfrac=r+vfrac=unfrac 12 − . Тому  

( ) ( ) ( )
[ ]

∑ ∑ ∫
1

1

2

1 0,1

2
2

1
1

2
2

2

1
1

1

11 n

=j

n

=r
nnnr,nj,nm =dvvmpvmpma

n
ma

n
=yR  

( )=pRma
n

ma
n nm

n

=r
nr,

n

=j
nj, ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑∑

2

1

2
2

2

1

1

1
1

1

11  

∏∑∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

∞

1 2

2

1

1
2

1

2
2

2

1

1

1
1

1

.
1

1
2

cos
1

1
2

cos11
=k

n

=r
nr,

n

=j
nj, +kn

πm
+kn

πmma
n

ma
n

 

Якщо 1m  не кратне 1n , то  

0.
1

1

1
1

=ma
n

=j
nj,∑  

Аналогічно, якщо 2m  не кратне 2n , то 

0.
2

1

2
2

=ma
n

=r
nr,∑  

Нехай 111 nk=m  і ,nk=m 222  де N.k,k ∈21  Тоді 

1.11 2

1

2
2

2

1

1

1
1

1

=ma
n

=ma
n

n

=r
nr,

n

=j
nj, ∑∑  

Відповідно,  

( ) ∏ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∞

1

21 .
1

1
2

cos
1

1
2

cos
=k

nm +k
πk

+k
πk=yR  
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Якщо 11 >k  або 1,2 >k  то в даному добутку буде множник 

0.
2

cos =π  Таким чином, ( ) 0=yR nm , якщо n.m ≠  Якщо n,=m  то 

( ) ,M=yR nm
2  де 

∏ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∞

1

.
1

1
2

cos
=k +k

π=M  

Для кожного ( ) 2
21 ∈ Nn,n=n  визначимо функцію [ ] 20,1: Czn →  

формулою 

| | .yn
M

=z nn
2

1  

Зауважимо, що  

| | ,
Mn

M
=zn 2

2

1≤1  

оскільки 1.0 <M<  Для кожного 2∈ Nm  такого, що nm ≠  буде  
( ) 0.=zR nm  Якщо n,=m  то ( ) 1.=zR nm    
Для Nk∈  і k},…,{j 1∈  нехай  

.
k

j+,
k
j+=Δ kk

k

kk

k

kj, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−−
22

22
2

1
2

22  

Визначимо функцію ( )0,1: →kj,kj, Δh  формулою  

( ) ,k
k
j+t=th k

kk

k

kj, 2
2

1
2

22
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
−  

де kj,Δt∈ . Зауважимо, що kj,h  є бієкцією.  

Для множини комплексних чисел { }2∈: Nnc=c n  такої, що   

,sup /1

2

+∞<=
∈

n
nca

Nn

 

побудуємо функцію [ ]( )2∞ 0,1∈ Lxc  таку, що ( ) ncn c=xR  для кожного 
.Nn 2∈  Для kj,Δt∈  покладемо  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ).thzck=tx kj,+jkj,
k

+jkj,
k

c 1
)1/(1

12 −

+

−  
Нехай 

( ) .k=d kk
Nk

)1/(1
∈ 2sup +  

Оскільки 

( )| | ( ) a,c +k
+jkj, ≤1/1

1−  
то  
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.
M
ad

2c ≤x  

Для ( ) 2
21 ∈ Nn,n=n маємо 

( ) ( )( ) ( )( )∑∑ ∫
∞

1 1

2
,2

1
,1

=k

k

=j
kj,Δ

n
c

n
ccn =dttxtx=xR  

( )( )| | ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )∑∑ ∫ −−−=
∞

1 1

2
,21

1
,111 .1 2

=k

k

=j
kj,Δ

n
kj,+jkj,

n
kj,+jkj,

n

+jkj,
k dtthzthz+k ck  

Для кожних Nk∈  і k},…,{j 1∈  у відповідному інтегралі зробимо 
заміну ( ).th=u kj,  Тоді dtk=du k2  і  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )∫ −−

kj,Δ

n
kj,+jkj,

n
kj,+jkj, =dtthzthz 2

,21
1

,11  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
[ ]

( )( ).
2
1

2
1

1
0,1

2
,21

1
,11 +jkj,nk

n
+jkj,

n
+jkj,k zR

k
=duuzuz

k −−−∫=  

Оскільки ( )( )1+jkj,n zR −  дорівнює нулю при ( ) n+jkj, ≠− 1  і дорівнює 
одиниці при ( ) n=+jkj, 1− , тобто при 1n=j  і | | 1,121 −− n=n+n=k  то 

( ) | |( ) | || | | |

| |( ) | | .c=
n

n cn=xR nn

n

n
n

cn 1
1

21
121 −

−

−
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −  

Теорему доведено. ■ 
Зауважимо, що функція cx , побудована у доведенні теореми 1, є не 

єдиним представником простору [ ]( )2∞ 0,1L  який має властивість 
( ) ncn c=xR  для кожного 2∈ Nn . Наприклад, для функцій ( ) ( )0,0=tx   і 
( ) ( ) ( )( )πit,πit=ty 2exp2exp  маємо  

( ) ( ) 0=yR=xR nn  
для кожного 2∈ Nn . 

Тепер покажемо, що умова 
,sup /1

2

+∞<
∈

n
nc

Nn

 

є не лише достатньою, але і необхідною для існування функції .xc  

Твердження 2. Для кожного [ ]( )2∞ 0,1∈ Lx  буде  

,)(sup /1

2

+∞<
∈

n
n xR

Nn

 

Доведення. Нехай  ( ) [ ]( )2∞21 0,1∈ Lx,x=x  і ( ) 2
21 ∈ Nn,n=n . Тоді 
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( )| | ( )( )
[ ]

( )( ) | |.xdttxtx=xR nnn
n ≤2

2
0,1

1
1 ⏐

⏐

⏐
⏐
⏐

⏐
∫  

Тому                        .)(sup /1

2

+∞<≤
∈

xxR n
n

Nn

 

Твердження доведено. ■  
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SOME PROPERTIES OF ELEMENTARY SYMMETRIC  
POLYNOMIALS ON THE CARTESIAN SQUARE  

OF THE COMPLEX BANACH SPACE [ ]0,1∞L  
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We construct the element of the Cartesian square of the complex Ba-

nach space [ ]0,1∞L  of all Lebesgue measurable essentially bounded functions 
on [ ]0,1  by the predefined values of elementary symmetric polynomials on 
this element. Results of this work can be applied to the investigation of an 
algebraic basis of the algebra of continuous symmetric polynomials on the 
Cartesian square of the complex Banach space [ ]0,1∞L . 

Key words: symmetric polynomial, the space of Lebesgue measurable 
essentially bounded functions. 


