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При лінійному перетворенні аргумента природно очікувати не-

змінності основних характеристик цілої кривої, зокрема, й дефектів. 
Питаннями зміни дефектів мероморфної функції при лінійному пере-
творенні аргумента займалися Дюге, Гольдберг та ін. Отримано неочі-
кувані, на перший погляд, результати про зміну дефектів мероморфної 
функції при лінійному перетворенні аргумента. Авторами цієї статті 
раніше побудовано цілу криву нескінченного порядку, для якої при ліній-
ному перетворенні аргумента величина дефекта для фіксованого век-
тора змінюється. В даній статті побудовано цілу криву першого по-
рядку, для якої певний  вектор не буде неванліннівським дефектним, а  
при лінійному перетворенні аргумента уже є дефектним. 

Ключові слова: мероморфна функція, ціла крива, характеристика 
росту, функція наближення, неванліннівський дефектний вектор, вели-
чина дефекта. 
 

В даній статті використовуються основні результати теорії цілих 
кривих, а також позначення, використані в [1]. Розглядаємо цілі криві з 
лінійно незалежними компонентами без спільних нулів. 

В роботі [2] вивчалось питання щодо зміни величин дефектів при 
переході від цілої кривої ( ):G z →

r
pC C  до ( )G zλ β+

r
, де ,λ β ∈C , 

0λ ≠ . Показано, що при переході від ( )G z
r

 до ( )G z
r
λ  дефекти в розу-

мінні Неванлінни та Валірона не змінюються для трансцендентних ці-
лих кривих. Тому множини неванліннівських та валіронівських і, тим 
більше, пікарівських та борелівських виключних значень для ( )G z

r
 і 

( )G zλ
r

 при 0λ ≠  співпадають. 
Отже, достатньо обмежитись порівнянням дефектів для цілих кри-

вих ( )G z
r

 і ( )G z h+
r

. 

В [2] побудовано цілу криву ( )G z
r

 нескінченного порядку, для 

якої величина дефекта інша, ніж для кривої ( ) ( )hG z G z h= +
r r

 для одного 
і того ж вектора. 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2018. – № 2(46) 

18 

В даній роботі ми побудуємо цілу криву ( )G z
r

 першого порядку, 

таку, що ( ), 0a G =
rrδ ,  ( )2, 1a G− =

rrδ  для вектора ( )1,0, ... ,0,0a = ∈
r pC . 

Розглянемо мероморфну функцію 

( )
1 1

1
jk mn

j

k jk j

z bzf z
r z a

∞ ∞

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∏ ∏ , 

де послідовності ( )rκ , ( )nκ , ( )ja , ( )jb , ( )jm  виберемо такими, щоб фу-

нкція ( )f z  була першого порядку максимального типу і 

( ), 0f∞ =δ ,  ( )2, 1f−∞ =δ ,                                    (1) 

де ( ) ( )2 2f z f z− = −  (див. приклад 2 на ст. 201 в [3]). Для зручності бе-

ремо усі 0ja ≠ . Зауважимо, зокрема, що, відповідно до побудови ( )f z  
в [3], маємо: 

),(~),,( frTfrN kk ∞ ,   r →∞κ   при  →∞κ ,                     (2) 

( ) ( )( )2 2, , ,N r f o T r f− −∞ = ,  r →∞ .                               (3) 
Візьмемо цілу функцію (ст. 15 в [4]) 

( )
1

;
jm

j
j j

zg z F s
a

∞

=

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∏ , 

де послідовність натуральних чисел ( )js  така, щоб ряд 
1

1

js

j j

z
a

+
∞

=
∑  рівно-

мірно збігався в будь-якій обмеженій області, а 

( ) ( )
2

2; 1
suuu
sF u s u e

+ + +
= −

K

,  ( ) ( );0 1G u u= − . 
Очевидно, нулі функції g , з врахуванням їхньої кратності, співпа-

дають з полюсами функції f , отже, 
( ) ( ),0, , ,N r g N r f= ∞ ,                                         (4) 

( ) ( )2 2,0, , ,N r g N r f− −= ∞ .                                        (5) 

Також зрозуміло, що функція ( ) ( )g z f z⋅  є цілою і не має спільних 

нулів з функцією ( )g z . 
Покажемо, що ціла крива 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2, , , ,pG z g z z g z z g z g z f z−= ⋅ ⋅ ⋅
r

K                    (6) 
є шуканою.  

Легко переконатись, що компоненти цієї цілої кривої лінійно неза-
лежні та не мають спільних нулів. 
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Враховуючи, що ( )( )ln ,r o T r f=  при r →∞ , маємо: 

( ) ( )
2

0

1, ln
2

iT r G G re d
π

ϕ ϕ
π

= =∫
r r

 

( ) ( ) ( )
1 22 22 22 2

0

1 ln 1
2

pi i i ig re re re f re d
−⎛ ⎞⎛ ⎞= + + + + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ K
π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
π

 

( ) ( ) ( )( )
2 2 1 2222 2

0 0

1 1ln ln 1
2 2

i p ig re d r r f re d−⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ K

π π
ϕ ϕϕ ϕ

π π
. 

За теоремою Ієнсена ([4], ст. 24), і, враховуючи (4), маємо 

( ) ( ) ( )( )
2 2 1 2222 2

0 0

1 1ln ln 1
2 2

i p ig re d r r f re d−⎛ ⎞+ + + + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ K

π π
ϕ ϕϕ ϕ

π π
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0

1,0, ln ln , , ln , ,
2

iN r g O r f re d N r f O r m r f+= + + = ∞ + + ∞∫
π

ϕ ϕ
π

. 

Отже, 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), , ln 1 1 ,T r G T r f O r o T r f= + = +
r

,  r →∞ .          (7) 

Аналогічно отримуємо 

( ) ( )( ) ( )2 2, 1 1 ,T r G o T r f− −= +
r

,    r →∞ .                      (8) 

Очевидно, для вектора ( )1,0, ... ,0,0a =
r  маємо ( ) ( )G z a g z⋅ =

r r ,   

( ) ( )2 2G z a g z− −⋅ =
r r . Тому, враховуючи (4) та (5), дістаємо 

( ) ( ) ( ), , ,0, , ,N r a G N r g N r f= = ∞
rr ,                          (9) 

( ) ( ) ( )2 2 2, , ,0, , ,N r a G N r g N r f− − −= = ∞
rr .                     (10) 

Тоді із (2), (7) та (9) знаходимо    

( )
( )

( )
( )( ) ( )

, , , ,
lim lim 1

1 1 ,,

N r a G N r f
o T r fT r G→∞ →∞

∞
= =

+

rr

r
κ κ

κ κ
κκ

, звідки 

( ) ( )
( )
, ,

, 1 lim 1 1 0
,r

N r a G
a G

T r G→∞
= − = − =

rr
rr

rδ . 

Із (3), (8) та (10) отримуємо 

( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( )

2 2
2

22

, , , ,
, 1 lim 1 lim

1 1 ,,r r

N r a G N r f
a G

o T r fT r G
− −

− →∞ →∞
−−

∞
= − = − =

+

rr
rr

rδ  

( )( )
( )( ) ( )

2

2

,
1 lim 1 0 1

1 1 ,r

o T r f
o T r f

−

→∞
−

= − = − =
+

. 
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Ми показали, що для цілої кривої (6) вектор ( )1,0, ... ,0,0a =
r  не 

буде дефектним в розумінні Неванлінни, а ( )2, 1a G− =
rrδ . 
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When linearly transforming the argument of a whole curve, it is natu-
rally to expect the invariability of the main characteristics of the curve, par-
ticularly its defects. The questions of the change of defects of meromorphic 
functions with linear transformation of the argument were taken by Dyugo, 
Goldberg and others. The unexpected, at first glance, results of a change in 
the defects of a meromorphic function under  linear transformation of the ar-
gument, are obtained. The authors of this article have previously constructed 
a whole curve of infinite order, for which the magnitude of the defect of a 
given vector under the linear transformation of the argument is being 
changed. In this paper, the first order whole curve is constructed, such that, 
on the one hand, a certain vector will not be Nevanlinna’s defective , while 
on the other hand, it is defective under the linear transformation of the argu-
ment. 

Key words: meromophic function, whole curve, growth’s characteris-
ric, approximation function, Nevanlinna’s defective vector, magnitude of a 
defect. 

 
 


