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Постановка задачі. Задачі з стереометрії завжди відрізнялися тим, що учням важко 

зрозуміти умову та уявити рисунок. Дуже доречним, у такому випадку, є використання 

сучасних технологій у навчанні, які дозволяють будувати тривимірні ілюстрації до задач. 

Важливим є також надати можливість динамічно змінювати задані в умові задачі 

параметри, щоб можна було спостерігати зміни як на рисунку, так і за відповіддю. Це 

дасть можливість учню не тільки побачити ілюстрацію, а й глибше зрозуміти умову задачі 

та її розв’язок. З цією метою потрібно описати механізм побудови таких рисунків.  

Аналіз останніх досліджень. На сьогодні існує велика кількість веб-ресурсів та 

посібників, які розв’язують поставлену задачу. На жаль, більшість з них французькою, 

італійською, польською та англійською мовами, що створює труднощі для опрацювання їх 

українськими освітянами. 

Один із найбільш вагомих внесків у розв’язання проблеми побудови тривимірних 

динамічних ілюстрацій за допомогою геометричного середовища GeoGebra здійсив 

французький математик Данієль Ментрард (Daniel Mentrard). Він створив веб-ресурс 

http://dmentrard.free.fr/GEOGEBRA/Maths.htm, присвячений динамічним ілюстраціям 

створених за допомогою Geogebra. На сайті представлено засоби, спрямовані на 

динамічну анімацію та інтерактивну демонстрацію, включно з тривимірними 

ілюстраціями. Цей веб-ресурс створений не тільки для учнів, а й для вчителів, які можуть 

використовувати його у школах, особливо, якщо у них є проектор або інтерактивна дошка 

[1]. 

Чималий вклад був внесений самими розробниками програмного засобу GeoGebra, 

на чолі з Маркусом Хохенвартером (Markus Hohenwarter). Вони створити web-ресурс, 

присвячений власній розробці та форум http://www.geogebra.org/forum, на якому виклали 

велику кількість інформації, в тому числі і про побудову тривимірних ілюстрацій. 

Також, заслуговує на увагу робота польського математика Джерзі Міла (Jerzy Mil) – 

«Rysunki trójwymiarowe w GeoGebrze». В цій роботі широко описаний механізм створення 

динамічних тривимірних зображень і наведена велика кількість прикладів.[2] 

Виклад основного матеріалу. Припустимо, що у просторі є точка O. Нехай ця точка 

буде початком двовимірної системи координат з осями x та y, та тривимірної з осями u, v, 

w. Нехай γ – площина у якій лежить система координат xOy.  

Нехай кут між векторами y та w - α, a кут між векторами x та u - β.  

Не важко довести, що координати проекцій на площину γ одиничних векторів осей 

тривимірної системи координат у системі координат xOy будуть: 
'
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Очевидно, координати проекції точки 
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будуть рівні координатам 

радіусвектора OA .  
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Спробуємо створити динамічний рисунок у прорамі GeoGebra, у якому будуть 

відображатись проекції одиничних векторів тривимірної системи координат. [3] 

Виконаємо таку послідовність дій. 
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1. Для початку потрібно додати кути α і β, які можна буде динамічно міняти. 

Додаємо повзунки α і β (не забуваємо вказати, що це кут). 

2. Тепер нам потрібно зобразити проекції векторів , ,u v w . 

Найзручніше це зробити за допомогою командної стрічки, 

ввівши у неї команди: 

u = (cos(β), -sin(α) sin(β)) 

v = (-sin(β), -sin(α) cos(β)) 

w = (0, cos(α)) 

Після цього на екрані з’являться три вектори. При зміні значень кутів α і β, вони 

повинні обертатися. 

Але існує більш зручний спосіб зміни кутів α і β, ніж використання повзунків. Він 

був запропонований Данієлем Ментрардом і презентований на його web-ресурсі 

http://dmentrard.free.fr/GEOGEBRA/index.htm. Спосіб полягає у тому, що замість повзунків 

використовується точка.  

Виконаємо таку послідовність дій: 

1. Поставимо точку A. 

2. Введемо послідовно команди 

xa = x(A) 

ya = y(A) 

Таким чином ми ввели два числа: xa та ya – координати абсцис та ординат точки A 

відповідно. [4] 

3. Тепер команди для задання векторів трохи зміняться: 

u = (cos(xa), -sin(ya) sin(xa)) 

v = (-sin(xa), -sin(ya) cos(xa)) 

w = (0, cos(ya)) 

У такому випадку, для того щоб змінювати кути α і β потрібно пересувати точку A.  

Далі спробуємо створити динамічну модель куба 1 1 1 1 2 2 2 2A BC D A B C D
з довжиною 

ребра a. 

1. Будуємо вектори , ,u v w одним з вище описаних способів. 

2. Ставимо повзунок a, виставляємо межі числа від 0.1 до 20. 

3. Припускаємо, що початок координат тривимірної системи координат лежить 

на перетині двох діагоналей куба. В такому випадку координати точок будуть такі: 

1 1 1 1

2 2 2 2

, , ; , , ; , , ; , , ;
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

, , ; , , ; , , ; , , ;
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

a a a a a a a a a a a a
A B C D

a a a a a a a a a a a a
A B C D

       
          

       

       
              

       

4. Найзручніше вводити координати в таблиці (Ctrl+Shift+S). 

У комірці A1 введемо «a/2», програма автоматично обрахує значення. 

Заповнимо таблицю координатами з пункту 2. Координати точки 1A
у такому 

випадку будуть розташовані у комірках A1, B1 та C1. 
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5. Тепер по цих координатах потрібно побудувати проекції точок. 

Для початку добавимо току W (вона нам знадобиться для того, щоб отриману 

проекцію фігури можна було пересувати по екрану). 

6. Виберемо з меню пункт Опції\Позначення\Нові об’єкти відсутні. Після чого 

усі нові точки, що з’являтимуться на екрані будуть з’являтись без позначень. 

7. Далі в комірку D1 введемо: W + A1 u + B1 v + C1 w. Після цього з’явиться 

перша вершина куба, а у комірці будуть записані координати точки. 

8. Вводити W + A2 u + B2 v + C2 w у комірці D2 не обов’язково.  

Достатньо потягнути за квадратик у кутку 

виділеної комірки D1 до комірки D8 включно. 

Комірки D2-D8 заповняться автоматично. 

9. Тепер усі вершини зображені на рисунку. 

Далі достатньо з’єднати їх відрізками у потрібному порядку. Також, у 

властивостях кожної вершини можна вказати її назву в полі «Надпис», а в меню 

«Показувати позначення» вибрати пункт «Заголовок». 

Отже, ми отримали тривимірну модель куба. Але, при побудові рисунка до 

стереометричних задач важливо зображувати невидимі лінії пунктиром. Це є 

проблематично, так як при різних значеннях кутів α та β невидимою може виявитись будь-

яка із зображених ліній. 

Тому, необхідно створити інструмент для програми GeoGebra, який в залежності від 

кутів α та β і положення прямої визначатиме видима вона чи ні, і, відповідно, 

зображуватиме її суцільною або пунктирною. 

Потрібно зауважити, що для визначення кута у програмі GeoGebra важливим є 

порядок запису вершин. Тобто ABC CBA  . Напрям усіх кутів - проти годинникової 

стрілки. 

Нехай маємо тетраідр ABCD. Розглянемо умови 

видимості ребра AB.  
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Якщо один з кутів CAB або BAD менший 180

, то відрізок AB видно і його потрібно 

зображати суцільною лінією. У іншому ж випадку – пунктирною. Цю умову можна 

використати для будь-якої піраміди або призми, в основі якої випуклий чотирикутник, 

умовно підібравши для потрібного відрізка тетраідр, вершинами якого будуть деякі 

вершини даної фігури [2]. 

Щоразу вводити в програмі таку обширну умову незручно. Тому, варто створити 

інструмент, який частину роботи виконуватиме автоматично. 

Для цього виконаємо таку послідовність дій: 

1. Відкриємо нове вікно програми GeoGebra. 

2. Приберемо осі (Вид\Осі) та відобразимо сітку (Вид\Сітка). 

3. Поставимо нові точки A,B,C,D так, як показано на рисунку. 

4. Впишемо команди в командну стрічку: 

Якщо[Кут[C,A,B]<180°Кут[B,A,D]<180°,Відрізок[A,B]] 

Якщо[ (Кут[C,A,B]<180°

Кут[B,A,D]<180°),Відрізок[A,B]] 

Тепер викличемо вікно властивостей відрізка b і у вкладці 

«Стиль», у пункті «Стиль лінії» виберемо пунктирну лінію. 

Після цього, якщо поміняти точки C і D місцями, то відрізок AB 

повинен стати пунктирним. 

5. Викличемо вікно Інструменти\Створити новий інструмент. Як вихідні об’єкти 

виберемо відрізки a і b. Як вхідні – точки A, B, C, D (у такому ж порядку). 

У вкладці «Ім’я та значок» у полі «Ім’я» введемо «Відрізок3D». Поле «Команда» 

заповниться автоматично.  

Значок можна створити самому або завантажити за адресою 

http://mathforum.at.ua/3d.jpg . 

6. Викличемо вікно Інструменти\Керування інструментами. Натиснемо 

«Зберегти як» і збережемо інструмент під назвою «Відрізок3D.ggt» [2] 

Після виконання дій описаних вище створиться файл формату .ggt з інформацією 

про інструмент, який ми будемо використовувати для подальшого створення об’ємних 

динамічних ілюстрацій. 

Створимо тепер шаблон для подальшої роботи з векторами та щойно створеним 

інструментом. 
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1. Збережемо файл як «Шаблон.ggb». 

2. Приберемо осі. 

3. Поставимо точку і задамо їй назву Obert. 

4. Введемо послідовно команди 

xa = x(Obert) 

ya = y(Obert) 

u = (cos(xa), -sin(ya) sin(xa)) 

v = (-sin(xa), -sin(ya) cos(xa)) 

w = (0, cos(ya)) 

5. Виділимо отримані вектори і у властивостях вкажемо їх не відображати. 

6. Відкриємо файл з інструментом «Відрізок3D». 

7. Збережемось. 

Тепер спробуємо побудувати модель куба, використовуючи щойно створений 

шаблон. 

1. Відкриємо файл «Шаблон.ggb» та збережемо його як «Куб.ggb». 

2. Повторюємо дії з пунктів 2-8 попередньої побудови куба. 

3. Тепер потрібно зобразити ребра. Використаємо створений нами інструмент 

«Відрізок.ggt». 

Натискаємо на іконку і вибираємо точки у такій послідовності: 

D5, D1, D7, D6. Після цього повинно з’явитися ребро D1D5. 

Далі послідовно вибираючи інструментом «Відрізок3D» вибираємо по 4 точки, 

додаючи до ілюстрації по новому ребру. Вибираємо точки у такій послідовності: 

D7, D3, D8, D5; D8, D4, D6, D7; D6, D2, D5, D8; D8, D6, D5, D4;  

D6, D5, D7, D2; D5, D7, D8, D1; D7, D8, D6, D3; D3, D1, D2, D7;  

D1, D2, D4, D5; D2, D4, D3, D6; D4, D3, D1, D8; 

Отримали куб. При його обертанні видимі ребра зображаються суцільними 

відрізками, а невидимі – пунктирними. 

4. У властивостях точок D1-D8 в пункті «Показувати позначення» вказуємо 

«Заголовок». У пункті «Надпис» для кожної точки вказуємо її назву. 

Висновки. Отже, описаний механізм, який дозволяє створювати динамічні 

тривимірні ілюстрації до задач з стереометрії. Хоча й цей механізм є досить громіздкий і 

передбачає індивідуальний підхід до кожної задачі, але він дає можливість створювати 

ілюстрації, що можуть динамічно змінювати наперед задані параметри. Це позитивно 

впливає на сприймання рисунка учнями. До того ж геометричне середовище GeoGebra є 

кросоплатформеним, що дозволяє запускати динамічні рисунки з-під великої кількості 

платформ та імпортувати результати в інтеректавні креслення. 
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У статті описано механізм створення динамічних об’ємних рисунків до задач з стереометрії, 

використовуючи геометричне середовище Geogebra. Метою статті є викласти математичні основи 

створення об’ємних рисунків та детально описати послідовність дій, яку потрібно виконати при створені 

власних динамічних ілюстрацій до стереометричних задач. 

Ключові слова: стереометрія, динамічні ілюстрації, GeoGebra. 

В статье описан механизм создания динамических объемных рисунков к задачам по стереометрии, 

используя геометрическое среду Geogebra. Целью статьи является изложить математические основы 

создания объемных рисунков и подробно описать последовательность действий, которую нужно 

выполнить при создании собственных динамических иллюстраций к стереометрическим задачам.

Ключевые слова: стереометрия, динамические иллюстрации, GeoGebra. 

The article describes the mechanism of a dynamic volume figures for the problems of stereometry using 

geometric environment Geogebra. The article aims to present the mathematical foundations of a three-dimensional 

figures and describe the steps you want to perform at your own dynamic created illustrations for stereometric 

problems. 

Keywords: geometry, dynamic illustrations, GeoGebra. 
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