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ȺɊȱɌȿɄɌɍɊȺ ȻɍȾȱȼȿɅɖ ȱ ɋɉɈɊɍȾ 
 
 
 
ɍȾɄ                 ɇ  Ɇ  Ⱥɭɲɟɜɚ, 

ɤ ɬ ɧ   ɞɨɰɟɧɬ 
ɇɚɰɿɨɧɚɥɶɧɢɣ ɬɟɯɧɿɱɧɢɣ ɭɧɿɜɟɪɫɢɬɟɬ ɍɤɪɚʀɧɢ ©Ʉɢʀɜɫɶɤɢɣ ɩɨɥɿɬɟɯɧɿɱɧɢɣ 

ɿɧɫɬɢɬɭɬª  ɍɤɪɚʀɧɚ 
 

ɆɈȾȿɅɘȼȺɇɇə ɋȱɌɈɄ Ɂ ɇȺɉɊəɆɇɂɆɂ ȱɁɈɌɊɈɉɇɂɆɂ 
ȾɊɈȻɈȼɈ-ɊȺɐȱɈɇȺɅɖɇɂɆɂ ɄɊɂȼɂɆɂ  

 
ɍ  ɪɨɛɨɬɿ  ɞɨɫɥɿɞɠɭɽɬɶɫɹ  ɩɨɛɭɞɨɜɚ  ɩɥɨɫɤɢɯ  ɫɿɬɨɤ ɧɚ  ɨɫɧɨɜɿ  ɞɪɨɛɨɜɨ-

ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɢɯ  ɤɪɢɜɢɯ  ɧɭɥɶɨɜɨʀ  ɞɨɜɠɢɧɢ   Ɂɧɚɣɞɟɧɿ  ɭɦɨɜɢ  ɞɥɹ  ɮɨɪɦɭɜɚɧɧɹ 
ɩɥɨɫɤɨʀ  ɿɡɨɬɪɨɩɧɨʀ ɤɪɢɜɨʀ ɬɚ  ɿɡɨɬɪɨɩɧɨʀ ɫɿɬɤɢ ɧɚ ɩɥɨɳɢɧɢ  Ⱦɨɜɟɞɟɧɨ  ɳɨ ɫɿɬɤɚ 
ɛɭɞɟ ɨɪɬɨɝɨɧɚɥɶɧɨɸ ɬɚ ɿɡɨɬɟɪɦɿɱɧɨɸ  

Ʉɥɸɱɨɜɿ  ɫɥɨɜɚ   ɞɪɨɛɨɜɨ-ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɿ  ɤɪɢɜɿ   ɭɹɜɧɿ  ɞɨɜɠɢɧɢ   ɿɡɨɬɪɨɩɧɿ 
ɞɨɜɠɢɧɢ   ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɿ  ɿɡɨɬɪɨɩɧɿ  ɤɪɢɜɿ   ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɢɣ  ɛɚɝɚɬɨɤɭɬɧɢɤ  
ɿɡɨɬɪɨɩɧɿ ɫɿɬɤɢ  

 
ɉɨɫɬɚɧɨɜɤɚ ɩɪɨɛɥɟɦɢ. ɉɪɢ ɦɨɞɟɥɸɜɚɧɧɿ ɩɨɜɟɪɯɨɧɶ ɞɭɠɟ ɱɚɫɬɨ ɜɢɧɢɤɚɽ 

ɧɟɨɛɯɿɞɧɿɫɬɶ ɤɨɪɟɝɭɜɚɧɧɹ ɮɨɪɦɢ ɛɟɡ ɡɦɿɧɢ ɬɨɱɤɨɜɨɝɨ ɤɚɪɤɚɫɭ  ȼ ɰɶɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ 
ɞɨɰɿɥɶɧɨ  ɛɭɞɭɜɚɬɢ  ɩɨɜɟɪɯɧɿ  ɧɚ  ɨɫɧɨɜɿ    ɞɪɨɛɨɜɨ-ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɢɯ  ɤɪɢɜɢɯ [1]. Ⱦɥɹ 
ɤɨɧɫɬɪɭɸɜɚɧɧɹ  ɩɨɜɟɪɯɨɧɶ  ɡɚ  ɡɚɞɚɧɢɦɢ  ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɦɢ  ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɹɦɢ 
ɡɪɭɱɧɨ  ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɜɚɬɢ  ɚɩɚɪɚɬ  ɿɡɨɬɪɨɩɧɢɯ  ɨɛ¶ɽɤɬɿɜ  [2]   ɹɤɢɣ  ɞɨɡɜɨɥɹɽ  ɛɭɞɭɜɚɬɢ 
ɨɪɬɨɝɨɧɚɥɶɧɿ  ɬɚ  ɿɡɨɬɟɪɦɿɱɧɿ  ɫɿɬɤɢ  ɧɚ  ɩɥɨɳɢɧɿ  Ɍɨɦɭ  ɚɤɬɭɚɥɶɧɢɦ  ɩɢɬɚɧɧɹɦ ɽ 
ɪɨɡɪɨɛɤɚ  ɫɩɨɫɨɛɭ  ɤɨɧɫɬɪɭɸɜɚɧɧɹ  ɿɡɨɬɪɨɩɧɢɯ  ɞɪɨɛɨɜɨ-ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɢɯ  ɤɪɢɜɢɯ  ɬɚ 
ɧɚ ʀɯ ɛɚɡɿ ɤɨɧɫɬɪɭɸɜɚɧɧɹ ɩɥɨɫɤɢɯ ɫɿɬɨɤ. 

Ⱥɧɚɥɿɡ ɨɫɬɚɧɧɿɯ ɞɨɫɥɿɞɠɟɧɶ  Ⱦɢɫɟɪɬɚɰɿɸ [3] ɩɪɢɫɜɹɱɟɧɨ ɤɨɧɫɬɪɭɸɜɚɧɧɸ 
ɿ  ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɸ  ɩɨɜɟɪɯɨɧɶ  ɿɡ  ɡɛɟɪɟɠɟɧɧɹɦ  ɨɪɬɨɝɨɧɚɥɶɧɢɯ  ɫɿɬɨɤ  ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɢɯ 
ɥɿɧɿɣ  ɬɚ  ɥɿɧɿɣ  ɤɪɢɜɢɧɢ   Ⱥɜɬɨɪɨɦ  ɪɨɛɨɬɢ  [4] ɩɪɨɩɨɧɭɽɬɶɫɹ  ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɜɚɬɢ 
ɿɡɨɬɪɨɩɧɿ  ɤɪɢɜɿ  ɞɥɹ  ɦɨɞɟɥɸɜɚɧɧɹ  ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɯ  ɦɿɧɿɦɚɥɶɧɢɯ  ɩɨɜɟɪɯɨɧɶ  
Ɂɧɚɣɞɟɧɿ  ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɿ  ɪɿɜɧɹɧɧɹ  ɩɪɨɫɬɨɪɨɜɢɯ  ɤɪɢɜɢɯ  ɧɭɥɶɨɜɨʀ  ɞɨɜɠɢɧɢ  ɬɚ 
ɩɨɛɭɞɨɜɚɧɿ  ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿ  ɦɿɧɿɦɚɥɶɧɿ  ɩɨɜɟɪɯɧɿ   ɍ  ɪɨɛɨɬɚɯ  [5-7] ɩɪɨɜɨɞɢɬɶɫɹ 
ɞɨɫɥɿɞɠɟɧɧɹ ɩɨɛɭɞɨɜɢ ɦɿɧɿɦɚɥɶɧɢɯ ɩɨɜɟɪɯɨɧɶ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɿɡɨɬɪɨɩɧɢɯ ɤɪɢɜɢɯ 
Ȼɟɡ¶ɽ  
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Ɏɨɪɦɭɥɸɜɚɧɧɹ  ɰɿɥɟɣ  ɫɬɚɬɬɿ   ɩɨɫɬɚɧɨɜɤɚ  ɡɚɜɞɚɧɧɹ   Ɇɟɬɨɸ  ɞɚɧɨʀ 
ɪɨɛɨɬɢ ɽ ɪɨɡɪɨɛɤɚ ɫɩɨɫɨɛɭ ɦɨɞɟɥɸɜɚɧɧɹ ɫɿɬɨɤ ɧɚ ɨɫɧɨɜɿ ɞɪɨɛɨɜɨ-ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɢɯ 
ɤɪɢɜɢɯ ɧɭɥɶɨɜɨʀ ɞɨɜɠɢɧɢ  

Ɉɫɧɨɜɧɚ ɱɚɫɬɢɧɚ. ɇɟɯɚɣ ɞɪɨɛɨɜɨ-ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɚ ɤɪɢɜɚ n-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ (ɪɢɫ    
ɡɚɞɚɧɚ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ  

  ɞɟ  ,  

 
 

(1) 

  
Ɋɢɫ 1 Ⱦɪɨɛɨɜɨ-ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɚ ɤɪɢɜɚ n-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ 

 
Ȼɭɞɟɦɨ ɛɭɞɭɜɚɬɢ ɞɪɨɛɨɜɨ-ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɭ ɤɪɢɜɭ ɧɚ ɨɫɧɨɜɿ ɿɡɨɬɪɨɩɧɢɯ ɫɬɨɪɿɧ 

ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɨɝɨ ɛɚɝɚɬɨɤɭɬɧɢɤɚ  ɬɨɛɬɨ  

  ɚɛɨ   

ɞɟ   . 

 
(2) 

əɤɳɨ  ɡɦɿɧɢɬɢ  ɡɧɚɤ ɧɚ  ɩɪɨɬɢɥɟɠɧɢɣ ɩɟɪɟɞ  ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɸ  ɡɦɿɧɧɨɸ  ɭ 
ɫɢɫɬɟɦɿ - ɰɟ ɩɪɢɡɜɨɞɢɬɶ ɞɨ ɧɟɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɭɦɨɜɢ ɿɡɨɬɪɨɩɧɨɫɬɿ ɞɨɜɠɢɧɢ ɤɪɢɜɨʀ   

ɉɿɞɫɬɚɜɢɦɨ  ɭɦɨɜɭ  (2) ɭ  ɜɢɪɚɡ  (1) ɬɚ  ɨɞɟɪɠɢɦɨ  ɪɿɜɧɹɧɧɹ  ɧɚ  ɨɫɧɨɜɿ 
ɿɡɨɬɪɨɩɧɢɯ ɫɬɨɪɿɧ ɛɚɝɚɬɨɤɭɬɧɢɤɚ: 

   

 
(3) 

ɋɮɨɪɦɭɥɸɽɦɨ ɬɜɟɪɞɠɟɧɧɹ  
Ɍɜɟɪɞɠɟɧɧɹ 1. ɉɥɨɫɤɚ  ɞɪɨɛɨɜɨ-ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɚ  ɤɪɢɜɚ  ɛɭɞɟ  ɿɡɨɬɪɨɩɧɨɸ  

ɹɤɳɨ ɛɭɞɭɬɶ ɿɡɨɬɪɨɩɧɢɦɢ ɫɬɨɪɨɧɢ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɨɝɨ ɛɚɝɚɬɨɤɭɬɧɢɤɚ ɧɟɡɚɥɟɠɧɨ 
ɜɿɞ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɜɚɝɢ ɬɨɱɨɤ  
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Ⱦɨɜɟɞɟɧɧɹ  ȼɜɟɞɟɦɨ ɡɚɦɿɧɢ ɭ ɪɿɜɧɹɧɧɿ      

  , . 

ɉɿɞɫɬɚɜɢɦɨ ɞɚɧɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɭ (3) ɬɚ ɜɿɡɶɦɟɦɨ ɩɨɯɿɞɧɿ  

   

ɞɟ     

  

 

 
 
 
 
 

(4) 

ɉɨɪɿɜɧɹɽɦɨ ɭ ɜɢɪɚɡɚɯ (4)  ɬɚ    Ⱦɥɹ ɰɶɨɝɨ ɩɨɡɧɚɱɢɦɨ  

,  

,  

 ɞɟ  , . 

 

 
 
 

(5) 

ɉɿɞɫɬɚɜɢɦɨ (5) ɭ   ɬɚ    Ȼɭɞɟɦɨ ɦɚɬɢ  

 

Ɍɨɛɬɨ ɨɞɟɪɠɢɦɨ ɡɚɥɟɠɧɿɫɬɶ   . əɤɳɨ ɩɿɞɫɬɚɜɢɬɢ ɰɿ ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɿ 
ɭ  ɜɢɪɚɡ ɞɥɹ  ɞɨɜɠɢɧɢ  ɤɪɢɜɨʀ  ɨɞɟɪɠɢɦɨ  ɧɭɥɶ   Ɍɨɛɬɨ  ɞɨɜɠɢɧɚ  ɤɪɢɜɨʀ  ɛɭɞɟ 
ɞɨɪɿɜɧɸɜɚɬɢ ɧɭɥɸ  Ɉɬɠɟ ɬɜɟɪɞɠɟɧɧɹ ɞɨɜɟɞɟɧɨ  

Ɍɜɟɪɞɠɟɧɧɹ 2. əɤɳɨ  ɩɥɨɫɤɚ  ɿɡɨɬɪɨɩɧɚ  ɞɪɨɛɨɜɨ-ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɚ  ɤɪɢɜɚ 
ɩɨɛɭɞɨɜɚɧɚ ɧɚ ɨɫɧɨɜɿ ɿɡɨɬɪɨɩɧɢɯ ɫɬɨɪɿɧ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɨɝɨ ɛɚɝɚɬɨɤɭɬɧɢɤɚ  ɬɨɞɿ 
ɿ ɤɪɢɜɢɧɚ ɬɚɤɨʀ ɤɪɢɜɨʀ ɛɭɞɟ ɞɨɪɿɜɧɸɜɚɬɢ    
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Ⱦɨɜɟɞɟɧɧɹ   Ⱦɜɿɱɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɚ  ɤɪɢɜɚ   ɹɤɚ  ɦɚɽ  ɞɨɜɿɥɶɧɭ 
ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɡɚɰɿɸ   ɦɚɽ  ɜ  ɤɨɠɧɿɣ  ɬɨɱɰɿ  ɤɪɢɜɢɡɧɭ   ɹɤɚ  ɨɛɱɢɫɥɸɽɬɶɫɹ  ɞɥɹ  ɩɥɨɫɤɨʀ 
ɤɪɢɜɨʀ ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ  

. 
(6) 

ɉɿɞɫɬɚɜɢɦɨ   ɭ (6): 

. 

Ɍɜɟɪɞɠɟɧɧɹ ɞɨɜɟɞɟɧɨ  
ɉɨɛɭɞɭɽɦɨ ɩɥɨɫɤɭ ɫɿɬɤɭ ɧɚ ɨɫɧɨɜɿ ɤɭɛɿɱɧɨʀ ɞɪɨɛɨɜɨ-ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɨʀ ɩɥɨɫɤɨʀ 

ɤɪɢɜɨʀ   ɬɨɛɬɨ  ɩɿɞɫɬɚɜɢɦɨ  ɭ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  (3) n=3 ɬɚ  ɜɢɤɨɧɚɽɦɨ  ɤɨɧɮɨɪɦɧɭ 
ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɭ : 

 

, 

 

 
 
 
 
 

(7) 

əɤɳɨ ɜɿɞɨɤɪɟɦɢɬɢ ɞɿɣɫɧɭ ɱɚɫɬɢɧɭ ɜɿɞ ɭɹɜɧɨʀ ɬɚ ɜɿɞɨɛɪɚɡɢɬɢ ɧɚ ɩɥɨɳɢɧɿ 
ɬɨ ɨɞɟɪɠɢɦɨ ɞɜɿ ɫɿɬɤɢ  ɉɪɨɚɧɚɥɿɡɭɽɦɨ ɞɿɣɫɧɭ ɫɿɬɤɭ  Ⱦɥɹ ɰɶɨɝɨ ɜɜɟɞɟɦɨ ɡɚɦɿɧɢ ɭ 
ɪɿɜɧɹɧɧɿ (7): 

 
 
(8) 

ȼɿɞɨɤɪɟɦɢɦɨ ɞɿɣɫɧɭ ɱɚɫɬɢɧɭ  

 

 

 
 
(9) 

Ⱦɥɹ ɬɨɝɨ ɳɨɛ ɨɞɟɪɠɚɬɢ  ɱɚɫɬɤɨɜɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɜɿɞ ɜɢɪɚɡɿɜ (9) ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɱɚɫɬɤɨɜɿ 
ɩɨɯɿɞɧɿ  ɜɿɞ  ),(Re vux , ),(Re vuy , ),(Re vuw , ),(Im vux , ),(Im vuy , ),(Im vuw    ɬɚ 
ɨɞɟɪɠɢɦɨ ɧɚɫɬɭɩɧɿ ɫɩɿɜɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ  

, ,  
(10) 



ɋɭɱɚɫɧɿ ɩɪɨɛɥɟɦɢ ɚɪɯɿɬɟɤɬɭɪɢ ɬɚ ɦɿɫɬɨɛɭɞɭɜɚɧɧɹ  ȼɢɩɭɫɤ          
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, , 
, . 

Ɂɚɫɬɨɫɨɜɭɸɱɢ ɜɢɪɚɡɢ (10) ɨɞɟɪɠɢɦɨ: 
,   (11) 

Ɍɨɛɬɨ  ɨɞɟɪɠɢɦɨ  ɨɪɬɨɝɨɧɚɥɶɧɭ  ɬɚ  ɿɡɨɬɟɪɦɿɱɧɭ  ɫɿɬɤɭ  Ⱥɧɚɥɨɝɿɱɧɿ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɦɨɠɧɚ ɜɢɤɨɧɚɬɢ ɞɥɹ ɤɜɚɡɿɤɨɧɮɨɪɦɧɢɯ ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɨɤ   

ɉɪɢɤɥɚɞ. ɉɨɛɭɞɭɽɦɨ ɫɿɬɤɭ  ɧɚ  ɨɫɧɨɜɿ  ɿɡɨɬɪɨɩɧɨʀ ɞɪɨɛɨɜɨ-ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɨʀ 
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Annotation 

The paper examines constructing of plane grids based on the fractional-rational 
curves of zero length. The conditions for the plane isotropic curve and isotropic grid 
on the plane were found. In this case, it is proved, that the grid is orthogonal and 
isothermal.  
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