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Приведено строгое доказательство двухволновой структуры поперечных ко-

лебаний конвейерной ленты (без учета сил инерции поперечного сечения). По-
перечные колебания представляют собой суперпозицию двух типов колебаний, 
сдвинутых по фазе на прямой угол. Формы этих колебаний называются соответ-
ственно собственными и сопровождающими, причем последние при 0=v  и 0=ε  
исчезают, поскольку всецело обусловлены силами инерции Кориолиса подвиж-
ной нагрузки. 
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АКТУАЛЬНОСТЬ РАБОТЫ. При проектировании, изготовлении и эксплуа-

тации машин и механизмов для горных и земляных работ возникает необходи-
мость расчета динамических характеристик ленточных конвейеров, ременных 
передач, шлангов и трубопроводов с протекающей гибкостью ленточных пил, 
канатов подъемных устройств [1]. 

Сюда же примыкают задачи динамических конструкций и сооружений, ис-
пытывающих влияния подвижных нагрузок а также задачи динамики объектов 
переменной длинны и объектов с неголономными связями [2, 3]. 

Отметим, что в классической теории колебаний упругих тел представляется 
суперпозицией собственных колебаний, а место разделения переменных дает 
возможность получить формы и определить частоты собственных колебаний. 
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Однако, в упомянутых выше случаях, перечень которых является далеко непол-
ным, колебания имеют более сложную структуру. Они представляют собой две 
группы стоячих волн, в отличие от классического случая их названо двухволно-
выми [4]. 

Цель работы – строгое доказательство двухволновой структуры колебаний 
конвейерной ленты (без учета сил инерции поперечного сечения), схематизируя 
ее структурной (канатной) натянутой между двумя неподвижными опорами 
струны, вдоль которой с постоянной скоростью двигается равномерно распреде-
ленная инерционная нагрузка.   

МАТЕРИАЛ И РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ.  
Решение задачи о поперечных колебаниях натянутой между двумя непод-

вижными опорами струны, вдоль которой движется с постоянной скоростью 
равномерно распределенная инерционная нагрузка сводится к интегрированию 
дифференциального уравнения в системе координат(x, u) [4]: 
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Коэффициенты b и c зависят от параметров механической системы величин 
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= , 1ρ  – погонная масса нагрузки, ρ  – погонная масса струны,  

V – скорость движения нагрузки, T – натяжение струны. 
В виду наличия смешанной производной в уравнении (1), решение задачи 

(1)–(3) методом разделения переменных u(x,t) = X(x)T(t) в действительной об-
ласти невозможно.  

Попытаемся построить другие формы разделения переменных, которые по-
зволили бы получить явные выражения для решения по начальным условиям (3), 
если известны собственные функции соответствующей задачи о собственных 
значениях.  

Первоначально рассмотрим вспомогательный вопрос о получении системы 
собственных функций задачи и разложений в ряды по ним любого другого ре-
шения уравнения (1), в том числе и начальных условий. 

Определим тип уравнения (1). Для этого составим его характеристическое 
уравнение: 
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                                                                                                (5) 

которое распадается на два уравнения  

                                                                                                            (6) 

                                                                                                           (7) 
Интегрируя уравнения (6) и (7), получим уравнение характеристик: 

                                                                                                    (8) 

где                                                          (9) 

Примечательной особенностью уравнения обобщенного уравнения струны 
является то, что в зависимости от соотношения входящих в него параметров, оно 
может принадлежать каждому из трех типов. Набольший интерес представляет 
параметр V-скорость инерционной нагрузки, поскольку можно предположить, 
что остальные параметры (ε, T) неизменны. По знаку подкоренного выражения в 
обозначениях (9) можно установить что: 

− уравнение  (1)  принадлежит гиперболическому типу, если его коэффици-
енты допускают выполнение неравенств 
 

                                                                              ,                                                            (10) 
− что вытекает из требования положительности подкоренного выражения; 
− уравнение (1) принадлежит эллиптическому типу, если подкоренное вы-

ражение отрицательно, т.е. выполняется неравенство (10). 
− уравнение (1) принадлежит параболическому типу, если коэффициенты 

допускают выполнение равенства (10).                                                                               
Ограничимся лишь областью гиперболичности обобщенного уравнения 

струны, определяемой неравенством (10), поскольку с точки зрения устойчиво-
сти рассматриваемой системы значение параметра V, удовлетворяющее этому 
неравенству, соответствует докритическим (устойчивости) состояниям [4]. 

Применяя метод распространяющихся волн для неограниченной струны, по-
лучим формулу для решения задачи Коши – найти решение (1), удовлетворяю-
щее начальным данным (3). 

Приведем уравнение (1) к виду, содержащему лишь смешанную производ-
ную. Для этого новые переменные, используя уравнение характеристик (8), вы-
разим как 

                                                                                            (11) 
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Выразим производные функции u(x,t) по переменным x и t через производ-
ные по переменным ξ и η и подставим эти выражения в уравнение (1).  

 
Тогда получим 

                                                  .                                                        (12) 
Очевидно, что для всякого решения уравнения (12)  

 

где  – некоторая функция только переменного η. Интегрируя это равен-
ство по η  при фиксированном ξ, получим: 

                                                  (13) 

где f1(ξ) и f2(η) является функциями только переменные ξ  и η. Поскольку 
всякое решение (12) может быть представлено в виде (13) при соответствующем 
выборе f1(ξ) и f2(η), то формула (13) является общим интегралом уравнения (12). 

Следовательно, функция 

                                              (14) 
является общим интегралом уравнения (1). Определим функции f1 и f2  таким 

образом, чтобы удовлетворялись начальные условия (3): 

                     ,                            (15) 

                                    =  .   

                           t=0 

Из уравнений (15) получается выражение для f1 и f2, которые имеют место 
для любого значения аргумента: 

 

                                           .                      (16) 
Подставляя значение в (14) и (16), получим: 

 
Формула (17) в предположении двукратной дифференцируемости функции  

 и однократной дифференцируемости функции  удовлетворяет уравне-
нию (1) и начальным условиям (3). Назовем ее формулой Даламбера. 
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Теперь решим основную вспомогательную задачу: найти решение (1) не 
равное тождественно нулю, удовлетворяющее условиям (2). 

Используя уравнение характеристик, введем новые переменные: 

                                                         (18) 

Выразим производные функции u(x, t) по переменным x и t через производ-

ные по переменным  и подставив эти выражение в уравнение (1), получим 

                                                                .                                                 (19) 

 Представляя решение уравнение (19) в виде произведения 

)sincos()sincos(),( 4321 λβλβλαλαβα CCCCu +⋅+= , 

где λ – параметр разделения переменных.  
Возвращаясь к старым переменным с учетом однородных граничных усло-

вий, можно получить частное решение уравнения (1) в следующем виде: 

           ,                (20) 

                                                                       (21) 

где                                                                  (22) 

                                                                          .                                                 (23) 
 
Частные решения (20) описывают так называемые собственные колебания 

струны с подвижной инерционной нагрузкой, которым дали следующую меха-
ническую интерпретацию [2].  

Бесконечный набор решений (20) представляет собой суперпозицию двух 
типов колебаний, сдвинутых по фазе на прямой угол. При V=0 и ε=0, формы (21) 
становятся собственными формами колебаний струны (классический случай), а 
формы (22) исчезают, поскольку всецело обусловлены силами инерции Корио-
лиса подвижной нагрузки. Поэтому будем называть функции (22) сопровож-
дающими, а по отношению к совокупности функции (21) и (22) употреблять тер-
мин «компоненты собственных вектор-функций». 

Итак, частные решения обобщенного уравнения струны представим в виде 
(20), что предопределяет форму разделенных переменных. Назовем такой под-
ход двухволновым представлением собственных колебаний струны с подвижной 
нагрузкой [4]. 

Таким образом,  в силу линейности и однородности уравнения (1) сумма ча-
стных решений (20) также удовлетворяет этому уравнению и граничным усло-
виям (2), т.е. решением задачи (1), (2) будет функция 
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    .     (24) 

Опираясь на установленную форму решения (20), укажем алгоритм построе-
ния решения задачи (1)–(3), который является естественным обобщением метода 
разделения переменных и позволит получить вещественное решение задачи в 
виде бесконечного ряда. 

Будем искать частные решения уравнения (1) в виде 
 

                                            (25) 
 

где Х1(х) и Х2(х) – компоненты вектор-функции, которая характеризирует 
формы колебаний ϖ – постоянная, определяемая из граничных условий (2). Вно-
ся выражение (25) в уравнение (1) и приравняв коэффициенты при одинаковых 
гармониках и произведя замену X(x)=X1(x) + iX2(x) получим уравнение 

                                                        .                                    (26) 

Поскольку функции Х1(х) и Х2(х) удовлетворяет однородным граничным ус-
ловиям, функции X(x) тоже подчинена таковым:  X(0)=0 и X(l)=0. 
Общий интеграл (26) с точностью до последнего множителя принимает вид 

                                  ,                                                (27) 

где . 

Решением исходного уравнения (1) будет 

                         .   (28) 

После несложных тригонометрических преобразований из (28) получим ре-
шение (2), а следовательно, функцию (24). 

Выше установлено, что обобщенного уравнения струны дается формулой 
(14), где функции f1 и f2 определяются через начальные данные формулами (16). 
Эти формулы определяют f1(z) и f2(z) лишь при 0 ≤ z ≤ l, что дает возможность 
построить решение внутри характеристического треугольни-

ка . Чтобы построить решение внутри по-
лосы 0 ≤ z ≤ l и чтобы добиться  выполнения граничных условий (2), воспользу-
емся искусственным приемом продолжения начальных данных на всю ось x. 

Определив функции f1(z) и f2(z) при 0 ≤ z ≤ l, продолжим их на z так, чтобы 

, . Далее продолжим f1(z) и f2(z) на всю 

прямую с периодическими функциями с периодом : , 

. Предположим, что продолжению на всю ось z функции f1(z) и 
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f2(z) непрерывные и имеют непрерывные первые и вторые частные производные. 
Для выполнения такого предположения начальные данные (3) должны иметь не-
прерывные первые и вторые производные при 0 ≤ z ≤ l, удовлетворяющие сле-
дующим соотношениям:  

                   .     (29) 

Теперь нетрудно убедиться, что формула (14) будет давать решение обоб-
щенного уравнения струны при всех x и t , в частности при всех x и t из полосы 
при 0 ≤ z ≤ l.  

Из равенств: 

 и  

следует выполнение граничных условий (2). 
Как известно, всякую достаточно периодическую функцию можно разло-

жить в равномерно сходящий ряд Фурье 

 
 

 
Коэффициенты an и bn удовлетворяет неравенствам 2/ nconsta n 〈 , 

2/ nconstbn 〈 , вытекающим из непрерывности вторых производных  и . 
Для решения (14) приходим к следующему представлению: 

                       (30) 

 
Выполнив несложные тригонометрические преобразования, получим функ-

цию (24). Тем самым мы показал, что любое решение обобщенного уравнения 
струны, отвечающее достаточно гладким начальным данным, которые удовле-
творяют условиям согласования (29) с граничными условиями (2), может быть 
разложено в ряд по частным решениям (14). 

ВЫВОДЫ. Получены точные решения краевой задачи (1), (2) с обоснова-
ниями известных в классической теории волнового уравнения. Бесконечный на-
бор решений (20) представляет собой суперпозиции двух типов колебаний, 
сдвинутых по фазе на прямой угол. Формы этих колебаний (21) и (22) называют-
ся соответственно собственными и сопровождающими, причем при V=0 и ε=0 
формы (21) становятся формами колебаний струны (классический случай), а 
формы (22) исчезают. К совокупности функций (21) и (22) принято употреблять 
в дальнейшем термин «компоненты собственный вектор-функции». 
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THE PRECISE DEFINITION OF OWN FORMS OF CONVEYOR BELT 
TRANSVERSE OSCILLATIONS 

V. Vorobyov, I. Kyba 
Kremenchuk Mykhailo Ostrohradskyi National University  
vul. Pershotravneva, 20, Kremenchuk, 39600, Ukraine.  
E-mail: vvv@kdu.edu.ua, tehm@kdu.edu.ua 
It is shown strong evidence of two-wave structure of transverse vibrations of a con-

veyor belt (excluding the inertial forces of the cross-section). The transverse oscillations 
are a superposition of two types of oscillations, phase-shifted by a right angle. The forms 
of these oscillations are called the self and the attendant, the latter in 0=v  and 0=ε  dis-
appear, as they are wholly due to the Coriolis forces of inertia of the moving load. 

Key words: two-wave oscillations accompanying form, moving load, proprietary 
vector functions, the D'Alambert formula. 
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