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Запропоновано математичну модель для дослідження хвильових процесів в обмотках трансформатора. Для 
розв’язання інтегрально-диференційних рівнянь запропоновано метод розділення змінних. Досліджено розподіл 
напруги в обмотках трансформатора за дії на них імпульсних перенапруг. Бібл. 5, рис. 1.  
Ключові слова: обмотка трансформатора, математичне моделювання, імпульсна перенапруга, часткові похідні, 
початкові умови, граничні умови. 

 
Вступ. Питання дослідження перенапруг в обмотках трансформаторів під час дії на них ім-

пульсних перенапруг розглянуто у багатьох публікаціях як вітчизняних, так і закордонних [1−5]. У 
даній статті запропоновано математичну модель обмотки трансформатора з урахуванням струмів 
спливу між витками відносно землі та взаємоіндукції між витками. Розв’язання рівнянь у часткових 
похідних, які описують хвильові процеси в обмотках трансформаторів, здійснюється методом розді-
лення змінних. Розроблення математичних моделей для дослідження хвильових процесів у обмотках 
трансформаторів з урахування цих факторів є актуальним.  

Надійність ізоляції трансформаторів під час дії на їхні обмотки імпульсних перенапруг має 
визначальне значення та залежить від правильної її координації. Ізоляція високовольтних трансфор-
маторів повинна забезпечувати їхню безаварійну роботу як під час довготривалої дії напруги, так і 
під час короткотривалих зовнішніх і внутрішніх перенапруг. 

Мета роботи. Розроблення математичної моделі для дослідження хвильових процесів в об-
мотках трансформаторів, розв’язання диференційних рівнянь у часткових похідних методом розді-
лення змінних та дослідження хвильових процесів в обмотках трансформаторів за дії на них імпульс-
них перенапруг. 

Математична модель. Для дослідження хвильових процесів у трансформаторах за дії на об-
мотки трансформаторів імпульсу перенапруги необхідно змоделювати форму імпульсу хвилі. Для 
цього використаємо відоме емпіричне рівняння 
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де E  − максимальна величина потенціалу хвилі; a  і b  − параметри хвилі; t  − час. 
Рівняння, яке описує хвильові процеси в обмотках трансформатора [1−3], має вигляд  
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де 0 0 0 0 0, , , , Mr g L C C  − відповідно активний опір, активна провідність відносно землі, індуктивність, 
ємність відносно землі, ємність вздовж осі заступної схеми обмотки трансформатора на одиницю 
довжини [1]. 

Для розв’язання рівняння (2) використаємо метод розділення змінних. Уведемо позначення 

0 0 ,Ma L C
 0 0 ,Mb r C  0 0 ,c L C  0 0 0 0 ,h r C L g 

 0 0 .s r g
 
 Тоді 
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Початкові та граничні умови 
                             0 0( , ) ( ) 0,tu x t u x                  (0, );x l                                (4) 
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Узгодженість умов  
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Шукаємо функції ( )A t  та ( )B t , щоб заміна   

                                                     ( , ) ( , ) ( ) ( ),u x t V x t A t xB t                                                            (6) 
дала для ( , )V x t  однорідні умови (5), тобто 
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Замість початкових умов (4) виникають умови  
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Рівняння для змінної ( , )V x t  одержуємо, підставляючи (6) в (3), тобто 
4 2 2 3 2 2 2 2 2 2 2

2 2

( , ) /( ) ( , ) /( ) ( ( , ) / ( ) / ( ) / )

( , ) / ( ( , ) / ( ) / ( ) / ) ( ( , ) ( ) ( )) 0

a V x t x t b V x t u t c V x t t d A t dt xd B t dt

V x t x h V x t t dA t dt xdB t dt s V x t A t xB t

             

          
 

чи 

                                 
4 2 2 3 2 2 2

2 2

( , ) /( ) ( , ) /( ) ( , ) /

( , ) / ( , ) / ( , ) ( , ),

a V x t x t b V x t x t c V x t t

V x t x h V x t t sV x t F x t

           

      
                                 (12) 

де 2 2 2 2( , ) ( ) / ( ) / ( ) / ( ) / ( ) ( )F x t cd A t dt cxd B t dt hdA t dt hxdB t dt sA t sxB t        − відома частина рів-
няння. 

Враховуючи (7), шукаємо розв’язок )t,x(V  у вигляді  
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Для знаходження початкових умов функції 
0
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  використаємо розклади в інтервалі [0; ]l  

функцій 1 та x , тобто  

       
2 sin(( ) / )

1 (( 1) 1);k

k

kx l

k






                      12 sin(( ) / )
( 1) .k

k

l kx l
x

k





                        (14,15) 

Підставляємо (13) – (14) у (10) і (11), отримаємо 
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З (16) і (17) знаходимо початкові умови функції 
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чи                    
1 1
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Рівняння для функції ( )kC t  одержуємо підставленням (6) у (3)  
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Розкладемо праву частину рівняння (12) у ряд Фурє  
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тоді з (22) отримуємо                       2 2
1 1 1( ) / ( ) / ( ) ( ).k k k ka d С t dt b dС t dt c С t t                                      (24) 

Позначимо через 1  і 2  корені характеристичного рівняння 2
1 1 1 0a b c     рівняння (24). 

Розв’язки рівняння (24) шукаємо у вигляді  
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Для обчислення коефіцієнтів 1B  і 2B  складаємо систему рівнянь 
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з якої знаходимо 1( ) /dB t dt  і 2 ( ) /dB t dt , а 1( )B t  і 2 ( )B t  знаходимо шляхом інтегрування такі, що 
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де 1K  і 2K  − постійні інтегрування. 
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З рівнянь (28) і (29) з врахуванням (20) і (21) для 0t   знаходимо 1K  і 2K  

                                         1 1
1 2 00 0

( ) 2 ( ) ;k t t
K K С t k f t  

 
                                                       (30) 

                                        
1 1 2 2 1 20 0 0

1 1
0 1 20 00

( ) / ( ) / ( ) /

2 ( ) / ( ) / ( ) / .

k t t t

t tt

K K dC t dt dB t dt dB t dt

k df t dt dB t dt dB t dt

 


  

 
 

    

                                    (31) 

Розкладаючи ( , )V x t  у ряд Фурє, знайшовши за (28) ( )kC t , отримуємо 
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У результаті знаходимо розв’я-
зок рівняння (3) за рівнянням (6). 

Розподіл напруги вздовж об-
мотки трансформатора для різного ча-
су показано на рисунку. Зі зміною часу 
амплітуда зростає. 

Bисновок. Отриманий матема-
тичний апарат дозволяє досліджувати 
хвильові процеси в обмотках транс-
форматорів із врахуванням залежності 
напруги і струму від відстані і часу. 
Під час дослідження хвильових проце-
сів в обмотках трансформаторів необ-
хідно враховувати співвідношення між 
інтервалом часу поширення електро-
магнітних хвиль уздовж усієї довжини 
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обмотки та інтервалом часу, упродовж якого струм і напруга змінюються значніше від їхньої повної 
зміни у процесі, що розглядається.   
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Предложено математическую модель для исследования волновых процессов в обмотках трансформатора. Для 
решения интегрально-дифференциальных уравнений предложено метод разделения переменных. Исследовано 
распределение напряжения в обмотках трансформатора во время действия на них импульсных перенапряже-
ний.  Библ. 5, рис. 1. 
Ключевые слова: обмотка трансформатора, математическое моделирование, импульсное перенапряжение, част-
ные производные, начальные условия, граничные условия. 
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A mathematic model for the investigation of the wave processes in the windings of the transformer was suggested. The 
method of separation of variables was used for solving the integral-differential equations. Stress distribution along the 
windings under the impulse surges was studied. References 5, figure 1. 
Keywords: windings of the transformer, mathematical modelling, impulse surges, partial derivatives, initial conditions, 
boundary conditions. 
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