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ИЗМЕНЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА ФОРМЫ КОЛЕБАНИЙ 
ПРЯМОЛИНЕЙНОГО ПИТАЮЩЕГО ТРУБОПРОВОДА ЖРД ПРИ 

ПРОДОЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЯХ ЖИДКОСТНЫХ РАКЕТ 
 

На основе математической модели прямолинейного трубопровода, описывающей совместные продоль-
ные колебания жидкости и конструкции трубопровода, предложена методика определения коэффициентов 
форм колебаний прямолинейного питающего трубопровода жидкостного ракетного двигателя (ЖРД) по длине 
при продольных колебаниях жидкостных ракет. В качестве граничных условий в месте соединения трубопро-
вода с двигателем предложено использовать такие импедансные соотношения, при которых совпадают коэф-
фициенты форм колебаний ракеты и трубопровода. Определены коэффициенты форм колебаний тестового 
питающего трубопровода ЖРД. Показано влияние взаимодействия жидкости и конструкции трубопровода, 
жесткости сильфона на изменение коэффициентов форм колебаний трубопровода. 

 
На основі математичної моделі прямолінійного трубопроводу, що описує спільні поздовжні коливан-

ня рідини й конструкції трубопроводу, запропонована методика визначення коефіцієнтів форм коливань 
прямолінійного живильного трубопроводу рідинного ракетного двигуна (РРД) по довжині при поздовжніх 
коливаннях рідинних ракет. Як граничні умови в місці з'єднання трубопроводу із двигуном запропоновано 
використовувати такі імпедансні співвідношення, при яких збігаються коефіцієнти форм коливань ракети й 
трубопроводу. Визначено коефіцієнти форм коливань тестового живильного трубопроводу РРД. Показано 
вплив взаємодії рідини й конструкції трубопроводу, жорсткості сильфона на зміну коефіцієнтів форм ко-
ливань трубопроводу. 

 
Based on the linear pipeline mathematical model describing common longitudinal oscillations of the fluid 

and the pipeline structure, the technique for determining the coefficients of oscillation shapes of the LRE linear 
feed pipeline along the length under longitudinal oscillations of liquid rockets is proposed. The impedance 
relations, under which the coefficients of oscillation shapes of the LRE test feed pipeline coincide, are proposed as 
limited conditions. The coefficients of oscillation shapes of the LRE test feed pipeline are established. The effects 
of the interaction between the fluid and the pipeline structure, the bellows rigidity on variations in the pipeline 
oscillation shapes coefficients are shown. 

 

Введение. Проблема обеспечения продольной устойчивости жидкостных 
ракет обычно стоит перед разработчиками при создании новых и модерниза-
ции существующих ракет среднего и тяжелого классов [1, 2]. В механизме 
возникновения продольных колебаний конструкции ракеты важное место за-
нимает питающий трубопровод как динамическое звено, через которое осу-
ществляется обратная связь между корпусом ракеты (колебательное звено) и 
жидкостным ракетным двигателем (ЖРД) (источник энергии) [3]. Верхний 
конец трубопровода соединяется с баком, нижний – с двигательной установ-
кой, которые располагаются на значительном расстоянии и имеют различные 
коэффициенты формы колебаний. Трубопровод может быть закреплен в про-
межуточных сечениях, что накладывает дополнительные связи на продоль-
ные перемещения трубопровода. От того, с какими коэффициентами форм 
колебаний происходят колебания отдельных участков трубопровода, могут 
зависеть результаты анализа продольной устойчивости или результаты опре-
деления амплитуд продольных колебаний жидкостных ракет. 

Целью настоящей работы является разработка методики определения 
формы колебаний прямолинейного питающего трубопровода ЖРД при про-
дольных колебаниях жидкостных ракет. 

1. Математическая модель трубопровода и импедансный метод решения.  

Математическая модель трубопровода с распределенными параметрами, 
учитывающая взаимодействие в продольном направлении жидкости и конст-
рукции трубопровода, представлена в работах [4, 5] и включает уравнение 
движения жидкости, уравнение неразрывности жидкости, уравнение движе-
ния стенки трубопровода в осевом направлении и уравнение состояния стен-
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ки трубопровода (в принятой системе координат ось  направлена по тече-
нию жидкости) 

z
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  (1) 

где p ,  – давление и весовой расход жидкости; ,  – продольная сила и 

скорость перемещения трубопровода;  – время; ,  – удельный вес 

жидкости и материала трубопровода; ,  – площади поперечных сече-

ний трубопровода, занятых жидкостью и стенкой трубопровода; 

G zF


zu

›t

›

м
A мA

g  –
 ускорение свободного падения; p  – потери давления на участке трубопро-

вода длиной ;  – скорость звука в жидкости; l “   – коэффициент Пуассона; 
 – модуль упругости материала трубопровода; мE z  – коэффициент демп-

фирования конструкции трубопровода; D , T  – внутренний диаметр и тол-

щина стенки трубопровода; черта над параметром означает его постоянство. 
В этой модели влияние колебаний жидкости на колебания конструкции 

трубопровода осуществляется за счет изменения внутреннего давления жид-
кости, которое приводит к появлению в стенке трубопровода окружных на-
пряжений и, в соответствии с эффектом Пуассона, осевых напряжений. Влия-
ние колебаний конструкции на колебания жидкости осуществляется за счет 
осевого сокращения или удлинения конструкции трубопровода. 

Используем полученное в [5] решение системы (1) в виде передаточной 
матрицы трубопровода с распределенными параметрами 

  (2) 
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где , , sp ,0  sG ,0  sFZ ,0 ,  suZ ,0  – соответствующие параметры на вхо-

де в рассматриваемый элемент трубопровода;   szp , ,  szG , ,  szFZ , , 

– соответствующие параметры на расстоянии  от входа в рассмат-

риваемый элемент трубопровода; 

 sz,uZ z
4321 ,,,,,, jib ji  – элементы передаточ-

ной матрицы трубопровода. 
В продольных колебаниях конструкции трубопровода определяющее зна-

чение может играть сильфон, у которого при одинаковой продольной силе 
продольные перемещения, как правило, значительно больше, чем у трубо-
провода. Будем использовать математическую модель сильфона, полученную 
в работе [5]. Эта модель использует две основные характеристики сильфона в 
продольном направлении – ,  –  коэффициенты жесткостей по продоль-zk pk
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ной силе и по давлению, между которыми существует связь через эффектив-
ную площадь  .-A

2ZF

21,

1ZF

21,

 . p.-z kAk 

Для определения коэффициентов форм колебаний питающего трубопро-
вода импедансным методом при совместных продольных колебаниях жидко-
сти и конструкции трубопровода будем использовать запись граничных усло-
вий для каждого сечения гидроупругой системы, как в работе [5]. Тогда на 
выходе элемента гидроупругой системы (трубопровода, сильфона) граничные 
условия можно представить в виде 

   (3) 
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где , ,  и  – параметры гидроупругой системы на выходе эле-

мента; , ,  и  – импедансные соотношения на выходе эле-

мента. 

2p 2G

11,
2Zu

12, 22,

Аналогично могут быть представлены граничные условия на входе в эле-
мент гидроупругой системы  

  (4) 
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где , ,  и  – параметры гидроупругой системы на входе эле-

мента; , ,  и  – импедансные соотношения на входе эле-

мента. 

1p 1G

11,
1Zu

12, 22,

Импедансные соотношения на входе 11, , 21, , 12,  и 22,  могут быть 

определены из граничных условий на выходе (3) и передаточной матрицы 
элемента гидроупругой системы (2). Порядок определения выражений для 

, ,  и  представлен в работе [5]. 11, 21, 12,

2, W

 22,

При определении коэффициентов усиления элемента гидроупругой сети 
следует использовать следующие импедансные соотношения 

   (5) 
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где , ,  и  – коэффициенты усиления элемента. 11,W 1W 12, 22,W

Для определения частотных характеристик , ,  и  

можно в передаточную матрицу элемента (2) подставить матрицу, обратную 
(4). Тогда получим 

11,W 21,W 12,W 22,W
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где 



 22

11
,

, ; 



 21

21
,

, ; 



 12

12
,

, ; 



 11

22
,

, ; 

.   12212211 ,,,,

Используя импедансные соотношения для двух элементов гидроупругой 

сети  и  1
jiW ,

 2
jiW ,  (где 4321 ,,,, ji ) в виде (5), можно получить коэффици-

енты усиления последовательного соединения этих двух элементов  
jiW ,
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  (6) 

Последовательно применяя формулы (6), можно определить коэффициен-
ты усиления как нескольких участков, так и всего трубопровода. 

Между коэффициентами форм колебаний конструкции трубопровода 

1Z

Za

u

u
 ( Zau , 1Zu  – продольные перемещения конструкции трубопровода в 

сечениях нижнего днища бака и двигателя) и коэффициентом усиления кон-

струкции трубопровода  существует связь 
22,W

 



221

1

,Wu

u

Z

Za . 

2. Методика определения коэффициентов форм колебаний трубопровода. 
Разобьем весь трубопровод (даже если он является однородным, но длинным) 
на n-ое количество участков в общем случае различной длины. Будем перено-
сить граничные условия вида (3) последовательно через каждый участок тру-
бопровода от сечения, где трубопровод соединяется с двигателем (выход по-
следнего элемента) до сечения, где трубопровод соединяется с баком (вход 
первого элемента) и определять коэффициенты усиления каждого участка 

трубопровода от текущего участка до входа в двигатель  122

,W , 

,…, ,…, 2

22

,W   i

W 
22,  nW 

22, . Для этого в месте соединения трубопровода с 

двигателем следует задать граничные условия в виде импедансных соотно-
шений (3). При этом взаимным влиянием пульсаций жидкости и вибраций 
конструкции в этом сечении можно пренебречь, поэтому 01221  ,, . Им-

педансное соотношение 11,  определяется ЖРД, а  будем задавать на 

частоте рассматриваемого тона колебаний конструкции ракеты таким обра-

зом, чтобы коэффициент усиления трубопровода 

22,


22,W1  был равен коэффи-

циенту формы колебаний ракеты между сечениями, где располагаются ЖРД 
и нижнее днище питающего бака 1ZZa uu . Коэффициенты форм колебаний 

ракеты для сечений, где трубопровод соединяется с баком и двигателем, оп-
ределяются при решении задачи о свободных колебаниях конструкции кор-
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пуса ракеты [6]. Полученные коэффициенты усиления каждого выделенного 

участка трубопровода , ,…, 122

,W  2

22

,W   iW 

22, ,…,  nW 
22,  дадут распре-

деление коэффициента формы колебаний по длине трубопровода. 
Возможные крепления трубопровода к корпусу ракеты в промежуточных 

сечениях могут быть учтены с помощью соответствующих граничных усло-
вий. 

3. Численный пример. Проиллюстрируем определение изменения коэффи-
циента формы колебаний тестового прямолинейного питающего трубопрово-
да ЖРД, схема которого представлена на рис.1. Алюминиевый трубопровод 
длиной 10 м, внутренним диаметром 0,4 м и толщиной стенки 4 мм соединяет 
питающий бак и двигатель. Скорость рабочей жидкости в трубопроводе 5 м/с, 
потери давления 1,5 кГс/см2. Зададим в соответствии с представленной мето-
дикой граничные условия в месте соединения трубопровода с двигателем 

11, = 0,7с/см2 и 01221  .  

Рис. 1 

, ,

Продольную жесткость сильфона 
, как в работе [5], будем задавать в 

долях продольной жесткости трубопро-

вода , которая может быть найдена 

из формулы, связывающей напряжение 
 и относительное изменение длины 

трубопровода в продольном направле-
нии 

zk

z

тр
zk

z  

zMz E  . 
Из этой формулы может быть опре-

делен коэффициент жесткости трубо-
провода 

l

EM2! 
A

k M
z . 

Расчеты проводились для одного 
тона колебаний конструкции ракеты 
при трех уровнях заполнения бака: 100, 
50 и 25% (см. рис. 2, 3 и 4 соответст-
венно). Каждому уровню заполнения 
бака соответствуют свои коэффициен-

ты форм колебаний (значения 
221 ,W  

при 0l  и м10l  ) и частота колеба-

ний: 7,9, 15,0 и 26,7 Гц, соответственно. 
Результаты расчетов изменения коэффициента формы колебаний трубо-

провода без учета взаимодействия жидкости и конструкции трубопровода, а 
также без сильфона, показывают, что коэффициент формы колебаний моно-
тонно изменяется по длине трубопровода (позиция 1 на рис. 2 – 4). При уста-
новке сильфона на входе в двигатель в месте установки сильфона наблюдает-
ся “скачок” коэффициента формы колебаний и далее его монотонное измене-
ние (см. пунктирные линии 2 и 3 на рис. 2 – 4). Чем меньше коэффициент же-
сткости сильфона, тем больше “скачок” коэффициента формы колебаний: 
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позиции 2 на рис. 2 – 4 соответствуют жесткости сильфона , позиции 

3 – жесткости . При “мягком” сильфоне (жесткость ) ко-

эффициент формы колебаний приближается к вертикальной линии. Это сви-
детельствует о том, что конструкция трубопровода совершает колебания с 
коэффициентом формы колебаний, близким к коэффициенту формы колеба-
ний нижнего днища бака. 

2!
zk10,

010,2!
zk010, 2!

zk

При учете взаимодейст-
вия жидкости и конструкции 
трубопровода, но без силь-
фона, коэффициенты форм 
колебаний трубопровода 
практически не изменяются. 
Однако при установке силь-
фона коэффициент форм ко-
лебаний трубопровода может 
существенно количественно 
и качественно измениться. 
Так, для всех уровней запол-
нения бака при установке 
“мягкого” сильфона коэффи-
циент формы колебаний тру-
бопровода испытывает до-
полнительный “скачок”, но 
остается близким к верти-
кальной линии (см. сплош-
ные линии 3 на рис. 2 – 4). 
Для сильфона с жесткостью 

 наблюдаются каче-

ственно различные зависи-
мости коэффициента формы 
колебаний трубопровода по 
длине трубопровода. При 
уровне заполнения бака 
100% (частота колебаний 
тона колебаний конструкции 
ракеты 7,9 Гц) коэффициент 
формы колебаний трубопро-
вода отличается от его зави-
симости при неучете взаимо-
действия жидкости и конст-
рукции трубопровода только 
количественно (сплошная 
линия 2 на рис. 2). При уров-
нях заполнения бака 50 и 
15,0 и 26,7 Гц) з висимости 

коэффициента форм колебаний трубопровода имеют сложный вид и сущест-
венно отличаются от коэффициента формы колебаний при неучете взаимо-
действия жидкости и конструкции трубопровода (сплошные линии 2 на рис. 3 
и 4). 

2!
zk10,

25% (частоты колебаний конструкции ракеты а
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Рис. 4 
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Заключение. Предложена методика определения коэффициентов форм 
колебаний прямолинейного питающего трубопровода ЖРД по длине при 
продольных колебаниях жидкостных ракет. В качестве граничных условий в 
месте соединения трубопровода с двигателем предложено использовать такие 
импедансные соотношения, при которых совпадают коэффициенты форм ко-
лебаний ракеты и трубопровода. Определены коэффициенты форм колебаний 
тестового питающего трубопровода ЖРД при продольных колебаниях жид-
костных ракет. Показано, что при неучете взаимодействия жидкости и конст-
рукции трубопровода и отсутствии сильфона коэффициент формы колебаний 
трубопровода изменяется монотонно. При установке сильфона коэффициент 
формы колебаний трубопровода претерпевает “скачок”, который тем больше, 
чем меньше жесткость сильфона. При учете взаимодействия жидкости и кон-
струкции трубопровода коэффициент формы колебаний трубопровода может 
иметь сложную зависимость по длине трубопровода. 

Перспективным в данном направлении исследований является разработка 
методики определения коэффициента формы колебаний трубопровода про-
странственной конфигурации. 
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