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Целью публикации является определение условий построения оптимальной траектории выведения 

группы наноспутников авиационно-космической системой, позволяющих удовлетворить как основные, 

так и альтернативные требования к оптимальным траекториям, а также эффективно использовать энерге-

тические ресурсы составной динамической системы. Применены методы математического моделирования, 

вариационного исчисления, оптимального управления, численного интегрирования.  

В статье предложен метод построения оптимальных траекторий составной динамической систе-

мы, состоящий в применении принципа расширения не только к критерию оптимизации и вектору 

фазового состояния ракеты-носителя, но и к ограничениям, накладываемым на траектории отделяю-

щихся ракет, позволяющий удовлетворить как основные, так и альтернативные требования к опти-

мальным траекториям. 

Сделан вывод о том, что предложенный метод позволяет заменить исходную задачу оптимизации со 

сложными ограничениями другой, более простой задачей, где исключены перекрестные связи, но при 

этом ее решение удовлетворяет заданным требованиям и совпадает с решением исходной задачи. 

 

Метою публікації є визначення умов побудови оптимальної траєкторії виведення групи наносупут-

ників авіаційно-космічної системою, що дозволяють задовольнити як основні, так і альтернативні вимоги 

до оптимальних траєкторій, а також ефективно використовувати енергетичні ресурси складеної динаміч-

ної системи. Застосовані методи математичного моделювання, варіаційного обчислення, оптимального 

управління, числового інтегрування. 

В статті запропоновано метод побудови оптимальних траєкторій складеної динамічної системи, 

який полягає в застосуванні принципу розширення не тільки до критерію оптимізації та вектору фазового 

стану ракети-носія, але й до обмежень, що накладаються на траєкторії ракет, що відділяються, який доз-

воляє задовольнити як основні, так і альтернативні вимоги до оптимальних траєкторій. 

Зроблено висновок про те, що запропонований метод дозволяє замінити вихідну задачу оптимізації 

зі складними обмеженнями іншою, більш простою задачею, де виключені перехресні зв'язки, але при 

цьому її розв’язок задовольняє заданим вимогам і збігається з розв’язком вихідної задачі. 

 

The paper deals with the determination of the conditions for constructing an optimal launch trajectory for 

the nanosatellite constellation injected by the aerospace system. These conditions satisfy both the main and alter-

native requirements for optimal trajectories, as well as use efficiently the power resources of an integrated dynam-

ic system. The methods of mathematical modeling, variation calculations, optimal control, and numerical integra-

tion are applied. 

The paper proposes the method for building the optimal trajectories of an integrated dynamic system. It in-

cludes the enhancing concept applied to not only the optimization criterion and the phase state vector of a launch 

vehicle, but to limitations imposed on the trajectories of the separated head rockets as well. This method satisfies 

both the basic and alternate requirements for optimal trajectories. 

It is concluded that the proposed method allows replacing the initial problem of the complex-limitations op-

timization with other simpler problem wherein cross couplings are excluded. In this case, the solution of this 

problem satisfies given requirements and coincides with the solution of the initial problem. 

 

Ключевые слова: составная динамическая система, оптимизация, тра-

ектория, наноспутники. 

 

Ведение. Вступление в третье тысячелетие совпало с новым этапом раз-

вития технологий миниатюрных космических аппаратов – микро- и нано-

спутников. Наноспутники – это космические аппараты, имеющие массу от 

1 кг до 10 кг, размером 1U (10х10х10 см), 2U (10х10х20 см) и 

3U (10х10х30 см), призванные решать простые, но важные задачи. Наноспут-

ники планируется использовать для дистанционного зондирования Земли, 

экологического мониторинга, прогноза землетрясений, исследования ионо-

сферы.  
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Период единичных прорывных результатов и первых удачных опытов 

создания малоразмерных спутников уже позади. Основная сегодняшняя за-

дача – выведение наноспутников на орбиту. Осуществление кластерных за-

пусков сверхмалых спутников на больших ракетах-носителях имеет свои не-

достатки.  

В связи с этим, предлагается запускать наноспутники в качестве полез-

ной нагрузки (ПН) на базе самолета Ан-124-100, который используется в ка-

честве подвижной стартовой площадки для запуска твердотопливной ракеты-

носителя (РН) легкого класса СС-24 [10 – 11]. Самолет с ракетой в грузоотсе-

ке будет взлетать с обычного аэродрома и подниматься на высоту около 

10 км, на которой планируется осуществлять сброс ракеты-носителя с помо-

щью авиационно-пусковой установки, включающей транспортно-пусковую 

площадку (ТПП) и вытяжную парашютную систему.  

Далее ракета с пусковыми контейнерами, в которых размещены нано-

спутники, за счет собственного твердотопливного двигателя выходит на вы-

соту порядка 600 км, на которой предполагается сбрасывать полезную 

нагрузку в виде миниатюрных спутников, а ТПП с помощью парашюта со-

вершает посадку в заданном месте и готова для дальнейшего (многократно-

го) использования.  

Проведенный анализ определения оптимальной траектории выведения 

группы наноспутников на орбиту показывает, что к настоящему времени раз-

работаны многочисленные точные и приближённые методы решения задач 

оптимального управления. Теория оптимального управления разрывными 

системами рассматривалась в работах Ащепкова Л. Т. [1], Сейджа Э. П., Уай-

та Ч. С. [2], Брайсона и Хо-Ю Ши [3]. Однако прикладные задачи оптималь-

ного управления детерминированными составными динамическими система-

ми, которые перемещаются по ветвящимся траекториям и позволяют вывести 

за один запуск группу наноспутноков, не рассматривались. Впервые такие 

исследования были выполнены в работах Лысенко А. И. [4 – 7]. Однако в 

этих работах не были учтены специфические особенности выведения нано-

спутников, возникающие при использовании авиационно-космических си-

стем. 

Постановка задачи. Рассмотрим следующую постановку задачи. Пусть 

головная часть ракеты-носителя состоит из ( 1, )ir i k  ракет. От головной ча-

сти в полете k раз произойдет отделение ракет (рис. 1). Ракета-носитель 

начинает управляемое движение в пункте 0 и перемещается далее вдоль вет-

ви 0-1 к пункту 1. Затем происходит отделение ракет, которые движутся от 

пункта 1 к пунктам 11, 12 и 1rk, в которых предполагается сброс наноспутни-

ков. Полагаем, что движение происходит в вакууме в плоскопараллельном 

гравитационном поле. Схема ветвящейся траектории движения ракеты с раз-

деляющейся головной частью, которая выводит группу наноспутников, пред-

ставлена на рис. 1. 

Траектории таких составных динамических систем называются ветвя-

щимися [8], так как состоят из участков совместного движения составных 

частей ракеты-носителя и участков их индивидуального движения к цели, то 

есть движения по отдельным ветвям траектории.  

Эффективность использования этого класса систем зависит от наилучше-

го, оптимального выбора координат и момента времени разделения состав-



 42 

ной динамической системы (СДС), а также от оптимального способа движе-

ния СДС к точке разделения и оптимального перемещения подсистем к це-

лям по ветвям траектории после разделения.  

 

 

Рис. 1. – Схема ветвящейся траектории 

В данной работе рассматривается задача, в которой траектории динами-

ческих систем должны удовлетворять не только основным требованиям, но и 

ряду альтернативных [4 – 6]. 

Альтернативность свойств траектории состоит в том, что в каждый мо-

мент времени движения динамической системы по этой траектории суще-

ствуют условия для другого варианта движения, цель которого исключает 

основную цель движения системы. К указанному классу траекторий относит-

ся и траектория полета ракеты-носителя, из любой точки некоторого задан-

ного участка которой возможен безаварийный запуск наноспутников [7]. По-

иск возможных подходов, в том числе использующих положения теории оп-

тимальных ветвящихся траекторий, определения оптимальных траекторий, 

удовлетворяющих не только основным, но и альтернативным требованиям, 

позволит расширить возможности таких динамических систем. 

Основная конструктивная идея состоит в применении принципа расши-

рения [4, 5] не только к критерию оптимизации и вектору фазового состоя-

ния, но и к ограничениям, накладываемым на траектории подсистем. 

Применение принципа расширения к построению оптимальных тра-

екторий. Рассмотрим математическую постановку задачи и ее решение. 

Пусть динамика движения ракеты-носителя описывается дифференциальной 

системой 

 0 ,( , , ), [ , ]fdx / dt x F x u t t t t  &  (1) 

1rk 12 11 

1 

0 
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где , , ( )О ОWМ Чn mx E u E F – непрерывное вместе с матрицами произ-

водных ,x uF F  отображение  n m nE E E .  

Ракета-носитель перемещается из точки с координатами 0 0( ( ), )x t t О 

{ }(0)
0 0 0 0 0( ( ), ) : ( ( ), ) 0= =Q x t t x t tj   0(0) 1

0( : , 1)+ ® < +
rnE E r nj  в 

точку с координатами ( ( ), )f fx t t О { }( )( ( ), ) : ( ( ), ) 0= =f
f f f f fQ x t t x t tj  

( ) 1( : , 1)+ ® < +frf n
fE E r nj .  

Затем в момент времени  ,0[ , ]
f

t t tО
 
происходит разделение головной 

части (1) на составляющие ее ракеты которые, используя собственное управ-

ление, движутся от пункта 1 к пунктам 11, 12, …,1rk для осуществления за-

пуска наноспутников. 

Динамика движения отделившихся ракет, перемещающихся по ветвям 

траектории в данном интервале времени, описывается уравнением вида  

 
0 ,( , , ), [ , ]kdy/d y f y t txx= = n x xО&  (2) 

где , ,
mny E E nО nОW Мn ( ) ( )y t x t=  для всех фазовых координат, кроме 

массы; ( )f Ч–непрерывное вместе с матрицами производных  


ff

y
,  отображение 

nn mE E E nґ ® ; ( ( ), )k ky t t – заданные пункты в которых 

предполагается сброс наноспутников, 

{ }( ) (k) 1( ), ( ( ), ) : ( ( ), ) 0 ( : , 1)+О = = ® < +krk n
k k k k k k k ky t t Q y t t y t t E E r nj j .  

Полагаем, что движение происходит в вакууме в плоскопараллельном 

гравитационном поле. 

На движение отделившихся ракет (2) накладывается ограничение  

 J ( , , ) ( ( ), ; ( ), ) 0

kt

k k

t

y d g y t t y t t= j n x x+ Јт . (3) 

Требуется найти такие управления ( ), ( )u t n x , значения координат  

пункта 1 ( ), ( ),x t y x 0[ , ], [ , ],f kt t t t t tО О а также моменты времени 

kf
ttt ,,

0
, чтобы функционал (4) принимал наименьшее возможное значе-

ние 

 

0

0( , , ) ( ( ), ; ( ), ) min

kt

f f

t

I x u t dt G x t t x t t= F + ®т , (4) 

где ( )F Ч, ( )G Ч-заданные непрерывно-дифференцируемые функции. 

Решение задачи предлагается искать в классе кусочно-гладких траекто-

рий и кусочно-непрерывных управлений. 
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Предполагается, что задача (1) – (4) не имеет тривиального решения, со-

стоящего в том, что оптимальная траектория задачи (1), (4) удовлетворяет 

ограничению (3) при неуправляемом движении отделившихся ракет. 

Используя гипотезу о расширении ограничения, сущность которой со-

стоит в том, что задачу поиска ( ), ( ), , [ , ],k ky t t tn x x xО удовлетворяющих двум 

ограничениям (2), (3), возможно заменить на эквивалентную задачу с одним 

ограничением  

 
}

( ) ( )

( , , ) ( ) ( , , )
,

( ( ), ) ( ( ), ; ( ), ) 0j

x
й щj n x x+ F x n x - x+к ъл ы

=

+m + Ј
т

&
%

k Тt

k T k
t k k k k

y d f y y d
J

y t t g x t t y t t

 (5) 

где { }( ) ( ) ( )
1 , ,

k

k T k k
rm = m mK – векторный множитель, { }1 2( ) ( ), , ( )ТF x = f x f xK –

функциональный векторный множитель, которые могут трактоваться как 

множители Лагранжа [9], если поиск ( ), ( ), , [ , ],k ky t t tn x x xО выполняется по 

условию J min® . В этом случае 
( )

( ), ( ), ( ),
k

ky tn x x F x  должны удовлетво-

рять уравнениям [7] 

 
,

d h/dyxF = -
Щ

&  (6) 

 
( )

( , , , ) min ( , , , )h y h y
n

ЩЩ Щ

n x ОW
n f x = n f x  (7) 

( )
( ) 0,

k
k T

k k

g
h

t t Щ
ЩЩ

¶ j ¶
m + + =

¶ ¶
 

 
( )

( ) ˆ( ) 0,
k

k T
k

k k

g
t

yt yt Щ
ЩЩ

¶ j ¶
m + - F =

¶ ¶
 (8) 

 
_____

( ) ( )0, ( ( ) ) 0 ( 1, ).m і f < = =k k
i k k ky t t i r  (9) 

где значок «^» отмечает оптимальные переменные и параметры 

 h( , , , ) ( , , ) ( ) ( , , ).Тy y f yn j x = j n x + F x n x  

Выполнение соотношений (8) – (9) позволяет удовлетворить неравенство 

(3), которое преобразуется к виду  

 ( ( ) ( ); ( ) ) 0k kJ x t , t y t ,t
Щ Щ Щ Щ

= Ј .  (10) 

Если при таком подходе неравенство (3) нарушается, то остается един-

ственный способ добиться его выполнения: изменить траекторию ( ).x t   

В задачах (1), (4), (10) ограничение (10) является ограничением типа не-

равенства, не содержащим управление. Возьмем полную производную по 

времени от выражения (10) и подставим ( , , )F x u t  вместо x& [6–7]: 
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 t

ˆ ˆ
ˆ ˆ0, 0

T
J J

J F(x,u,t) J .
t t

й щ¶ ¶к ъ= + = =
к ъ¶ ¶л ы

&
  (11) 

Определим гамильтониан системы 

 ˆH ( ) ,T
t(x,u, ,t) (x,u,t) t F(x,u,t) (t)Jl = F + l + m
&

  (12) 

где  

 
ˆ ˆ0, 0, 0;

( )
ˆ0, 0.

мпі = =ппm н
п= <ппо

&
J J

t
J

 

На основании принципа минимума для составных динамических систем 

[9] возможно записать необходимые условия оптимальности управления 

( ),u t 0[ , ],ft t tО задачи (1) – (4): для построения оптимальной ветвящейся 

траектории движения ракеты, которая выводит группу наноспутников: необ-

ходимо найти такие сопряженные переменные 

 
H

Щ

¶
= -

¶
l&t

x
;   (13) 

чтобы минимизировать гамильтониан (12) по управлению 

 
( )

ˆ ˆ ˆH min H( , , , ).
u t

(x,u, ,t) x u t
ОW

l = l  

В заключение отметим, что переход от неравенства (10) к неравенству 

(11) и далее к гамильтониану (12) является одним из возможных способов 

решения задачи (1), (4), (10). Другие способы решения задачи приведены в 

работе [7]. Гипотеза о расширении ограничения имеет место в случае, когда 

от неравенства (3) осуществляется переход к его минимальному значению 

( )
ˆmin ( , , , )

ОW
=

nn
n f x

t
J h y . 

Решение задачи (1) – (4) следует начинать с проверки отсутствия триви-

ального решения, то есть решить задачу (1), (5) и проверить выполнение 

условий (2), (3) при неуправляемом движении подсистемы (2).  

Выводы. Таким образом, применение принципа расширения не только 

позволяет заменить исходную задачу оптимизации со сложными ограничени-

ями другой, более простой задачей, где исключены перекрестные связи, но 

при этом ее решение удовлетворяет заданным требованиям и совпадает с ре-

шением исходной задачи.  

Предложенный метод построения оптимальных траекторий, состоящий в 

применении принципа расширения не только к критерию оптимизации и век-

тору фазового состояния ракеты-носителя, но и к ограничениям, накладыва-

емым на траектории отделяющихся ракет, позволит удовлетворить как ос-

новные, так и альтернативные требования к оптимальным траекториям, а 

также эффективно использовать энергетические ресурсы составной динами-

ческой системы при выведении группы наноспутников на околоземную ор-

биту. 
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