
Математическое моделирование — прикладные аспекты

45Technology audit and production reserves — № 6/3(8), 2012, © B. Shifrin

ISSN 2226-3780

УДК 629.3.015.5

Пример изучения колебаний 
пневмошасси

В статье описан пример применения теории поликомпонентного сухого трения для изучения 
колебаний механической системы с пневмоколесом. Колебания обусловлены зависимостью нор-
мальной реакции опорной поверхности от времени. 
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Изучение колебаний шасси автомобилей, само­
летов, скутеров, автопоездов актуально, поскольку 
способствует повышению безопасности движения, 
ресурса и комфортабельности. В [1] обращено вни­
мание на существование механизма поперечных 
колебаний опор шасси, обусловленного временной 
зависимостью нормальной реакции опорной поверх­
ности N N t= ( ) ,  t  — время в секундах, и уводом 
пневмоколеса. Само существование такого механизма 
представляется очевидным. Однако обсуждаемый 
механизм изучен слабо. С развитием теории поли­
компонентного сухого трения [2—4] появилась воз­
можность его подробного теоретического изучения.

Обратимся к рис.  1. 
Цифрой «1» выделен 
фрагмент корпуса маши­
ны, к которому в точке B 
присоединена изучаемая 
механическая система  
с  пневмоколесом. Циф­
рами «2», «3» обозначе­
ны пневмоколесо и пру­
жина, жесткость которой 
определяется жесткостя­

ми элементов цепи «рулевое колесо — пневмоко­
лесо». Пневмоколесо установлено с выносом назад, 
C  — его центр масс. Показаны также элементарная 
часть пневмоколеса « i » и ось его качения — ось z .   
Пневмоколесо в режиме управления повернуто на  
угол χ0 = >const Ucr ,  после чего управление за­
блокировано и происходят колебания φ( ) ,t  где 
φ ϕ χ( ) ( ) ,t t= − 0  а Ucr  — угол увода, при превыше­
нии которого на всем участке контакта с опорной 
поверхностью происходит боковое скольжение. Дви­
жение пневмоколеса относительно корпуса машины 
определяется функцией φ( ) ,t  которую следует из­
учить с помощью математической модели. 

Выделим частный случай движе­
ния машины. Пусть точка B  дви­
жется со скоростью V = const  по 
дуге окружности радиуса R .  Тогда

ω θ ω
θ θ

θ θ= = =
= = −
V R t

V V V VBX BZ

const , ,

cos , sin . 	 (1)

Задачу решим при условии (1) и предположе­
нии реализации чистого увода [5].

Последовательно находим:

 


V V i V ki iX iZ= + , 	 (2)

V ViX iZ,  — проекции абсолютной скорости точ­
ки « i » на оси O Xg g  и O Zg g ,  соответственно,

V V r V V riX i iZ i= + = − + }cos sin , sin cos ,θ θΩ Θ Ω Θ 	(3)

где Ω = +ω ωθ φ ,  ω ξ ξ θ φξ = =d dt , , ;  Θ = +θ ϕ ; ri  —  
расстояние от точки « i » до точки B .

Напомним, ω ω ωθ φ φ= =const, ( ).t  Далее находим

V V V r ri i i
2 2 2 22= + +Ω Ωsin ;ϕ  Lgr T Ue e= − ,  

U c re C= 1
2

2
φ φ( ) ,

где Lgr  и T Ue e,  — функция Лагранжа, а также 
кинетическая и потенциальная энергии системы; 
cφ  — жесткость пружины; rC  — расстояние между 
точками B C, .  Находим

T m V V re C Bп = + +1
2

2 1
2

2 2Ω Ωsin ,ϕ ρ

где rB  — радиус инерции пневмоколеса относи­
тельно точки B .  Далее считаем, что ρB Cr= .

Получим уравнение Лагранжа 2-го рода:

φ φ ω ωφ φ+ = − −C F m r M m rC C0
2 2 2( ) ( ) ,п п 	 (4)

где точками обозначено дифференцирование по 
безразмерному времени τ ω ωφ φ φ1 = =t c m, ;п  
C V rC0

2= =( ) ( )ω ωθ φ const .  Уравнение получено при  
приближении cos , sin .ϕ ϕ ϕ= =1

Представим аналитические выражения для по­
перечной силы трения и восстанавливающего момен­
та (рис.  1):

где f m* *,  — такие безразмерные функции:

f W W b r m r a W r* * * * * * *( ), ( ) ( ) ,= + = ⋅ + }п п пΩ Ω Ω3
16

π 	 (6)

a b* *,  — безразмерные постоянные поликомпо­
нентного сухого трения, a* ,= 15 16π  b* ( ) .= 8 3π

 

Рис. 1. Расчетная схема

F Nf W r W W M Nr m W r= ⋅ = ⋅ }µ µ* * * * * * *( , , ) , ( , , ) ,п п п пΩ Ω Ω Ω 	 (5)
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Положим

N t N t r r N tN N( ) [ sin( )] ; [ ( )] ,* *= + =0 1 ε ω 	 (7)

где r R N c* , ;= =2 п п пδ δ δ  N0 = const ,  cδ = const ,  
ωN = const ,  εN = const1,  δп п, R  — обжатие ши­
ны и радиус пневмоколеса, соответственно; cδ  —  
радиальная жесткость шины. Зависимость (7) реа­
лизуется, если, к примеру, колесо имеет статиче­
ский дисбаланс.

Скорость точки C  вдоль оси качения z  равна:

W V VCZ CXп = +cos sin ,Θ Θ 	 (8)

где выражения для скоростей V VCZ CX,  найдем, 
если в (3) индекс « »i  заменим индексом « » .C

Последовательно преобразуем (7), (8) и (5). 
В итоге найдем:

N N n r r n( ) ( ) ; ( ) ( ) ,* * * *τ τ τ τ1 0 1 1 0 1= = 	 (9)

где

n N
N

* sin= + ⋅






1 1ε ω
ω

τ
φ

и    r R N c* , ;0 0 0 02= = =const пδ δ δ

W V rCп ( ) sin ( ) ( ) ,τ ϕ τ τ1 1 1= + Ω

где ϕ τ χ φ τ τ ω ω φ τθ φ( ) ( ) , ( ) ( ) .1 0 1 1 1= + = +Ω 

Введем в рассмотрение пять безразмерных по­
стоянных параметров задачи и две безразмерные 
функции:

p Nξ ξ φω ω ξ θ= =, , ;  α ω βφ0 0 0= =r V r rC C; ;*  

γ µ ωφ0 0
2= ( ) ( ) ;*N m rCп

α φ φ χ φ α φθ( , ) sin( ) ( ) , = + + +0 0 p  

β τ φ α β φ τθ( , ) ( ) ( ) .*1 0 0 1
 = +p n

Теперь вместо (4)—(8) получим:

f b m a* * * *( ) ; ( ) .= + = +α α β β α β

Уравнение (10) проинтегрируем методом Рун­
ге — Кутта при нулевых начальных условиях дви­
жения. Опишем принимаемые параметры задачи:

χ0 0 25= , ;  pθ = 0 125, ;  pN = 0 95, ;  εN = 0 1, ;  

α0 0 2= , ;  β0 0 5= , ;  γ 0 2 0= , .

Осциллограмма ϕ τ( )1  представлена на рис.  2. 
Пунктиром показаны результаты моделирования 
при f m* *; .= = = =const const1 0

В статье с помощью теории поликомпонентно­
го сухого трения изучены крутильные колебания 

пневмоколеса, если ма­
шина движется по кри­
волинейной траектории, 
а нормальная реакция 
опорной поверхности 
зависит от времени, что 
имеет место, если, к при­
меру, пневмоколесо не­
сбалансированно. 
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Приклад вивчення коливань пневмошасі

Б. М. Шифрин

У статті описаний приклад застосування теорії полікомпо-
нентного сухого тертя для вивчення коливань механічної системи 
із пневмоколесом. Коливання зумовлені залежністю нормальної 
реакції опорної поверхні від часу.

Ключові слова: коливання, шасі, тертя, відведення.
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Example of study of vibrations a chassis 
with an air caster

B. Shifrin

The article describes an example of applying the theory of multi-
component dry friction in studying oscillations of mechanical system 
with an air caster. Oscillations are caused by dependence of normal 
reaction of supporting surface on time. 
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Рис. 2. Результаты 

моделирования


