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ПРоекТиРоВание МаТеМаТической Модели длЯ оценки 
надежносТи инфоРМационно-ВычислиТельной сисТеМы 

Данное исследование направлено на решение вопросов про­
ектирования математической модели для оценки надежности и 
производительности сложной информационно­вычислительной 
системы (ИВС), используемого в нефтегазовой отрасли. С этой 
целью в данной статье рассматривается проблема определения 
вероятности безотказного функционирования сложной инфор­
мационно­вычислительной системы. Предложенный подход 
позволяет существенно уменьшить трудоемкость вычисления 
вероятностей сложных событий. 

ключевые слова: программное обеспечение, мониторинг, 
вероятности, информационно­вычислительная система.
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Модель дВижениЯ часТиц  
В МагниТноМ гидРоциклоне

Представлена модель движения частицы в гидроциклоне с радиальным магнитным полем.  
Дан анализ сил, содержащий численные формулы для их расчета и поясняющие изображения;  
выделены силы, влияние которых наиболее значимо в динамике движения частицы. Модель 
основана на подходе Лагранжа и выполнена в цилиндрической системе координат. Приведено 
численное решение систем дифференциальных уравнений.

ключевые слова: модель, магнитный гидроциклон, подход Лагранжа, магнитное поле.

авдеев Б. а.

1. Введение

В статье представлена модель движения одиночной 
частицы в рабочей камере гидроциклона с радиальным 
магнитным полем. Несмотря на широкое применение 
аппаратов инерционного типа, кинетика движения час­
тиц является малоизученной, что сдерживает их со­
вершенствование.

2. Постановка проблемы

Огромное число машин и механизмов различного 
назначения и сферы применения использует для своей 
работы различные типы технических жидкостей. Од­
нако в процессе эксплуатации технические жидкости 

загрязняется различными примесями, самыми опасными 
из которых считаются механические. Последние могут 
значительно ухудшить эксплуатационные показатели 
машин и механизмов, а в отдельных случаях — при­
вести к поломке [1]. В связи с этим возникла острая 
необходимость очистки технических жидкостей, которая 
обусловлена также дороговизной технических жидкос тей, 
но и проблемой ресурсосбережения и защиты окружаю­
щей среды. Поэтому очистка вязких сред от механи­
ческих примесей является одной из наиболее важных 
задач энерго­ и ресурсосбережение не только для нашей 
страны, но и для всего человечества в целом [2].

Среди наиболее используемых технических жидкос­
тей можно выделить смазывающе­охлаждающие; в этих 
жидкостях практически всегда велика концентрация  
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магнитных примесей [3]. При наличии магнитных при­
месей очистка от них может решаться не только тради­
ционными способами (отстаивание, фильтрация, инер­
ционная очистка), но и более эффективными, например, 
с наложением магнитных полей. При незначительных 
капиталовложениях степень очистки вязких сред уве­
личивается на 20—35 %, а в отдельных случаях может 
возрасти в разы [3, 4].

Существует различные магнитные способы очистки 
вязких сред; более подробно о них можно ознакомиться 
в [1]. Одним из наиболее перспективных устройств 
является магнитный гидроциклон, который в последнее 
время завоевывает все большую популярность [1, 4, 5].  
К достоинствам данного устройства можно отнести 
относительно низкую себестоимость и эксплуатацию, 
надежность и высокую эффективность при неизменном 
гидравлическом сопротивлении. Широкому внедрению 
во все сферы народного хозяйства мешает недостаточный 
объем научных исследований. В связи с этим крайне 
необходимы дальнейшие исследования в этой области, 
в частности — исследование процессов, происходящих 
в рабочей камере магнитных гидроциклонов. Целью 
статьи является получения математического выраже­
ния, описывающее движение одиночной частицы или 
флокулы в магнитном гидроциклоне.

3.  информационный анализ исследований 
и публикаций

Базой для изучения магнитных гидроциклонов явля­
ется предыдущие исследования в области инерционной 
очистки вязких сред. Среди множества описаний процес­
сов, происходящих в циклонах и гидроциклонах, наиболь­
шую популярность имеют модели расчета, основанные 
на подходах Эйлера и Лагранжа [6—9]. Подхода Эйлера 
учитывает эффекты взаимодействия фаз и стохастиче­
ский характер движения большой совокупности частиц 
при условии, что многофазная среда рассматривается 
как совокупность многоскоростных континуумов. Для 
каждого из этих континуумов записываются уравнения 
движения в форме Эйлера, а также уравнения сохране­
ния массы каждого из рассматриваемых континуумов. 
Основой для этой модели является уравнения Навье­
Стокса для несжимаемой жидкости (1) и уравнения 
Эйлера для вращательного движения (2) [10]:

∇⋅ = ⋅ ∂
∂ + ∇ + ⋅ ⋅ ⋅∇( ) = ⋅ Δ + ⋅





  



v v
t

p v v v F0; ,ρ ρ μ ρ  (1)

d
dt

I x X n dSi i i
ti

ω ε( ) = − −( ) × ⋅( )
∂∫ Ω ( )

,  (2)

где ∇  — оператор набла, ∆ — оператор Лапласа; ρ —  
плотность вязкой среды, кг/м3; μ — коэффициент ки­
нематической вязкости, м2/с; p — неизвестное давле­
ние, Па; 



v  — вектор неизвестной скорости, м/с; 


F  —  
вектор известной массовой силы, Н; t — время, с; Ii —  
матрица моментов инерции; ωi — угловая скорость 
i­й частицы, с–1; n — единичный нормальный вектор; 
∂Ωi t( ) — пределы интегрирования по объемам, зани­
маемой i­й частицей в момент времени t ; ε — угловое 
ускорение, с–2; Xi — положение центра i­й частицы, м.

К наиболее часто используемых методам модели­
рования турбулентности можно отнести [6, 7, 11, 12]: 
модель осредненных по Рейнольдсу уравнения Навье­ 

Стокса (Reynolds­Averaged Navier­Stokes Models), стан­
дартная k − ε модель турбулентности (Standard k − ε 
turbulence model), модель напряжений Рейнольдса (Rey­
nolds Stress Model) и другие.

Однако на практике использование этих уравнений 
порой бывает не только проблематично, но и невозмож­
но. Для расчетов процесса таким методом требуются 
специальные узкопрофильные программы и сверхмощ­
ная вычислительная техника или сеть, состоящая из 
нескольких персональных компьютеров. Неудобство 
данного метода также заключается в том, что время 
расчета только одного конкретного случая может со­
ставлять десятки часов.

В рамках подхода Лагранжа выписываются урав­
нения движения отдельных частиц в форме второго 
закона Ньютона, в правых частях которых стоят силы, 
действующие на частицу в потоке. Несмотря на кажу­
щуюся простоту описания движения частиц в рамках 
подхода Лагранжа, этот метод также обладает суще­
ственными недостатками. Первый недостаток связан 
с необходимостью решать огромное число уравнений 
движения для совокупности частиц. Так, для описания 
пространственного движения одной частицы требуется 
решить 6 дифференциальных уравнений первого по­
рядка. Проблема становится еще более сложной, если 
возникает необходимость моделирования движения не­
скольких частиц с учетом их взаимодействия. Для того 
чтобы ограничить число вычисления, моделирование 
частиц рассматривается, с меньшим числом частиц, 
чем в реальных системах. Поэтому, если число частиц 
велико, статистический подход по итогам расчетов не­
большого числа частиц является более практичным. 
Вторая проблема связана с тем, что движения частицы 
рассматривается в ламинарном установившемся пото­
ке и отбрасывается стохастический характер движения 
частиц; в реальности поток в гидроциклоне подвержен 
турбулентности, что негативно сказывается результатах 
расчета. В связи с этим, к традиционному подходу Ла­
гранжа применяют и вероятностные методы, которые 
компенсируют неучет турбулентности.

В случае если частица обладает малой инерцион­
ностью, то осредненная скорость за период турбулент­
ной пульсации иметь относительно малую величину 
пульсации скорости, которой можно пренебречь. Таким 
образом, исчезнет необходимости решать полные диф­
ференциальные уравнения движения, базирующиеся на 
уравнениях Навье­Стокса, а достаточно рассмотреть 
уравнение динамического баланса сил.

Надо заметить, что учет турбулентности в обоих 
подходах носит больше приблизительный характер, так 
как до сих пор не выработана единственная модель 
турбулентности [7].

Подведя итоги кратного анализа двух подходов можно 
сформулировать главные отличительные черты. В под­
ходе Эйлера переменные потока зависят от пространства 
и времени, т. е. представлены в виде полей. В Лагран­
жевом подходе рассматриваются отдельные частицы,  
а именно положение и скорость каждой частицы явля­
ется функцией только времени.

4. основная часть

Рассмотрим движения частицы в магнитном гидро­
циклоне на основании подхода Лагранжа.
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Кинетика и извлечение частицы в магнитном гидро­
циклоне будем рассматривать при следующих предпо­
ложениях:

— процесс является установившимся; 
— осредненная скорость движения жидкости по­
стоянна по времени и по сечению;
— тангенциальная составляющая скорости равна 
скорости потока;
— концентрация частиц в объеме, занимаемом в маг­
нитном поле, известна;
— среда не реагентноспособна;
— не учитывается отскок частиц от стенок гидро­
циклона;
— не учитывается тепловая (броуновская) коагу­
ляция частиц в гидроциклоне.
В общем виде сумма сил, действующих на магнит­

ную частицу, будет иметь следующий вид:

m dv
dt

F F F F F F F F F FP C D M G A Mag S V P B



         

= + + + + + + + + + , (3)

где 


FC  — центробежная сила, Н; 


FD  — сила сопро­
тивления среды, Н; 



FM  — магнитная сила, Н; 


FG  —  
гравитационная сила, Н; 



FA  — сила Архимеда, Н; 


FMag  —  
подъемная сила, действующая на вращающуюся час­
тицу (эффект Магнуса), Н; 



FS  — подъемная силу, воз­
никающая за счет сдвига поля течения жидкости (сила 
Саффмана), Н; 



FV  — сила, создаваемая дополнитель­
ной (виртуальной) массой, Н; 



FP  — тяговая сила, соз­
даваемая за счет градиента давления вязкой среды, Н; 


FB  — сила Бассета, Н.
Центробежная сила действует на вращающуюся части­

цу в криволинейном потоке и отбрасывает ее к периферии:







F m R
d v
RC p

p= ⋅ ⋅ =
⋅ ⋅ ⋅

⋅ω
π ρ θ2

3 2

6
,  (4)

где mp — масса частицы, кг; ω — угловая частота вращения, 
об–1; R — радиус вращения частицы, м; ρp — плотность 
частицы, кг/м3; d — диаметр шарообразной частицы, м; 
vθ — тангенциальная составляющая скорости частицы, м/с.

Сила сопротивления среды препятствует движению 
частицы в вязкой среде и направлена всегда в проти­
воположную сторону движения [13]. В общем случае 
сила лобового сопротивления частицы в вязких средах 
определяется по формуле:







F
C S U v

D

D
=

⋅ ⋅ ⋅ −( )ρ
2

2
,  (5)

где CD — коэффициент динамического сопротивления, 
о. е.; ρ — плотность среды, кг/м3; S — поперечное се­
чение частицы, м2; U — скорость потока вязкой среды, 
м/с, v — скорость частицы, м/с.

Коэффициент сопротивления зависит от многих фак­
торов (числа Рейнольдса, формы, вязкости среды)  
и может принимать различные значения; графическая 
зависимость между коэффициентом сопротивления CD 
и числом Рейнольдса Re приведена на рис. 1, анали­
тическая — формулой (6) [14]:
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⋅
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Рис. 1. Зависимость между коэффициентом сопротивления CD  

и числом Рейнольдса Re [15]

Коэффициент сопротивления также можно рассчи­
тать по асимптотической формуле Клифта и Ковена 
для Re ≤ 2 · 105:

CD = ⋅ + +
+





−

24 1 0 15 0 0175
1 42500

0 687
116Re

, Re , Re
Re

.,
,  (7)

Однако следует отметить, что существует несколько 
различных формул определения CD, различия между 
которыми не существенны и вполне пригодны для их 
практического применения.

Для частицы, движущейся возле стены, сила со­
противления среды зависит от расстояния частицы до 
поверхности [15]. Бреннер, проанализировав сопротив­
ление, действующее на частицу, движущуюся по направ­
лению к стене, (рис. 2, а), дает формулу эмпирического 
коэффициента сопротивления:

C
d

hD
p= ⋅ + ⋅







24 1
2Re

.  (8)

 
а б

Рис. 2. Движение частицы по направлению:  
а — к стенке; б — параллельно ей

Для частицы, движущейся параллельно стене, как 
показано на рис. 2, б, сила сопротивления должна ме­
няться. При большом расстоянии от стены, Факсон 
предложил следующую формулу:
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В динамике жидкости коэффициент коррекции Кон­
нингема (другое название — поправочный коэффициент  
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скольжения Коннингема) используется для учета эффек­
тов невязких сред при расчете сопротивления мелких 
частиц. В соответствии с этим, коэффициент сопро­
тивления примет следующий вид [16]:

′ =C C
CD

D

K
,  (10)

где CK — коэффициент коррекции Коннингема, о. е.
В общем виде CK можно записать как:

C
d

A A eK
p

A d

= + ⋅ ⋅ + ⋅





− ⋅

1 2
1 2

3l l ,  (11)

где l — длина свободного пробега, м; A1, A2, A3 — экс­
периментально найденные коэффициенты, о. е.

В виду того, что аппараты циклонного типа нередко 
работают в условиях агрессивных среды, то целесообраз­
но использовать реальную длину свободного пробега:

l l= ⋅

 ⋅
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, /
, /

,  (12)

где l0 — длина свободного пробега при нормальных 
условиях, м; T0 — нормальная температура, 296,15 К; 
P0 — нормальное давление, 101,3 кПа; T — температура 
внутри аппарата, К; P — давление внутри аппарата, кПа.

Для газа экспериментальные коэффициенты состав­
ляют: A1 = 1,257; A2 = 0,4; A3 = 0,55. Применение коэф­
фициента Коннингема имеет смысл только для суб­
микронных частиц и меньше. Например, для частицы 
с диаметром dp = 10 мкм CK составит только 1,018 ; для 
частицы с диаметром dp = 1 мкм CK составит только 
1,176. Очевидно, что для расчета магнитных гидро­
циклонов, имеющих диаметр среда не менее десятка  
микрон, использования коэффициента Коннингема  
в формуле сопротивления среды лишено практического 
смысла. Поэтому использование CK имеет место только 
при расчете высокоэффективных воздушных цикло­
нов. Упрощенная формула для расчета CK, удобная для 
применения расчетов газовых циклонов (dp ≥ 0,1 мкм) 
выглядит следующим образом:

C
dK

p
= + ⋅1 2 52, .l  (13)

Данная формула рассматривает движения шарообраз­
ной частицы. Так как в большинстве случаев механиче­
ские примеси имеют вид частицы неправильной формы, 
то вводят поправку на несферичность частицы [17]; 
сила сопротивления, выраженная через эквивалентный 
объемный диаметр, имеет вид:

 



F C C d U vD D K W p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −( )−π j ρ
8

1 2 2
2
,  (14)

где jW — коэффициент несферичности частицы, о. е.
Величина магнитной силы, действующей на частицу, 

определяется выражением [3]:


FM = ⋅μ0 ⋅ ⋅ ⋅∇V H H
 

,  (15)

где μ π0
74= = ⋅ −const  — магнитная постоянная, Н/А2; 



H  — напряженность поля, А/м;  — магнитная вос­
приимчивость, о. е.; V — объем частицы, м3.

Сила гравитации известна со школьного курса фи­
зики и поэтому не нуждаеться в пояснении:





F m gG p= ⋅ .  (16)

Сила Архимеда возникает в вязких средах и в общем 
виде ее можно записать для частицы, находящейся во 
вращательном движении:

  





F F F
m v

R
m gA AC AG

f
f= + =

⋅
+ ⋅θ

2

,  (17)

где mf — масса жидкости, вытесненной частицей, кг.
Для того чтобы упростить расчеты, влияние силы 

Архимеда вводят в формулу массы: 
π

ρ ρ
⋅

⋅ −( )d p
p

3

6
.

Сила Магнуса возникает при обтекании вращающе­
гося тела потоком вязкой среды. Образуется сила, воз­
действующая на тело и направленная перпендикулярно 
направлению потока (рис. 3, а). Сила Магнуса вызвана 
перепадом давления между обеими сторонами частицы 
в результате разности скорости из­за поворота [15]:

 



F C d U vMag Mag p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −( )π ρ
8

2
2
,  (18)

где СМag — коэффициент подъемной силы, о. е.

SF


vU


pω

MagF


U


v

Траектория 
движения

а б  
Рис. 3. Действие сил: а — Магнуса;  
б — Саффмана на частицу в потоке

Коэффициент подъемной силы Магнуса зависит от 
различных факторов (угловой частоте вращения во­
круг своего центра, шероховатости поверхности частицы 
и т. д.), однако на сегодняшний день существует только 
полуэмпирическая формула расчета СМag для гидрав­
лически гладкой шарообразной частицы [16]:
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⋅ −( ) = ∇ ×

Ω
Ω

2
; .  (20)

Коэффициент подъемной силы может быть определен 
из графиков экспериментальных данных с использова­
нием числа Рейнольдса и коэффициента вращения. Для 
коэффициентов вращения от 0,5 до 4,5 СМag находится  
в диапазоне от 0,2 до 0,6. В виду малости этой величи­
ны можно принять СМag = 0,4. Если скорость вращения 
достаточно велика, силы Магнуса может существенно 
повлиять на движение частиц. 

Если частица движется в потоке с неравномерным 
распределением давления в поперечном направлении 
потока, то на нее будут действовать подъемная силы, 
направленная перпендикулярно к потоку. Данная сила 
известна как сила Саффмана (рис. 3, б). Перемеще­
ния частицы происходит из­за инерционных эффектов  
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в вязком потоке вокруг частицы и принципиально от­
личается от аэродинамического подъемной силы Жу­
ковского [14]:

F d U vS p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −( )⋅ ⋅1 615 2, sgn( ),ρ υ γ γ   (21)

где γ = ∂
∂
U
R

 — скорость сдвига, с–1; υ — кинематическая 

вязкость среды, м2/с.

Помимо силы гравитации на частицу действует 
и силы «виртуальной массы», большей известной как 
эффект дополнительной массы [7]. Он объясняеться 
тем фактом, что при ускорении частицы их состояния 
покоя, окружающая жидкость также должна ускоряться.







F C m DU
Dt

Dv
DtVM V p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −







0 5, ,ρ  (22)

где CV — коэффициент дополнительной массы, примерно 
равный 1, о. е.; D/Dt — производная Лагранжа. Для 
простоты расчетов эффект дополнительной массы учи­
тывается в выражении массы частицы. Таким образом, 
масса частицы с учетом сил Архимеда и «виртуальной 

массы» можно записать как 
π

ρ ρ
⋅

⋅ − ⋅( )d p
p

3

6
0 5, .

Градиент давления, возникающий в гидроциклоне, 
воздействует на обтекаемую жидкостью частицу сле­
дующим образом [6]:





F
m

pP
p= − ⋅∇ρ ,  (23)

где p — даление в гидроциклне, Па.
Сила Бассета возникает в связи с отставанием погра­

ничного слоя жидкости при изменением относительной 
скорости частицы, движущейся в жидкости. Иными 
словами, быстрота изменения движения частицы будет 
зависить не только от мгновенной скорости относительно 
жидкости, но и от предыдущего движения, посколько 
жидкости не хватает времени для полного изменения 
своей скорости из­за инерции [9]:
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⋅
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∂∫3
2

12

0

π ρ μ
τ τ τ .  (24)

С учетом центробежной силы проекции скоростей 
и ускорений частицы на оси координат будут следую­
щими [13]:
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Для расчета магнитной силы используем регрес­
сионную модель распределения напряженности маг­
нитного поля:
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Высчитаем частные производные:
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Подставляя уравнения (5, 8, 9, 15, 17, 18, 21, 22, 
25, 27) в уравнение (3), разложенное на оси цилинд­
рической системы координат, получим следующую си­
стему, описывающие движение частицы в магнитном 
гидроциклоне:
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Система уравнений второго порядка не имеет ана­
литического решения, поэтому для ее решения целе­
сообразно использовать численные методы расчета [18]. 
Результаты моделирования без учета турбулентности 
представлены на рис. 4.

Рис. 4. Модель движения частицы в магнитном  
гидроциклоне
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5. Выводы

Исследовалось движение одиночной частицы в ра­
бочей камере гидроциклона с радиальным магнитным 
полем. Составлена математическая модель в цилинд­
рической системе координат на основании подхода Ла­
гранжа. Помимо модели движение одиночной частицы, 
проведен детальный анализ сил действующих на части­
цу в криволинейном потоке. Т. к. флокулообразование  
в аппаратах инерционного типа с наложенным маг­
нитным полем является одним из наиболее значимых 
факторов, влияющих на эффективность очистки вязких 
сред, то кинетика частиц с коагуляция в криволинейном 
потоке требует дальнейших исследований. Однако эта 
задача не может быть решена без модели движения 
одиночной частицы.
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Модель Руху часТок В МагніТноМу гідРоциклоні

Приведена модель руху частинки в гідроциклоне з ра­
діальним магнітним полем. Мається аналіз сил, що містить 
чисельні формули для їх розрахунку і пояснювальні зображен­
ня; виділені сили, вплив яких найбільш значимо в динаміці 
руху частки. Модель базується на підході Лагранжа і вико­
нана в циліндричній системі координат. Приведено чисельне 
рішення систем диференціальних рівнянь.

ключові слова: модель, магнітний гідроциклон, підхід Ла­
гранжа, магнітне поле.
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