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статистиЧеское исследоВание сигналоВ систеМы 
оПределения Показателей каЧестВа Природного газа

В работе проведен факторный анализ сигналов измери-
тельной системы. В частности, получены описательные статис-
тики, корреляционная матрица, матрица факторной нагрузки 
и ее геометрическая интерпретация. Была получена наглядная 
структура факторов, которые влияют на процесс измерения. 
Доказана корректность исследования качественных показате-
лей природного газа, которые выполняются измерительной 
системой с помощью изучения влияния этих двух факторов.

ключевые слова: факторный анализ, корреляционная мат-
рица, влажность природного газа, статистические характерис-
тики, фактор.
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Модель аВторегрессии — 
сПектрально ПроинтегрироВанного 
скользяЩего среднего

В статье рассматривается развитие метода БоксаДженкинса, основанное на совместном 
использовании идей методов «Гусеница»SSA и БоксаДженкинса. Предложена модель авто
регрессии — спектрально проинтегрированного скользящего среднего, реализующая трендовый 
подход, который заключается в моделировании процесса как отклонения фактических значений 
относительно трендовой составляющей, в роли которой выступает линейная рекуррентная 
формула метода «Гусеница»SSA.

ключевые слова: прогнозирование временных рядов, структурная идентификация, метод 
БоксаДженкинса, метод «Гусеница»SSA.

Щелкалин В. н.

1. Введение

В методе Бокса-Дженкинса уделено особое внима-
ние проблеме выбора модели и ее оцениванию. В это 
методе используются идеи, что нестационарные времен-
ные ряды можно преобразовать в стационарные путем 
перехода от исходного временного ряда к его разностям 
соответствующего порядка d = 1, 2 и т. д. [1—6]. В [7] 
указывается, что игнорирование длинной памяти, когда 
она в действительности имеет место, приводит к более 
серьезному ухудшению результатов, чем ее наложение 
при отсутствии таковой.

2.  анализ литературных данных  
и постановка проблемы

Анализ литературы позволяет сделать вывод о том, что 
дальнейшим распространением моделей метода Бокса- 
Дженкинса для моделирования нестационарных времен-
ных рядов являются модели авторегрессии — дробно 
интегрированного скользящего среднего [8] и модели 
метода ОЛИМП.

Теория прогнозирования, которая рассматривается 
в данной статье, основана на методах Бокса-Дженкинса 
и «Гусеница»-SSA. Предлагается модель авторегрессии —  
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спектрально проинтегрированного скользящего сред-
него (АРСПСС). 

3. Модель прогнозирования

Модель АРСПСС (p+ , L, r, q∗) можно записать сле-
дующим образом:
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 — полином от опе-

ратора задержки B и его коэффициенты определяются, 
как и коэффициенты линейной рекуррентной форму-
лы (ЛРФ) метода «Гусеница»-SSA; L — длина окна 
метода «Гусеница»-SSA, r — количество первых соб-
ственных троек сингулярного разложения траектор-
ной матрицы в. р., отобранных на этапе группировки 
метода «Гусеница»-SSA [9]. Остальные обозначения 
модели (1) приведены в [4].

Удобство введения оператора задержки по времени B 
заключается в том, что во многих случаях с ним можно 
работать также, как с обыкновенным действительным 
или комплексным числом x. Так, например, для моде-
ли АРПСС (p, 1, q) имеем: 
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Используя формулу геометрической прогрессии
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получим:

ϕ θp t q t t tB y B a a a( ) = ( ) + + +…( )− −1 2 .

Отсюда и в названии модели понятие — «проинтег-
рированного скользящего среднего».

Уравнения ϕ p B( ) = 0, θq B( ) = 0 называются характе-
ристическими уравнениями авторегрессии и скользящего  
среднего соответственно. Корни характеристическо-
го уравнения ϕ p B( ) = 0  определяются из уравне-
ний 1 01
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корни характеристического уравнения авторегрессии 
B B Bp p p
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2
2 0 представим его левую 

часть в виде разложения на множители:

ϕ p pB h B h B h B( ) = −( ) −( )… −( )1 1 11 2 .

Говорят, что характеристическое уравнение ϕ p B( ) = 0 
имеет корень B h= −1 ,  если его разложение имеет мно-
житель 1−( )hB .  Аналогично определяются корни ха-
рактеристического уравнения скользящего среднего. 
Алгебраическое уравнение ϕ p B( ) = 0  степени p имеет 
ровно p корней. Если все p корней характеристическо-
го уравнения различны, то общее решение уравнения 
ϕ p tB y( ) = 0 имеет вид:
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где ci  — произвольные постоянные.

Если же какой-либо корень j имеет кратность m, то 
вместо слагаемого c hj j

t  в сумму войдет комбинация вида:
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Если среди корней содержатся пары комплексно-
сопряженных чисел, то в сумму:
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должна входить комбинация:

ch c h c h e e c h tt t t i t i t t+ = +( ) = +( )∗ ∗ +( ) − +( )ω ϕ ω ϕ ω ϕ2 cos ,

где c c ei= ϕ  и ∗  — знак комплексного сопряжения; 
c c e i∗ −= ϕ ,  ω  — фаза комплексного числа [3].

В таких моделях минимальный по модулю корень 
характеристического полинома является индикатором 
поведения прогнозирующей функции при больших l (l —  
глубина прогноза). Прогнозирующая функция убывает 
экспоненциально, если все корни характеристического 
уравнения по модулю больше единицы. В случае, когда 
по крайней мере один, в том числе и кратный, корень 
по модулю равен единице, прогнозирующая функция 
ведет себя как l tm− +( )1 cos ,ω ϕ  m — кратность корня. 
В частном случае действительного корня B = 1 про-
гнозирующая функция ведет себя как l m−1 .  Если ми-
нимальный корень по модулю равен единице, то такой 
ряд называется слабонестационарным [3]. Если хотя 
бы один корень по модулю меньше единицы, то про-
гнозирующая функция экспоненциально растет и может 
быть применима для прогнозирования нестационарных 
процессов. Такие процессы называются сильнонестацио-
нарными. Именно такие случаи могут быть рассмотрены 
в методе «Гусеница»-SSA.

Полином в (1) ′ ( )g B  можно рассматривать как по-
лином порядка L относительно B, поэтому ′ ( )g B  можно 
представить в виде:

′ ( ) = −( ) × −( ) −( )g B h B h B h BL1 1 11 2 ... .

Для получения характеристических уравнений, как 
было сказано выше, требуется замена оператора сдвига 
назад на комплексную переменную. Тогда представле-
ние для обратного оператора можно получить разлагая 
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Отсюда и происходит в названии понятие — «спект-
рально проинтегрированного скользящего среднего».
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Корреляционная функция процесса АРСПСС (0, L, r, 0) 
определяется следующим образом:
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Тогда автокорреляционная функция имеет вид:
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4.  результаты применения предложенной 
модели прогнозирования

Продемонстрируем применение модели АРСПСС на 
примере прогноза временного ряда потребления природ-
ного газа (объемы ежедневного потребления (рис. 1)). 
Длина окна является основным параметром базового 
алгоритма SSA. Наиболее детальное разложение и луч-
шая разделимость детерминированной составляющей от 
шумовой достигается при выборе длины окна, приблизи-
тельно равной половине длины ряда n = 950. Выберем 
L = 469. На рис. 2 изображены единичная окружность  
и корни характеристического уравнения ′ ( ) =g B 0.  Ана-
лиз собственных значений траекторной матрицы времен-
ного ряда показал, что к детерминированной составляю-
щей можно отнести первые пять собственных троек 
r = 5 сингулярного разложения траекторной матрицы 
ряда. В результате получена модель:

и прогноз с глубиной l = 145, представленный на рис. 1.

рис. 1. Временной ряд потребления  
природного газа и прогноз

рис. 2. Единичная окружность и корни характеристического 
уравнения g ′(B ) = 0 (а), единичная окружность и корни 

характеристического уравнения g ′(B ) = 0 вблизи точки (1, 0) (б )

а б

4. Выводы

Похожий результат можно получить и моделя-
ми АРСС высокого порядка. Однако, по количеству 
параметров модель становится низкосортной согласно 
критериям Акайке и Шварца. Предложенная же мо-
дель АРСПСС идентифицирует долгосрочную зависи-
мость процесса лишь двумя параметрами L и r.
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Модель аВторегресії — сПектрально інтегроВаного 
коВзного середнього

У статті розглядається розвиток методу Бокса-Дженкінса, 
яке засноване на спільному використанні ідей методів «Гу-
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сениця»-SSA і Бокса-Дженкінса. Запропоновано модель авто-
регресії — спектрально інтегрованого ковзного середнього, 
що реалізує трендовий підхід, який полягає в моделюванні 
процесу як відхилення фактичних значень відносно трендової 
складової, в ролі якої виступає лінійна рекурентна формула 
методу «Гусениця»-SSA.

ключові слова: прогнозування часових рядів, структурна 
ідентифікація, метод Бокса-Дженкінса, метод «Гусениця»-SSA.
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статистиЧеская оБраБотка 
сВерхМалых ВыБорок слуЧайных 
углоВ

Статья посвящена статистическому анализу выборок случайных углов очень малого объема.  
Основной целью работы является разработка и экспериментальное исследование новой методики 
статистической обработки угловых величин, полученных из различных источников и сфер дея
тельности. В основу положен метод бутстреп. Разработанная методика позволяет повысить 
точность оценивания выборочного кругового среднего и его доверительного интервала. Приведены 
результаты экспериментальных исследований.

ключевые слова: случайный угол, выборочные круговые характеристики, неопределенность, 
бутстреп.
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1. Введение

Результаты измерений в соответствии с националь-
ными и международными стандартами [1, 2] должны 
сопровождаться показателями точности. В качестве та-
ких показателей чаще всего используют расширенную 
неопределенность U либо доверительный интервал Δд.

Распределение результата измерения случайной ве-
личины, основываясь на результатах предварительных 
измерений, как правило, принимают приближенным 
к гауссовскому [3]. При наличии достаточной статис-
тики выполняют проверку на гауссовость по одному 
из известных критериев — Колмогорова, хи-квадрат.

Однако такие критерии предусматривают построение 
по данным наблюдения гистограммы, и, следователь-
но, имеют ограничения при применении к выборкам 
менее 35 значений. И даже при таком объеме данных 
имеют нестабильный результат. На практике не ред-
ко встречаются случаи, когда выборка, полученная по 
результатам наблюдений, не превышает 10 значений. 
Это обусловлено, прежде всего, высокой стоимостью 
проведения эксперимента либо невозможностью его по-
вторного проведения. Общепринятого критерия сверх-
малой выборки нет. Будем использовать этот термин 
при n ≤ 9 [4]. Обработка сверхмалых выборок требует 
специфического подхода, за исключениями ситуаций, 
когда закон распределения случайного угла известен.

Традиционный метод расчета и представления резуль-
тата измерений случайных угловых данных предусматри-
вает получение по результатам измерений выборки углов 
определенного объема, определение выборочных круговых 
среднего и стандартного отклонения, оценки неопределен-

ности измерений. Оценку неопределенности рассчитывают 
как симметричный относительно выборочного кругового 
среднего интервал значений углов, величина которого 
формируется как удвоенное произведение выборочного 
кругового стандартного отклонения и фактор покрытия 
для заданного уровня доверия и известного закона рас-
пределения случайной угловой величины. Применение 
традиционного метода к сверхмалым выборкам, закон 
распределения которых априорно неизвестен, необосно-
ванно и может привести к грубым погрешностям.

2.  анализ литературных данных  
и постановка проблемы

В работе [5] приведена и экспериментально апро-
бирована методика оценивания основных выборочных 
круговых характеристик — среднего, моды, медианы, 
по выборкам объемом до 100 значений.

Цель работы — разработать и экспериментально 
исследовать методику оценивания точечных и интер-
вальных характеристик случайных угловых величин по 
выборкам сверхмалого объема, принадлежащим к ап-
риорно неизвестному закону распределения.

3. результаты исследований

Задачу оценивания результатов измерения случайных 
углов по выборкам сверхмалого объема предложено 
решать на основе бутстреп метода [4—6]. Бутстреп ме-
тоды статистической обработки данных известны с 70-х 
годов ХХ века. Их преимущество состоит в увеличении 
статистики без увеличения входных данных.


