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Разработка обобщенного подхода к формированию 
кривых и поверхностей действительного пространства 
на основе изотропных характеристик

В работе предложен обобщенный подход к моделирова­
нию объектов трехмерного действительного пространства, если 
задаются нулевые характеристики в мнимом пространстве. 

В качестве изотропных характеристик для моделирования 
кривых применяются изотропные отрезки, многоугольники, 
изотропная длина кривой, изотропные кривизна и кручение. 
Для отображения полученных объектов выполняется выделе­
ние действительной и мнимой части, после чего проводится 
исследование полученных абстракций.

Ключевые слова: изотропная кривая, изотропная кривизна, 
изотропное кручение, изотропная сетка, нулевые характеристики.
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1.  Введение

В работе рассмотрена математическая модель со­
вместного существования двух биологических видов (по­
пуляций) типа «хищник — жертва», называемая моделью 
Вольтерра-Лотки. Эта и более сложные модели были 
разработаны в начале ХХ века итальянским матема­
тиком В.  Вольтерра, глубокие исследования которого 
в  области экологических проблем заложили фундамент 
математической теории биологических сообществ — так 
называемой математической экологии  [1].

За это время появилось несколько значительно более 
детальных моделей экосистем и биоценозов значитель­
но большей размерности. Но, как видно из работ по 
динамике систем за последние два десятилетия, новые, 
часто неожиданные, эффекты проявляются и  в  таких, 
сравнительно простых моделях как уравнения Лотки-
Вольтерра. Помимо экологии, результаты конкурентного 
взаимодействия субъектов в ограниченной области име­
ют очевидное применение в макроэкономике, психологии 
и в исследовании операций, например, в  теории диффе­
ренциальных игр. Настоящее исследование показывает, 
что неустойчивая, часто — хаотическая динамика систем 

является ситуацией общего положения, а не редким 
явлением как считалось ранее.

2.  Постановка проблемы

В настоящей работе содержится исследование меха­
низмов развития неустойчивости в модели сосуществова­
ния двух достаточно многочисленных видов в  замкнутом 
ареале и результаты их численного анализа.

Объектом исследования является процесс динамики 
сосуществования видов «жертв» и «хищников» в среде 
их обитания при периодическом внешнем воздействии; 
предметом исследования — модели Лотки-Вольтерра 
с  возмущенной правой частью.

Цель работы — проведение численных экспериментов 
для исследования устойчивости периодических про­
цессов в эволюционных моделях.

3. А нализ литературных данных

Эффекты неустойчивости движений в детермини­
рованных нелинейных системах, еще совсем недав­
но  не привлекавшие интереса в рамках традиционных  
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стереотипов классической механики и теории колебаний, 
сейчас уже представляется как научно обоснованное 
явление фундаментальной и практической значимости. 
Об этом свидетельствует увеличивающийся поток науч­
ной информации в виде научных статей  [2], в частнос­
ти, в работе  [3] приведено теоретическое обоснование 
результатов расчета по рассмотренной ниже модели.  
В докладах  [4,  5] показаны возможные сценарии пере­
хода к хаотическому движению в таких экологических 
системах через бифуркации. Модель Лотки-Вольтерра 
и ее обобщения широко используются, например, в  ра­
ботах по биологии  [6,  7], по экологии  [8,  9] и эконо­
мике. В работе  [10], в частности, показано, что после 
незначительной модификации трофической функции, 
модель адекватно описывает взаимоотношение секторов 
производства и поставок.

Теория предсказывает, что при наличии определенных 
типов внешних воздействий со стороны среды на такую 
систему, ее устойчивость может нарушаться, и движения 
приобретают квазислучайный вид  [11,  12]. Настоящая 
работа является продолжением исследований, опубли­
кованных автором в  [13].

4. � Математическое описание  
и модель объекта

В работе рассматривается в малом ареале (остров) 
экосистема из двух видов:

1)	 «жертвы» — в отсутствии хищников могут раз­
множаться неограниченно;
2)	 «хищники» — размножение ограничено числен­
ностью жертв.
Численность тех и других достаточно велика, и  ме­

няется гладко во времени.
Первоначальная автономная система  (1) возбужда­

ется малым по амплитуде периодическим колебанием 
размножения одного или обоих видов этой экосистемы.

Базовая модель Лотки-Вольтерра имеет вид:
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где r s, , ,γ γ1 2  — положительные константы — мальту­
зианские и трофические коэффициенты, соответственно; 
x — число особей жертв; у — число особей хищников; 
x, y  >>  1.

Проблема состоит в исследовании поведения систе­
мы, характеризующейся близостью периода T циклов  
невозмущенной системы (1) и периода возмущения (1/Ω) 
неавтономной правой части, где Ω — бифуркационный па­
раметр всех частных моделей, полученных из базовой (1).

Поведение моделей исследуется вдали от начала: 
t  >>  0.

Во всех случаях периодического возмущения базовой 
модели для численного решения задачи Коши типа (1, 2),  
соответствующие модели приводятся к форме:
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начальных условиях (x(0),y(0))  =  (x0,y0) для каждой 
траектории.

Здесь автономное слагаемое вектора правой части 
системы (2) для всех моделей одинаково и имеет вид:
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Для рассматриваемых моделей возмущающие сла­
гаемые в (2) имеют вид: 
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В первой модели более гладким, чем исследованные 
в [13], колебаниям подвержена скорость изменения чис­
ленности особей x, например, в следствии изменений 
природных условий.

Во второй модели периодическим колебаниям под­
вержена сама численность особей x. Это может быть 
вызвано охотой на «жертв» со стороны третьего субъекта 
деятельности экосистемы.

5. �Ч исленный анализ возмущенных 
моделей

5.1.  Модель 1. Синусоидальное возмущение прирос
та «жертв» P1(m,W,t). Приведены результаты работы Math­
Cad-программы — график решения по точкам (рис. 1) для 
численности «жертв». Бифуркационный параметр — Ω 
мало отличается от частоты 1/T цикла в (2); r, s, g0, g1 —  
нормированные к 1 параметры из (1); при этом T  ≈  1.

В полном соответствии с теорией, описанной в ра­
ботах  [3,  12], численное решение x(t) показывает, что 
амплитуда колебаний меняется нерегулярно, с тенден­
цией к неограниченному увеличению с ростом t.

 
Рис. 1. Решение X (t ) для «жертв» в модели 1

5.2.  Модель 2. Синусоидальное возмущение числен-
ности «жертв» с аналогичными параметрами: P2(m,W,t).  
На графике  (рис.  2) видна «перемежаемость», харак­
терная для состояний вблизи странного аттрактора,  
и нелинейные искажения синусоиды. Одинаковые перио­
дические возмущения прироста и численности демон­
стрируют разную динамику системы; фазовый портрет 
несимметричен, в отличие от модели 1.

 

Рис. 2. Фазовый портрет «жертва» (Х ) — «хищник» (Y ) для модели 2
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Численный эксперимент показал, что и для этих 
моделей траектории, имеющие близкие начальные ус­
ловия, со временем демонстрируют свойства «разбега­
ния» и «перемешивания», характерные для странного 
аттрактора.

6.  Выводы

Проведено исследование сосуществования двух био­
логических видов в замкнутой экосистеме с внешним 
возмущением популяций, которое моделируется малым 
по амплитуде синусоидальным возмущением правой 
части известной системы уравнений Лотки-Вольтер­
ра. Качественная теория дифференциальных уравнений 
предсказывает неограниченные хаотические движения 
неавтономной системы вблизи периодического решения 
автономной при совпадении периодов. Численные экс­
перименты показывают, что:

1)	 фазовые портреты систем имеют вид 2-мерной 
проекции нерезонансного тора;
2)	 синусоидальное воздействие на популяцию, как 
путем изменения скорости размножения одного из 
видов, так и самой численности, приводит к не­
периодической динамике системы;
3)	 в работе определены параметры возмущений, 
приводящие вблизи «резонанса» W  =  1/T, как к не­
периодическому росту популяций  (модель  1), так 
и к непериодическим движениям в конечной об­
ласти  (модель  2), или к стабилизации вблизи нуля.
Все это подтверждает, что даже достаточно прос­

тые модели экосистем выявляют их неустойчивость —  
чувствительность к малым внешним возмущениям. По­
мимо экологии, эти результаты найдут применение  
в макроэкономике при исследовании конкуренции субъек­
тов экономической деятельности — фирм, компаний  
и государств.
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Чисельне дослідження стійкості у системах Лотки-
Вольтерра зі збуренною правою частиною

За допомогою чисельного експерименту досліджено основні 
ефекти збудження правої частини рівнянь, що характеризують 
модель співіснування двох видів при слабких періодичних зов­
нішніх впливах на чисельність та швидкість їх розмноження. 
Досліджено стійкість чисельного розв’язку при частотах впливу, 
близьких до частоти циклу незбуреної автономної системи.

Ключові слова: модель Лотки-Вольтерра, проблеми стій­
кості, фазовий простір.
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