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и средства их параметрической настройки в компьютерном 
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Построение линейных 
дифференциальных уравнений 
оболочки биореактора произвольного 
очертания в ультразвуковом поле

Строится расчетная схема упругого взаимодействия внешнего ультразвукового луча с обо­
лочечной составляющей биореактора. Деформация поверхности принята линейно упругой. 
Созданная система линейных дифференциальных уравнений описывает динамические процессы 
в поверхности биоректора. С их помощью можно вычислить координатные функции поверхности 
и в дальнейшем установить природу возникновения особенностей резонансного типа в  культу­
ральной жидкости.
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1.  Введение

Исследования относятся к фармацевтической про-
мышленности, в частности, к производствам по изго-
товлению жидких лекарств.

Технологический процесс в этом случае требует со-
блюдения максимальной стерильности, и, вместе с тем, 
качественного тепломассообмена рабочей жидкости в био-
реакторе. В этой связи, существующие механические 
перемешивающие устройства представляются не столько 
малоэффективными, сколько опасными с  точки зрения 
гигиенических норм.

Радикальным техническим решением этой проблемы 
представляется переход к ультразвуковым технологиям, 
которые устранят существующие проблемы техноло-
гического процесса, повысят производительность био-
реакторов и качество изготовляемых лекарств. Этим 
обосновывается актуальность проведения данных ис-
следований.

2.  Постановка проблемы

Технологический процесс изготовления фармацевти-
ческих препаратов жидкофазной структуры с помощью 
биореакторов предусматривает всеобъемлющий и каче-
ственный тепломассообмен и аэрацию культурального 
состава в пределах общего объема — как по высоте, так 
и на периферии. Появление перекоса в этом процессе не-
избежно приведет к снижению качества готового продукта.

Использование ультразвуковой технологии позво-
ляет сформировать однородную по всем параметрам 
рабочую жидкость в биореакторе. Вместе с тем, боль-
шой рабочий объем становится камнем преткновения 
в эффективности перемешивания. Выходом из создав-
шейся ситуации являет искусственное формирование  
в жидкости зон повышенной энергетики движения, так 
называемых зон каустики. Их активность и располо-
жение в биореакторе могут быть изначально прогно-
зируемыми, если знать закономерности генерируемых 
в материале корпуса изгибных (в радиальном направ-
лении) и окружных (вдоль параллели) волн.

Это позволит расположить поверхности каустик 
таким образом, чтобы просматривались зоны акусти-
ческой тени и зоны активности.

Цель данной статьи является построение системы 
линейных дифференциальных уравнений для поверх-
ности биореактора. Для достижения поставленной цели 
необходимо исследовать влияние ультразвукового луча 
на оболочечную поверхность биореактора; рассчитать 
углы падения, отражения и прошедшей волны при влия
нии ультразвукового луча на поверхность биоректора; 
искусственно формировать зоны энергетической актив-
ности без применения механических устройств.

3.  Анализ литературных источников

Влияние ударных волн на бесконечную цилиндриче-
скую оболочку рассмотрены, например, в работах [1, 2].  
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Гладкий полубесконечный цилиндр в безграничной идеаль
ной жидкости рассмотрен в работе [3]. Изучение свойств 
оболочек при акустическом нагружении рассмотрены  
в работе [4]. Волновые процессы при рассеянии и излуче-
нии звука получили развитие в работах [5–7]. Цилиндри-
ческие оболочки и пластины изучались в работах [8, 9]. 
Турбулентность в средах при ультразвуковом облучении 
анализировались в работах  [10–12]. Создание источни-
ков ультразвукового излучения, предназначенных для 
изменения свойств и структуры веществ и материалов, 
интенсификации технологических процессов в твердых, 
жидких и газообразных средах в работах  [13–15]. Воп
росы активизации зоны рабочего объема биоректора 
рассмотрены в работах  [16,  17]. Вопросы дифракции  
и интерференции звуковых волн анализировались в ра-
ботах  [18–20] и др.

4. � Расчетная модель корпуса биореактора. 
Ультразвуковое воздействие общего вида

Предположим, что оболочка относится к криволиней-
ным ортогональным координатам α1 и α2. Их считаем 
линиями кривизны с радиусом R1 и R2.

Обозначим через А1 и А2 параметры Ламе срединной 
поверхности π оболочки. Тогда, добавив силы инер-
ции, можем воспользоваться уравнениями равновесия 
оболочки, которые в развернутом виде записываются 
следующим образом  [11,  12]:
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где u t zz , , ,  j( )  u t zj j, , ,  ( )  w t z, ,  j( )  — ко-
ординатные функции биореактора; a1 = z ; 
a j2 = ; постоянные Ламе для цилиндриче-
ской оболочки A1 1= ;  A R2 = = const;  z —  
продольная координата; j  — координата 
вдоль параллели; w  — поперечная коор-
дината; R  — радиус оболочки; ν  — коэф
фициент Пуассона; Е — модуль Юнга.

Принятая универсальность матема-
тического описания оболочки биореак-
тора как оболочки вращения расширяет 
возможности учета многих факторов, 
а  также устанавливает правомочность 
тех или иных допущений и упрощений. 
Наличие в правой части уравнений  (2) 
возмущений общего вида, позволяет ана-
лизировать влияние внешнего воздействия 
различной структуры и прогнозировать 
возникновение локальных особенностей 
резонансного типа.

Поскольку рассматриваются замкну-
тые оболочки вращения, то в окружном 
направлении  (вдоль параллели) следует 
ожидать периодичности силовых и ки-

нематических полей, то есть они должны определен-
ным образом зависеть от периодических функций вида 
cos  kj, sin  kj (k  =  0,  1,  …). В свою очередь, внеш-
нее динамическое нагружение по трем направлениям  
может быть и непериодическим по координате j. Но, 
нагрузки:
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всегда можно, во всяком случае, формально, представить 
в виде рядов Фурье по координате j.
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Поэтому считаем, что:
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В соответствии с формулой  (3), отыскиваемые 
функции:
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Подставим соотношения (3)–(6) в «рабочие» уравне-
ния движения (2), сгруппируем слагаемые, содержащие 
одинаковые гармоники cos  kj, sin  kj и приравняем их 
нулю. При этом следует отдельно записывать равенства 
для k  =  0, k  =  1 и k ≥ 2.

Звуковое давление в падающей волне примем рав-
ным  (рис.  1):
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диус-вектор точки поверхности поплавка.
С учетом принятых на схеме обозначений, принимая 

также для простоты равными углы падения, отражения 
и прошедшей волны, звуковые давления примут вид:
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При циклическом нагружении ( ),2 ≤ k  координатные 
функции строятся в виде:
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а коэффициенты a b c si
s

i
s

i
s( ) ( ) ( ) =( ), , ,1 2  являются функ-

циями акустического давления P10 ,  P20 ,  P30 .

Рис. 1. Механизм воздействия ультразвукового луча

При осенесимметричном деформированном состоя-
нии ( )k = 1  координатные функции строятся следующим 
образом:
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Диффузное поле предполагает равновероятностный пе-
ренос энергии акустического излучения в реверберацион
ном объеме. Строго говоря, на практике, действительно,  
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редко приходится встречаться с акустическим воздей-
ствием в виде одной волны и, поэтому, следует резуль-
таты анализа, полученные для плоской волны, обобщить. 
Для этого достаточно выполнить усреднение по Пэрису.

В случае циклического ( )2 ≤ k  нагружения, коорди-
натные функции будут иметь вид:
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Если имеет место осенесимметричное k =( )1  дефор-
мированное состояние, тогда усреднение по Пэрису дает:
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В том случае, когда скорость продольной (окруж-
ной) волны Vпр  больше скорости звука c0  в рабочей 
жидкости, т.  е.:

c V0 < пр ,

бегущая вдоль параллели волна будет излучать в жид-
кость звуковую волну под углом a  к вектору скорос
ти Vпр ,  точнее:
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,a
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= =
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•
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0 0

пр

в результате значительная часть звуковой энергии будет 
сосредотачиваться вблизи корпуса, образуя цилиндри-
ческую поверхность радиуса r R= cos .a

Аналогично, если:

sin
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,β
jj

=
( )

•

c

W z t

0

изгибная волна сформирует цилиндрическую каустику 
ближе к оси биореактора.

5. � Апробация результатов исследований

Построенная расчетная модель упругого взаимодей-
ствия ультразвукового луча с внешней поверхностью био-
реактора позволила практически подтвердить правиль-
ность исходных предположений на опытных образцах.

Технические решения ультразвуковых технологий 
в фармацевтической промышленности защищены Па-
тентами Украины.

6.  Выводы

В результате проведенных исследований:
1.	 Построены системы линейных дифференциальных 

уравнений при циклическом нагружении, при осенесим-
метричном деформированном состоянии координатных 
функций поверхности оболочечной части биореактора.

2.	 Рассчитываются углы падения, отражения и про-
шедшей волны при влиянии ультразвукового луча на 
поверхность биоректора.

3.	 Искусственное формирование зон энергетической 
активности без применения механических устройств по-
зволяет, с одной стороны, повысить качество продукта, 
с другой — обеспечить высокую стерильность техпроцесса.

4.	 В зависимости от изменений физико-химического 
состава рабочей среды, можно автоматически регули-
ровать и расположение зон каустики.
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Побудова лінійних диференціальних рівнянь оболонки 
біоректора довільного окреслення  
в ультразвуковому полі

Будується розрахункова схема пружної взаємодії зовнішньо-
го променя з оболонковою складовою біореактора. Деформація 
поверхні прийнята лінійно пружною. Створена система лінійних 
диференціальних рівнянь описує динамічні процеси в поверхні 
біореактора. За їх допомогою можна обчислити координатні 
функції поверхні і надалі з’ясовувати природу виникнення 
особливостей резонансного типу в культуральній рідині.

Ключові слова: лінія меридіану, координатні функції, пруж-
ні переміщення, паралель, оболонка, біореактор, особливості.
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