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реШенИе задач теорИИ множеств 
на основе аппарата алГеБры 
предИкатов И предИкатных 
операцИй

В статье рассмотрено понятие алгебры предикатов и предикатных операций. Описаны ос-
новные понятия и элементарные операции алгебры множеств на основе аппарата алгебры пре-
дикатов и предикатных операций. Определены линейный логический оператор и отображение 
Галуа в терминах алгебры предикатных операций. Решены задачи алгебры множеств посредством 
алгебры предикатов и предикатных операций.
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1. введение

В основе проектирования различных информацион
ных систем и компьютерных технологий лежит дис
кретная математика. Определяющими в этих систе
мах являются информационнологические, дискретные 
процессы решения разнообразных задач. Дискретная 
математика нацелена на описание информационных 
систем, которые функционируют в информационной 
среде. В связи с этим, сегодня дискретная математи
ка — это бурно развивающаяся ветвь математики. Ее 
можно рассматривать как теоретические основы ком
пьютерной математики. 

Одним из разделов дискретной математики являет
ся теория множеств. Теория множеств лежит в основе 
различных разделов математики — общей топологии, 
общей алгебры, функционального анализа, теории гра
фов и сетей, комбинаторного анализа, теория алгорит
мов. При изучении дискретных структур и моделей, 
имеющих дискретный характер, возникает все больше 
необходимости в применении математического аппарата,  
который позволил бы описывать зависимость между 
множествами любой природы без накладывания огра
ничений на вид связи. В работе в качестве такого ин
струмента предлагается аппарат алгебры предикатов 
и предикатных операций. 

2.  анализ литературных данных 
и постановка проблемы

С точки зрения высшей алгебры в основе теории 
множеств лежит алгебра множеств. И задачи, которые 
встречаются в теории множеств, решаются посредством 
данной алгебры [1–10]. Задачами теории множеств явля
ется, например, доказательство равносильностей (следо
ваний) и тождеств (включений), или решение уравнений 
теории множеств, которые решены в [6–10]. Однако, 
необходимо отметить, что средствами алгебры множеств 
можно описать только небольшую часть зависимостей 
между множествами, а именно такие зависимости, при 
которых имеется связь лишь между компонентами ха
рактеристик множеств с одинаковыми номерами, причем 

вид связи для всех номеров должен быть одинаковым. 
И именно такой вид задач решен в [6–10]. А важно 
иметь возможность описывать зависимости между мно
жествами любой природы. В качестве такого инструмента 
в статье предложен аппарат алгебры предикатов и пре
дикатных операций. В [4] описаны понятия линейного 
логического оператора и соответствия Галуа в терминах 
кванторной алгебры предикатных операций и решена 
задача теории множеств: однозначного определения дан
ных соответствий по пустой области. В данной работе 
описываются на основе аппарата алгебры предикатов  
и предикатных операций понятия множества, вклю
чения, операций объединения, пересечения, разности, 
симметрической разности, дополнения множеств и др. 
А также исследовано применение данных представлений 
на примере решения задач теории множеств. 

3. объект, цель и задачи исследований

Объект исследования — математический аппарат тео
рии множеств.

Целью настоящей работы является решение задач 
теории множеств, на основе аппарата алгебры преди
катов и предикатных операций.

Для достижения поставленной цели необходимо ре
шить следующие задачи: 

1. Описать основные понятия и элементарные опе
рации алгебры множеств на языке алгебры предикатов 
и предикатных операций.

2. Определить линейный логический оператор и ото
бражение Галуа в терминах кванторной алгебры пре
дикатных операций.

3. Решить задачи алгебры множеств посредством 
алгебры предикатов и предикатных операций.

4.  материалы и методы исследований задач 
теории множеств на основе аппарата 
алгебры предикатов и предикатных 
операций

4.1. аппарат алгебры предикатов и предикатных опе-
раций. Алгеброй предикатов и предикатных операций  
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называется алгебра предикатных операций вместе с ее 
подалгеброй, являющейся алгеброй предикатов [1–3].

Пусть U  — универсум предметов; A A Am1 2, ,...,  — его 
подмножества; S A A Am= × × ×1 2 ...  — предметное про
странство; x x xm1 2, ,...,  — предметные переменные с об
ластями изменения A A Am1 2, ,..., ;  M  — множество всех 
предикатов P x x xm( , ,..., )1 2  на пространстве S , называемое 
универсумом предикатов; B B Bn1 2, ,...,  — его непустые 
подмножества; T B B Bn= × × ×1 2 ...  — предикатное про-
странство размерности n;  X X Xn1 2, ,...,  — предикатные 
переменные с областями изменения B B Bn1 2, ,..., .  Элемен
ты множества T  называются предикатными векторами. 
Любая функция F X X X Yn( , ,..., ) ,1 2 =  F S B j nj: ( , )→ = 1  
называется предикатной операцией. Ее тип определяется 
набором переменных X X Xn1 2, ,...,  и набором множеств 
B B Bn1 2, ,..., . Образуем множество N  всех предикатных 
операций заданного типа [1].

Алгеброй предикатных операций над N  называет
ся любая алгебра, заданная на носителе N . Операции 
дизъюнкции, конъюнкции и отрицания над предикатными 
операциями определяются следующими равенствами: 
для любых X B X B X Bn n1 1 2 2∈ ∈ ∈, ,..., :

( )( , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., );F G X X X F X X X G X X Xn n n∨ = ∨1 2 1 2 1 2  

( )( , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., );F G X X X F X X X G X X Xn n n∧ = ∧1 2 1 2 1 2  

( )( , ,..., ) ( ( , ,..., )).¬ = ¬F X X X F X X Xn n1 2 1 2

Символы ∨ ∧ ¬, , ,  стоящие слева от знаков равен
ства, означают операции над предикатными операциями, 
справа — над предикатами. Включение F G⊆  преди-
катных операций F  и G  определяется следующим 
образом: F G F G G⊆ ⇔ ∨ = . На сегодняшний день суще
ствует целое семейство алгебр предикатных операций: 
булева, дизъюнк тивноконъюнктивная, фундаментальная, 
кванторная алгебры предикатных операций [1].

4.2. определение линейного логического оператора 
и отображения Галуа в терминах кванторной алгебры 
предикатных операций. С помощью аппарата алгебры 
предикатных операций удобно описывать отображения 
различной природы [4]. Пусть K M N⊆ ×  — произ
вольное бинарное отношение. K x y,( )  — заданный на 
M N×  соответствующий ему предикат. А — произволь
ное подмножество множества М. В качестве образа В 
множества А относительно K можно взять либо объеди
нение образов тех элементов, которые составляют А,  
либо их пересечение:

B S
a A

a= ∪
∈

,  (1)

B S
a A

a= ∩
∈

,  (2)

причем В, очевидно, будет подмножеством множе
ства N. 

Представим выражения (2) и (3) на языке логики 
предикатов. В случае объединения образов имеем:

B y S y x AK x y
a A

a( ) = ∨ ( ) = ∃ ∈ ( )
∈

, .  (3)

Обозначим отображение (3) через F M N: .2 2→  Это 
отображение представляет собой общий вид линейного 
логического оператора в случае объединения образов. 

Аналогично выражение (2) можно переписать в виде:

B y S y x AK x y
a A

a( ) = ∧ ( ) = ∀ ∈ ( )
∈

, .  (4)

Данное отображение обозначим через G M N: .2 2→  
Оно является отображением Галуа, в случае, если 
B S

a A
a= ∩

∈
.

Используя аппарат кванторной алгебры предикат
ных операций, выражения (4) и (5) можно представить 
в виде [4]:

B y S y x AK x y x aK x y
a A

a
a A

( ) = ∨ ( ) = ∃ ∈ ( ) = ∨ ( )
∈ ∈

, , ,

B y S y x AK x y x aK x y
a A

a
a A

( ) = ∧ ( ) = ∀ ∈ ( ) = ∧ ( )
∈ ∈

, , .

Для дальнейших формальных преобразований вос
пользуемся тождествами кванторной алгебры [6–9].

Выразим операцию подстановки через квантор су
ществования: 

x a x A xi i i i
a( ) ( ).X X= ∃ ∈ ∧

Используя данное тождество, преобразуем выраже
ние (3):

∃ ∈ ( ) = ∨ ( ) =

= ∨ ∃ ∈ ∧ ( )( )( )
∈

∈

x AK x y x aK x y

x M x K x y

a A

a A

a

, ,

, .

Далее преобразуем выражение, применяя тождества 
дизъюнктивноконъюнктивной алгебры предикатов [1], 
и закон дистрибутивности для квантора существования.

∨ ∃ ∈ ∧ ( )( )( ) = ∃ ∈ ∨ ∧ ( )( )( ) =
∈ ∈a A

a

a A

ax M x K x y x M x K x y, ,  

= ∃ ∈ ∨( )∧ ( )



 = ∃ ∈ ( ) ∧ ( )( )

∈
x M x K x y x M A x K x y

a A

a , , .

Т. о., отображение (4) можно представить в виде:

B y x M A x K x y( ) = ∃ ∈ ( ) ∧ ( )( ), .

Для преобразования выражения (4) понадобятся все 
вышеперечисленные тождества, а также законы де Мор
гана (законы отрицания) для кванторов [6–9].

∀ ∈ ( ) = ∀ ∈ ( ) = ∃ ∈ ( ) =x AK x y x AK x y x AK x y, , ,

= ∨ ( ) = ∨ ∃ ∈ ∧ ( )( )( ) =
∈ ∈a A a A

ax a K x y x M x K x y, ,
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= ∃ ∈ ∨ ∧ ( )( )( ) = ∃ ∈ ∨( )∧ ( )



 =

∈ ∈
x M x K x y x M x K x y

a A

a

a A

a, ,

= ∃ ∈ ( ) ∧ ( )( ) = ∀ ∈ ( ) ∧ ( )( ) =x M A x K x y x M A x K x y, ,

= ∀ ∈ ( )∨ ( )( )x M A x K x y, .

Тогда выражение G M N: 2 2→  можно представить 
в виде [4]:

B y x M A x K x y( ) = ∀ ∈ ( )∨ ( )( ), .

5.  результаты моделирования основных 
понятий и элементарных операций 
алгебры множеств на языке алгебры 
предикатов и предикатных операций

Любое множество A = {s1, s2, ..., sl} можно пред
ставить в виде уравнения алгебры конечных предикатов:

x x x ls s s1 2 1∨ ∨ ∨ = .  (5)

Множество всех корней этого уравнения совпадает 
с множеством A. Уравнение (5) представляет собой 
формальную запись утверждения x ∈ A.

Дополнение A  множества A можно представить в виде:

x x x ls s s1 2 1∨ ∨ ∨ = .

Пусть B = {e1, e2, ..., em}. Объединение A ∪ B, пере-
сечение A ∩ B, разность A\B и симметрическая раз-
ность A – B множеств A и B будем описывать соот
ветственно уравнениями:

( ) ( ) ,x x x x x xl ms s s e e e1 2 1 2 1∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ =   

( ) ( ) ,x x x x x xl ms s s e e e1 2 1 2 1∨ ∨ ∨ ∧ ∨ ∨ ∨ =   

( ) ( ) ,x x x x x xl ms s s e e e1 2 1 2 1∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ = Θ  

( ) ( ) .x x x x x xl ls s s d d d1 2 1 2 1∨ ∨ ∨ ⊕ ∨ ∨ ∨ = 

Пусть u = {a1, a2, ..., al} — универсум. Любое подмно
жество A множества U можно описать уравнением вида:

p x p x p xa a
l

al1 1 2 2 1∨ ∨ ∨ = ,

где p1, p2, ..., pl — логические константы. Если ai ∈ A (1 ≤ i ≤ l), 
то следует принять pi = 1, если же ai ∉ A, то прини
маем pi = 0.

Набор (p1, p2, ..., pl) называется характеристикой 
множества A. Пусть, к примеру, U = {a, b, c, d}, тогда 
множество A = {b, c} имеет характеристику (0,1,1,0); ха
рактеристике (1,0,1,0) соответствует множество {a, c}. 
По левой части уравнения (9) можно построить уни-
версальный распознаватель принадлежности [5].

Введем сокращенную запись ( )xi
l
1  для характерис

тики (x1, x2, ..., xl) переменного множества X. Для уни

версального множества xi = 1, для пустого множест 
ва xi = 0.

Пусть ( )xi
l
1  и ( )hi

l
1  — характеристики множеств X  

и Y. Отношения равенства X = Y и включения X ⊆ Y этих 
множеств могут быть записаны соответственно в виде 
следующих систем уравнений: x hi i

1 1 1~ ,=  x hi i
1 1 1⊃ = .  При 

X = Y: x h x hi i i i
0 0 1 1= =, . 

Операция дополнения Y множества X запишется 
следующей системой равенств:

x h x hi i i i
1 0 0 1= =, . 

Отношения X ∪ Y = Z, X ∩ Y = Z, X\Y = Z, X Y Z


− = , 
представимы в виде следующих систем уравнений:

x h zi i i
1 1 1 1∨ =~ ,  x h zi i i

1 1 1 1∧ =~ ,  x h zi i i
1 1 1 1Θ ~ ,=  

x h zi i i
1 1 1 1⊕ =~ .

Выразим в явном виде переменную z как функцию 
от x и h, учитывая z zi i

0 1 1∨ = .  В результате получаем 
зависимости, описывающие операцию X ∪ Y:

x h z x h zi i i i i i
0 0 0 1 1 1∧ = ∧ =, , 

операцию X ∩ Y:

x h z x h zi i i i i i
0 0 0 1 1 1∨ = ∨ =, , 

операцию X\Y:

x h z x h zi i i i i i
0 1 0 1 0 1∨ = ∧ =, , 

операцию X Y


− :

x h zi i i
0 0 0~ ,=   x h zi i i

1 1 1⊕ = .

6.  обсуждение результатов на примере 
решения задач алгебры множеств 
посредством алгебры предикатов 
и предикатных операций

После того, как с помощью алгебры предикатов 
и предикатных операций были описаны основные по
нятия и операции алгебры множеств, можно некоторые 
задачи алгебры множеств решать на основе алгебры 
предикатов и предикатных операций. Рассмотрим для 
примера решение уравнений алгебры множеств

Пусть заданы множества А, В и Y. Решить систе
му уравнений Y X A∪ = ,  Y X B∩ = .  На языке алгебры 
конечных предикатов эта система запишется в виде:

( ~ )( ~ ) ,i i i i i iy a y b
1 1 1 1 1 1 1x x∨ =

или

( )( ) .i i i ia y y b1 1 1 1 1⊃ ⊃ =
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Таким образом, автор данной работы приходит 
к следующему необходимому и достаточному условию 
существования единственного решения системы:

A ⊆ Y ⊆ B, (6)

i i i i i i i i i ia y b y a y a b1 1 1 1 1 1 1 1 1 1∨ ⊕ = ∨ =( ) , ( ) .x x  (7)

Выражение (7) соответствует следующим выраже
ниям для множества X:

X A Y B= −∪ �( ),  (8)

X Y A Y A B= (( ) ( )) .∩ ∪ ∩ ∩  (9)

С другой стороны:

X = (B\Y) ∪ A, (10)

X Y A B= ( ) .∪ ∩  (11)

Все четыре выражения (8)–(11) представляют собой 
одно и то же множество, учитывая ограничение (6) 

В качестве еще одного примера можно рассмотреть 
систему Y\X = A, X\Y = B, где Y, A, B — известные, X —  
неизвестное множества. Попробуем определить при ка
ких A, B, Y система имеет единственное решение.

Представим систему в терминах алгебры предикатов 
и предикатных операций:

( ~ )( ~ ) .i i i i i iy a y b
1 0 1 1 0 1 1x x =  (12)

Решение уравнения (12) для xi:

( ~ )( ~ ) ( ~ )( ~ ) .i i i i i i i iy a y b y a y b
1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 10 0 1 1 1⊕ =

Или:

( ) .i i i ia y y b1 1 1 1 1∨ =  (13)

Из (13) получаем: i ia y1 1 1⊃ =  и y bi i
1 1 0= .  Следователь

но, система имеет единственное решение, при условии:

A Y Y B⊆ = ∅, .

7. выводы

В результате проведения исследований:
1. Описан аппарат алгебры предикатов и преди

катных операций.
2. Определены линейный логический оператор и ото

бражение Галуа в терминах кванторной алгебры пре
дикатных операций.

3. Описаны начальные понятия теории множеств, 
используя аппарат алгебры предикатов и предикатных 
операций.

4. Описаны операции объединения, пересечения, 
дополнения, разности, включения множеств.

5. Решены задачи алгебры множеств посредством 
алгебры предикатов и предикатных операций 

Важно заметить, что средствами алгебры мно
жеств [6–10] можно описать только небольшую часть 
зависимостей между множествами, а именно такие за
висимости, при которых имеется связь лишь между 
компонентами характеристик множеств с одинаковыми 
номерами, причем вид связи для всех номеров дол
жен быть одинаков. Средствами же алгебры предикатов 
и предикатных операций можно описать любые воз
можные виды связей между множествами.
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розв’язання задач теорІї множИн на основІ алГеБрИ 
предИкатІв та предИкатнИх операцІй

У статті розглядається поняття алгебри предикатів та пре
дикатних операцій. Описані основні поняття та елементарні 
операції алгебри множин за допомогою апарату алгебри пре
дикатів та предикатних операцій. Визначені лінійний логічний 
оператор та відображення Галуа у термінах алгебри предикатних 
операцій. Розвязано деякі задачі теорії множин за допомогою 
апарату алгебри предикатів та предикатних операцій.

ключові слова: алгебра предикатів та предикатних операцій, 
алгебра множин, операції над множинами.
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