
МатеМатическое Моделирование

32 Технологический аудиТ и резервы производсТва — № 2/5(22), 2015, ©  Фалецька Г.  І.

ISSN 2226-3780

1. вступ

Вихідними даними для вирішення практично всіх 
завдань з організації та планування перевезень на 
міському маршрутному пасажирському транспорті є ві
домості про пасажиропотоки. Цю інформацію можна 
отримати шляхом проведення натурних обстежень. В якос
ті недоліку натурних методів слід зазначити, що вони 
дають змогу встановити існуючі характеристики паса
жиропотоків (кореспонденцій). Для вирішення завдань 
прогнозування, тим більше довгострокового, викори
стання натурних обстежень може бути недостатньо. Це 
пов’язано з тим, що зміна параметрів функціонування 
маршрутної системи призводить до перерозподілу ко
респонденцій внаслідок чого параметри пасажиропотоків 
змінюються [1].

Альтернативним підходом до визначення пасажи
ропотоків, що дає змогу врахувати взаємозв’язок між 
параметрами функціонування маршрутної системи та 
величиною пасажиропотоків, є математичне моделюван
ня. У завданні розрахунку потоків на мережі виділяють 
два основних етапи [2]. На першому — здійснюється 
прогнозування міжрайонних пасажирських кореспонден
цій. На другому етапі на підставі встановлених раніше 
розмірів кореспонденцій проводиться прогнозування по
токорозподілу, що характеризує умови функціонування 
маршрутної системи. При цьому визначають можливі 
шляхи пересування та величину кореспонденції, що за 
ними реалізується. При моделюванні достатньо складно 
врахувати всю сукупність факторів, які впливають на 
формування пасажиропотоків. Унаслідок цього модельні 
значення пасажиропотоків не повною мірою відповіда
ють фактичним. Використання недостатньо адекватних 
моделей формування пасажиропотоків призводить до 
необґрунтованих рішень з удосконалення перевізного 
процесу на міському пасажирському транспорті. Ос
новна частка помилки при розрахунку пасажиропото
ків обумовлена використанням недостатньо адекватних 
моделей вибору пасажирами шляху пересування [1]. 
Внаслідок цього, визначення параметрів моделі вибо
ру пасажирами шляху, що дозволить підвищити адек
ватність моделювання пасажиропотоків, є актуальним  
завданням.

2.  аналіз літературних даних 
та постановка проблеми

При рішенні практичних завдань розподіл паса
жиропотоків за ділянками маршрутної мережі нерід
ко здійснюється в найпростіший спосіб — за єдиним 
найкоротшим зв’язком між пунктами, що розглядають
ся [1, 3, 4].

Використання методу найкоротшого шляху дає змогу 
значно спростити вихідну інформацію й істотно скоро
тити витрати машинного часу [5]. Розгляд лише одного 
найкоротшого шляху пересування призводить до того, 
що розрахункова модель не зовсім точно відображатиме 
реальний процес [1, 6]. При цьому не враховується його 
імовірнісний характер, можливість вибору пасажирами 
різних шляхів пересування, які можуть відрізнятись за 
характеристиками [1]. Це позначається на адекватно
сті відображення процесу розподілу, що призводить до 
помилок у визначенні розрахункових пасажиропотоків 
на ділянках мережі [1].

Моделі, які передбачають розподіл кореспонденцій 
на декілька альтернативних варіантів шляху пересування 
відрізняються за врахованими критеріями, гіпотезами 
вибору, способом побудови та іншими ознаками.

Найпростішим способом є використання гіпотези, 
згідно з якою пасажиропотоки розподіляються між 
конкуруючими шляхами пересування зворотно пропо
рційно їхній довжині або витратам часу на пересуван
ня [1]. Така гіпотеза, однак, дає занижені результати 
нерівномірності розподілу пасажиропотоків по мережі 
у функції витрат транспортного часу [1]. Крім цього, 
не враховується багатофакторність процесу.

Більшою точністю відрізняються моделі розподілу 
пасажиропотоків за конкуруючими шляхами з вико
ристанням «методу опорів», згідно з яким імовірність 
вибору шляхів пересування визначається за аналогією 
до розподілу електричного струму в паралельних лан
цюгах [1, 5]. Ці моделі відносять до групи традиційних 
аналогів закону Кірхгофа [5]. Важливе значення для 
одержання адекватних результатів розрахунку має вста
новлення коефіцієнтів моделі за результатами натурних 
спостережень. Такі моделі вимагають «калібрування» за 
матеріалами натурних обстежень пасажироперевезень [1].
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Іншим прикладом використання методу аналогії для 
моделювання вибору пасажирами шляху пересування 
є гіпотеза про схожість цього процесу з основним пси
хофізичним законом. Згідно з цим підходом у якості 
фізичних подразників розглядають фактори, що впли
вають на вибір шляху пересування. Аналогом реакції 
на подразник є частка кореспонденцій, що реалізується 
за певним шляхом [7]. Тобто такий підхід дає змогу 
врахувати значну кількість чинників, що впливають на 
вибір пасажирами шляху пересування. У той же час, 
як і в попередніх моделях, для отримання адекватних 
результатів розрахунку необхідне калібрування моделі.

У закордонній практиці для математичного опису 
поведінкових аспектів прийняття рішень користувачами 
транспортної системи (водіями й пасажирами) широ
ко використовуються дискретні моделі вибору (discrete 
choice models) [8–11]. У якості критерію вибору вико
ристовується максимізація корисності для користувача 
або мінімізація його витрат. Суть такого підходу поля
гає в тому, що при розгляді множини альтернативних 
шляхів кожному шляху відповідає певна величина, яка 
називається корисністю (або узагальненою вартістю), що 
залежить від параметрів, які характеризують цей шлях [8].

Найчастіше функцію корисності подають у вигляді 
лінійної залежності, що містить такі характеристики 
альтернатив, як час піших підходів, час очікування, час 
і вартість поїздки тощо [12]. Крім цього, до функції 
корисності включають випадковий фактор, який на
водять у термінах імовірнісного розподілу, при чому 
його математичне очікування приймають за нуль. Ця 
змінна відбиває неправильні уявлення пасажирів про 
параметри пересування, а також вплив факторів, що не 
піддаються безпосередньому вимірюванню, однак урахо
вуються пасажирами у процесі ухвалення рішення. Якщо 
випадковий компонент підлягає нормальному закону 
розподілу, то для опису вибору використовують про
бітмодель. У випадку розподілу випадкової величини 
за законом Вейбула використовують логітмоделі [8–10].

Зазначені моделі вибору пасажиром шляху пере
сування недостатньо враховують поведінкові аспекти 
вибору пасажирами шляху пересування та сукупність 
факторів, які на них впливають, а саме: можливість 
здійснення пасажирами різних варіантів здійснення пішо
хідного складника транспортного пересування (вибір 
зупинного пункту); погіршення характеристик шляху 
пересування для пасажирів при зростанні величини па
сажиропотоку на його складниках; взаємозв’язок між 
попитом на використання шляху пересування та харак
теристиками комфортабельності пересування.

Врахування зазначених особливостей можливе шля
хом проведення інтегральної оцінки характеристик шля
хів пересування з використанням показника узагаль
неної вартості (узагальнених витрат) пересування, що 
визначається за формулою [13]:

де Vпіш  — середня швидкість пішохода, км/год; l i j
k
піш ( )  — 

відстань пішого руху відповідно у транспортному районі 

відправлення i та прибуття j при здійсненні пересування 
по шляху k, км; l z

мп  — відстань маршрутної поїздки на zму 
маршруті, км; V z

c  — швидкість сполучення на zму марш
руті, км/год; I z

пл  — плановий інтервал руху на маршруті z, 
хв.; sz  — середнє квадратичне відхилення від планового 
інтервалу руху, хв.; P z

від  — імовірність відмови пасажиру 
в посадці на зупинному пункті маршруту z; Дм  — дохід  
середньостатистичного пасажира за місяць, грн.; T z — 
величина тарифу на маршруті z, грн.; Дрм  — середня 
кількість робочих днів у місяці, дн.; Πk  — показник, що 
характеризує функціональний стан організму пасажира 
наприкінці здійснення пересування по шляху k, бали; 
n — кількість маршрутних поїздок у мережній, од.; tz

п  —  
час на пішохідний рух між зупинними пунктами при 
здійсненні пересадки, год.

За величиною узагальненої вартості пересування 
можна проводити порівняльну оцінку альтернативних 
шляхів пересування, здійснювати їх ранжування за мі
рою привабливості для пасажирів. Разом з цим частка 
кореспонденції реалізована за альтернативними шляхами 
при зміні факторів, що визначають узагальнену вартість 
пересування (1) змінюється за певною функцією. По
дальшим завданням є вибір виду функції, що найбільш 
адекватно описує зміну частки кореспонденції залежно 
від узагальненої вартості пересування та встановлення 
її параметрів. 

3. об’єкт, мета і завдання дослідження

Об’єктом дослідження є процес вибору пасажирами 
шляху пересування у містах.

Мета дослідження — визначення параметрів моделі 
вибору пасажирами шляху пересування у містах.

Для досягнення поставленої мети вирішувалися на
ступні задачі:

— проведення анкетного обстеження вибору паса
жирами шляху пересування;
— статистична обробка матеріалів анкетного обсте
ження з метою визначення параметрів моделі вибору 
пасажирами шляху пересування;
— оцінка адекватності моделі. 

4.  матеріали та методи визначення 
параметрів моделі вибору пасажирами 
шляху пересування у містах

4.1. досліджувані параметри та обладнання, що ви-
користовувалось в експерименті. При проведенні опи
тування пасажирів щодо вибору шляху пересування 
до анкети заносили індивідуальні дані пасажира (вік, 
професію, середньомісячний дохід, адресу місця мешкан
ня та пункт призначення пересування), встановлювали 
час початку пересування та шляхи, які пасажир вико
ристовує при його здійсненні; зупинний пункт початку 

та закінчення пересування; номери 
маршрутів, що використовуються, 
та величину тарифу; пункти пере
садок (у разі здійснення мережної 
поїздки); витрати часу на здійснен
ня складників пересування (пішо
хідний рух, очікування, поїздки 
у транспортному засобі, пересадки); 

ступінь заповнення транспортного засобу; наявність 
відмов пасажиру в посадці.
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При визначенні ступеня заповнення транспортного 
засобу використовували методику оковимірювального 
обстеження пасажиропотоків. У подальшому матеріали 
анкетного обстеження доповнювали даними натурних 
спостережень.

4.2. методика визначення параметрів моделі вибору 
пасажирами шляху пересування у містах. Параметри мо
делі вибору пасажирами шляху пересування визнача
ли шляхом обробки результатів анкетного опитування 
з використанням методів регресійного і кореляційного 
аналізу. Оцінку адекватності моделі проводили за ве
личиною середньозваженої помилки апроксимації.

5.  результати досліджень закономірностей 
впливу параметрів очікування 
приміських автобусів на значення 
показника активності регуляторних 
систем пасажирів

Величина узагальнених витрат на пересування (1) 
може набувати широкого діапазону значень. Унаслідок 
цього при зіставленні різних варіантів шляху пересу
вання постає необхідність у використанні відносного 
показника, у якості якого прийнято відхилення величини 
узагальнених витрат на пересування для kго шляху 
від мінімального (критичного):

ΔC
C C

Cij
k ij

k
ij

ij
пер

пер пер

пер

=
− min

min %,100  (2)

де C ijпер
min  — мінімальне значення узагальнених витрат 

на пересування між транспортними районами i та j, грн.
Із метою обмеження кількості варіантів шляху пе

ресування, зважаючи на умови доцільності їхнього ви
користання пасажирами, розглядатися мають лише ті, 
що входять до області згладжування. Виходячи з цього, 
розглядаються всі варіанти шляху пересування, від
хилення яких від критичного не перевищує заданої 
константи ( ) :Δ

Δ ΔC ij
k
пер ≤ .  (3)

Шляхи пересування, для яких виконується умова (3)  
утворюють множину альтернативних, за якими розподі
ляються кореспонденції між кожною парою транспортних 
районів i та j.

Зміна показника ΔC ij
k
пер  викликає певні зміни частки 

кореспонденції, що буде реалізована за цим шляхом Pij
k . 

При цьому виходимо з припущення, що частка корес
понденції визначається певною функцією від ΔC ij

k
пер  

і залежить від характеристик інших альтернативних 
шляхів пересування. У загальному вигляді цю залеж
ність можна подати таким чином:

P
f C

f C
ij
k ij

k

ij
k

k

m=

=
∑

( )

( )

.
Δ

Δ

пер

пер
1

 (4)

Установлення безпосереднього вигляду функції 
f C ij

k( )Δ пер  вимагає проведення експериментальних до

сліджень. Для цього було застосовано анкетний метод 
обстеження пересувань пасажирів.

Унаслідок проведення анкетування було заповнено 
7587 анкет, із яких придатними для подальшого ви
користання виявилися 7422. Наступним етапом стало 
формування вибірки із отриманих матеріалів за озна
кою відповідності місць відправлення та призначення 
кореспонденції. Обсяг вибірки приймали не менше ніж 
20 анкет. Це дало змогу одержати помилку оцінки роз
поділу пасажирів за шляхами пересування не більше 
5 % [14].

Згрупувавши таким чином анкетні дані, було ви
значено місця відправлення та призначення кореспон
денцій, шляхи пересування та частку кореспонденції, 
що реалізується за кожним шляхом. У наслідок цього 
було отримано 36 пар пунктів відправлення та при
значення кореспонденцій і 135 альтернативних шляхів 
пересування.

Статистичну обробку дослідних даних використо
вували із застосуванням методу регресійного аналізу. 
У якості функцій, що мали розглядатися, використано 
експоненційну залежність:

f C Cij
k

ij
k( ) exp( ),Δ Δпер пер= β  (5)

й оцінну функцію, запропоновану Д. Лозе [15]:

f C
C

Fij
k ij

k G
E

G

( ) ,Δ
Δ

пер
пер= +

























−

1  (6)

де β , F, G, E — параметри функцій, що визначаються за 
статистичними даними.

Як наслідок було визначено такі параметри експонен
ційної функції ( β = 0,0683) і функції (4.5): F = 33,956; 
G = 1,599; E = 6,320.

Результати статистичної оцінки моделей засвідчили, 
що для обох функцій спостерігається висока тіснота 
зв’язку (табл. 1).

таблиця 1 

Статистична характеристика моделей

Вигляд моделі
Значення 

коефіцієнтів

Коефі-
цієнт 
детер-
міна-
ції

Коефі-
цієнт 
коре-
ляції

Серед-
ньоз-

важена 
похиб-
ка, %

f C Cij
k

ij
k( ) exp( )Δ Δпер пер= β β –0,0683 0,948 0,974 15,707
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−

1

F 33,956

0,955 0,977 13,829G 1,599

E 6,320

Оцінку адекватності моделей проводили за середньо
зваженою похибкою. Для цього було визначено абсо
лютну похибку моделі за формулою:

dабс ф р
k

ij
k

ij
kP P= − ,  (7)
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де Pij
k
ф ,  Pij

k
р  — відповідно фактичне та розрахункове 

значення частки кореспонденцій, що реалізуються за 
шляхом пересування k  між районами i та j.

Відносну похибку моделі визначено таким чином:

dвідн
ф р

ф

k ij
k

ij
k

ij
k

P P

P
=

−
100 %.  (8)

Величину середньозваженої помилки, розраховували 
за формулою:
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Таким чином, за результатами статистичної оцінки 
моделей можемо дійти висновку, що функція вигляду:

f C C Fij
k

ij
k G

E

G
( ) /Δ Δпер пер= + ( )





−
1 ,

описує процес розподілу кореспонденцій між альтер
нативними шляхами пересування з більшим ступенем 
адекватності, ніж експоненційна.

Із урахуванням формул (4) та (6) частку корес
понденцій, що реалізується за шляхом пересування, 
визначаємо за такою залежністю:
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де m — кількість шляхів пересування, що використовують 
пасажири при здійсненні пересування між районами i та j.

Еластичність функцій визначаємо за залежністю [15]:

e β( ( )) ,f C Cij
k

ij
kΔ Δпер пер= −  (11)

e( ( )) .f C E
C

F Cij
k ij

k G

G
ij

k GΔ
Δ

Δпер
пер

пер

= −
+

 (12)

Графік функцій і зміну їхньої еластичності, з ура
хуванням встановлених значень коефіцієнтів, наведено 
на рис. 1.

Як бачимо з графіка на відміну від експоненційної 
залежності функція (6) має нелінійну еластичність. Тоб
то зміна величини узагальненої вартості пересування 
нелінійно позначається на зміні оцінної характеристики 
шляху пересування. Особливо це помітно при значно
му відхиленні узагальненої вартості пересування від 
мінімальної.

 
а

б
 

рис. 1. Графіки функцій: а — вибору пасажирами шляху пересування; 
б — еластичність; 1 — функція (5); 2 — функція (6)

6.  обговорення результатів визначення 
параметрів моделі вибору пасажирами 
шляху пересування у містах

Оцінка адекватності моделі розподілу кореспон
денцій за середньозваженою похибкою апроксимації, 
значення якої склало 13,829 %, указує на те, що модель 
з достатнім ступенем повноти описує процес розподі
лу кореспонденцій між альтернативними варіантами 
шляху пересування. Таким чином, обробка результа
тів анкетного обстеження дає змогу стверджувати, що 
розподіл кореспонденцій за альтернативними шляхами 
пересування найбільш адекватно описується оцінною 
функцією з нелінійною еластичністю.

7. висновки

Обробка результатів анкетного опитування дала змо
гу встановити параметри моделі вибору пасажирами 
шляху пересування. В основу моделі покладено показник 
узагальненої вартості пересування за альтернативними 
шляхами пересування. Встановлено, що зміна частки 
кореспонденції реалізованої за альтернативними шля
хами пересування з достатнім рівнем адекватності (се
редньозважена помилка апроксимації складає 13,829 %, 
а коефіцієнт кореляції — 0,977) описується оцінною 
функцією з нелінійною еластичністю.

Напрямком подальших досліджень є використання 
розробленої моделі вибору пасажирами шляху пересування 
для вирішення завдань прогнозування пасажиропотоків 
у маршрутній системі міського пасажирського транспорту. 
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определенИе параметров моделИ выБора пассажИрамИ 
путИ передвИженИя в Городах

На основе статистической обработки результатов анкет
ного опроса разработана модель выбора пассажирами пути 
следования в маршрутной системе городского пассажирского 
транспорта. В качестве факторов в модели учтены: парамет
ры транспортного обслуживания, уровень тарифов на услуги 
маршрутного пассажирского транспорта и показатели, которые 
характеризуют социальноэкономические условия жизни на
селения.

ключевые слова: путь передвижения, модель выбора, обоб
щенная стоимость передвижения, анкетное обследование, рас
пределение корреспонденций.
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моделИрованИе И чИсленный 
аналИз дИнамИческИх 
сИстем с конкурентным 
взаИмодействИем

Исследованы эффекты фазового пространства системы дифференциальных уравнений типа  
Вольтерра, которые описывают взаимодействие (кооперацию, конкуренцию и др.) для двух 
и большего числа объектов, которые принято называть «видами». Рассмотрены дополнительные 
особенности фазовых портретов при слабых синусоидальных внешних воздействиях на скорость 
«размножения». Исследована устойчивость неавтономной системы. Найдены численные решения 
при дестабилизации модели на частотах воздействия, близких к частоте цикла невозмущенной 
системы.

ключевые слова: взаимодействие видов, модель Вольтерра, проблемы устойчивости, аттрак-
тор, тор, возмущения, хаос.
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1. введение

Известно, что впервые с необходимостью исследо
вания динамики систем с помощью нелинейных моде
лей прикладная наука столкнулась в первой половине 

ХХ века. К тому времени для этого уже существовали 
развитые, в частности Пуанкаре, Понтрягиным, Петров
ским и Хопфом, математические методы.

Параллельно этому появились первые, достаточно 
адекватные, линейные, а потом и нелинейные матема


