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лоПаток и алгоритМа расчета 
норМируеМых ПокаЗателей 
точности Моноколес 
гаЗотурбинных двигателей

Получена в общем виде система уравнений, описывающая реальные поверхности лопаток 
моноколес газотурбинных двигателей, полученные после механической обработки, с учетом по-
грешностей дифференцированных по вызывающим их факторам. Предложен алгоритм расчета 
нормируемых показателей точности моноколес газотурбинных двигателей с использованием 
этой системы.
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тернюк и. а.

1. введение

Цельные рабочие колеса компрессоров и турбин 
газотурбинных двигателей (ГТД) содержат лопатки 
с фасонными поверхностями, к которым предъявляются 
требования по точности поверхности и взаимного рас-
положения. Схемы формообразования и режимы обра-
ботки этих колес существенно влияют на суммарную 
погрешность этих деталей. В связи с этим необходи-
мо иметь алгоритм расчета погрешностей указанных 
моноколес, позволяющий прогнозировать точностные 
характеристики лопаток.

Основная проблема расчета погрешностей обработ-
ки поверхностей моноколес вытекает из особенностей 
формы и схемы контроля отклонений реальных поверх-
ностей от эталонных. Для ее решения необходимо иметь 
специальный алгоритм, учитывающий эти особенности  
и нормативные требования к точности изделий, что 
и обосновывает актуальность проведенного исследования.

Традиционные методы расчета погрешностей меха-
нической обработки, применяемые для цилиндрических, 
конических, плоских и других видов деталей, неприемле-
мы для решения задач прогнозирования точности фасон-
ных поверхностей лопаток цельных колес компрессоров 
и турбин ГТД, в связи с отсутствием аналитических 
зависимостей и алгоритмов для определения погреш-
ностей формы и взаимного расположения поверхностей 
лопаток в соответствии с нормативными требованиями.

2. анализ последних публикаций

В работе [1] приведена общая методика учета фак-
торов, влияющих на точность механической обработки. 
В работе [2] дан алгоритм расчета нормируемых по-
грешностей одного из видов деталей с периодически 
повторяемыми поверхностями — зубчатых колес, при-
менительно к стандартным характеристикам точности. 
В работах [3–5] описана технология обработки моно-
колес ГТД высокоскоростным фрезерованием. При этом 
экспериментально определены значения нормируемых 
показателей точности [4] и предложена методика [6–8] 
проведения 3-D коррекции траектории инструмента. 
Известны методы уменьшения деформации нежестких 
лопаток во время обработки [9] однако до настоящего 
времени не приведены аналитические зависимости и не 
разработан алгоритм расчета погрешностей обработки 
поверхностей лопаток моноколес ГТД.

3. объект, цель и задачи исследования

Объект исследования — погрешности обработки по-
верхностей лопаток цельных рабочих колес компрес-
соров и турбин ГТД

Цель исследования — разработать аналитические за-
висимости и предложить алгоритм расчета погрешностей 
обработки поверхностей лопаток цельных рабочих колес 
компрессоров и турбин ГТД.



МатеМатическое Моделирование

9Technology audiT and producTion reserves — № 3/1(29), 2016

ISSN 2226-3780

Для достижения поставленной цели необходимо вы-
полнить такие задачи:

1. Установить связи между первичными геометричес-
кими погрешностями технологической системы и нор-
мируемыми показателями точности, получить дифферен-
циально-интегральную матричную систему уравнений, 
отражающих связь радиус-вектора реальной поверхности 
лопатки и указанных ошибок.

2. Разработать зависимости для расчета нормируе-
мых показателей точности моноколес.

3. Экспериментально проверить адекватность полу-
ченных моделей. 

4.  вывод системы уравнений, 
описывающей реальные профиля 
лопаток моноколес гтд с учетом 
дифференцированных по факторам 
погрешностей

Стандарт [10] устанавливает предельные отклонения 
размеров профиля пера лопаток моноколес компрес-
соров и турбин ГТД, а также предельные отклонения 
расположения фактических профилей относительно тео-
ретических и конструкторских баз лопаток. Исходя из 
того, что указанные нормируемые погрешности воз-
никают в технологической системе при механической 
обработке, задачу аналитического прогнозирования этих 
погрешностей можно решить, определив факторы, вы-
зывающие погрешности и установив связи между ними 
и характеристиками точности.

Для установления связей между первичными гео-
метрическими погрешностями технологической системы 
и нормируемыми показателями точности воспользуемся 
матричными зависимостями для преобразования систем 
координат [11], схема которых приведена на рис. 1. 

Рис. 1 отражает наличие станочной (технологиче-
ской) базы, конструкторской базы (связанной с дета-
лью), измерительной базы, а также связанные с ними 
и инструментом номинальные и смещенные системы 
координат. Индексы при S — обозначения системы 
и координатах X, Y, Z означают принадлежность к ба-
зам и системам координат: «Т» — технологической, 
«К» — конструкторской, «ИЗМ» — измерительной, 
«И» — инструмента, «СТ» — к неподвижной системе 
координат, связанной со станиной станка.

Технологическая база имеет смещение по отноше-
нию к конструкторской базе, которую можно описать 
матрицей ΔMТД,  отражающей все возможные сме-
щения начала координат и относительные повороты 
осей. Если с конструкторскими базами детали свяжем 
S x y zД Д Д Д{ , , },  с технологической базой — S x y zТ Т Т Т{ , , }, 
с инструментом — S x y zИ И И И{ , , },  а с измерительной 
базой — S x y zИЗМ ИЗМ ИЗМ ИЗМ{ , , },  то можно записать сле-
дующие уравнения для номинальной поверхности 



rД.Н. 
детали:

— в технологической СК S x y zT T T T{ , , } :

 

r M rД.Н.Т ТД Д.Н.. = ⋅Δ ;  (1)

— в измерительной СК S x y zИЗМ ИЗМ ИЗМ ИЗМ{ , , }:

 

r M M rД.Н.ИЗМ ИЗМ ДТ Д.Н.. . ;= ⋅ ⋅Δ ΔT  (2)

где 
  

r r rД.Н.ИЗМ Д.Н.T Д.Н.. ., ,   — радиус-векторы номинального 
контура лопатки в заданном сечении в СК, связанные 
с измерительной базой, технологической базой (уста-
новочно-зажимным приспособлением) и конструктор-
ской базой; Δ ΔM MИЗМ TД. ,T  — матрицы перехода меж-
ду СК S x y zT T T T{ , , } и S x y zИЗМ ИЗМ ИЗМ ИЗМ{ , , }, S x y zT T T T{ , , } 

рис. 1. Схема расположения и взаимосвязь используемых систем координат, связанных с элементами технологической системы
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и S x y zК К К К{ , , }  соответственно; ΔMДТ  — матрица об-
ратного перехода от S x y zT T T T{ , , }  к S x y zT T T T{ , , }.

Матрица ΔMТД  может быть представлена в сле-
дующем виде:

Δ Δ Δ Δ Δ ΔM M M M M MtТД Б К С Н= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ .  (3)

Произведение пяти матриц в правой части уравне-
ния (3) учитывает следующие факторы, вызывающие 
погрешность обработки: погрешность базирования (Б), 
кинематические ошибки движения конечных звеньев 
станка (К), тепловые деформации (t), силовой (С), 
а также наладочные движения элементов станка (Н).

Структура матриц, которые составляют правую часть 
уравнения (3) — Δ Δ Δ Δ ΔM M M M MtБ К УВ Ни, , , ,  а также 
матриц Δ ΔM MИЗМК КТ,  будет иметь вид:

Δ Δ Δ Δ
Δ Δ Δ

Δ Δ Δ
Δ Δ Δ

M M M M

x

y

z

N XN YN ZN

ZN YN N

ZN XN N

YN XN

= ⋅ ⋅ =

=

−
−

−

1

1

1

j j
j j

j j NN

0 0 0 1



















,

N t∈{ , },Б, К, УВ, Н  (4)

где:

Δ

Δ
Δ Δ
Δ Δ

M

x

XN

N

XN XN

XN XN
=

−





1 0 0

0 0

0 0

0 0 0 1

cos( ) sin( )

sin( ) cos( )

j j
j j















,  (5)

Δ

Δ Δ
Δ

Δ Δ
M

y
YN

YN YN

N

YN YN
=

−



cos( ) sin( )

sin( ) cos( )

j j

j j

0 0

0 1 0

0 0

0 0 0 1















,  (6)

Δ

Δ Δ
Δ Δ

Δ
M

z
ZN

ZN ZN

ZN ZN

N
=

−




cos( ) sin( )

sin( ) cos( )

j j
j j

0 0

0 0

0 0 1

0 0 0 1















;  (7)

— матрицы, учитывающие поворот и смещение S x y zT T T T{ , , } 
относительно осей Х, Y, Z S x y zД Д Д Д{ , , }  соответствен-
но; Δ Δ Δj j jXN YN ZN, ,  — угловые смещения (повороты) 
S x y zT T T T{ , , } относительно осей Х, Y и Z S x y zД Д Д Д{ , , } 
под воздействием N-го фактора, Δ Δ Δx y zN N N, ,  — ли-
нейные смещения S x y zT T T T{ , , },  относительно осей Х, Y 
и Z S x y zД Д Д Д{ , , } под действием N-го фактора.

Во всех матрицах, учитывающих погрешности, ввиду 
малости углов поворотов их синусы заменены величи-
нами углов: sin( ) ,Δ Δj ji i≈  а косинусы — единицами: 
cos( ) .Δji ≈ 1

Матрица ΔMИЗМ. ,T  учитывающая погрешности при 
переходе от конструкторских баз к измерительным, мо-
жет быть представлена в виде:

Δ Δ Δ Δ ΔΠM M M M MtИЗМ Б ИЗМ Д.Т. .T = ⋅ ⋅( ) ⋅−1
 (8)

Элементы матрицы ΔMБ ИЗМ  определяются из раз-
мерной цепи измерительной схемы, а элементы мат-
рицы Δ ΠM  — из паспорта измерительных приборов.

Матрица ΔMД.T  равна обратной матрице от ΔMБ. :

Δ ΔM MД.Т Б= ( )−
. .

1
 (9)

В табл. 1 обозначено:

ΔD D Dmax
max min ,= −З O  (10)

где DЗ
max, DO

min — максимальное значение диаметра цент-
рального отверстия заготовки и минимальное значение 
наружного диаметра посадочной поверхности оправки; 
DΠ

max ,  DЗ
min  — максимальное значение диаметра при-

способления и минимальное значение наружного диа-
метра наружной базовой цилиндрической поверхности 
заготовки; Bmax  — максимальная ширина заготовки в осе-
вом направлении; TCAD  — допуск на торцевое биение 
базовой торцевой поверхности заготовки; DБ  — диа-
метр базовой поверхности заготовки при измерении 
торцевого биения;

таблица 1
Матрицы (3), (8) и (9) и их элементы

Матрицы
Элементы матриц

ΔxN ΔyN ΔzN ΔjXN ΔjYN ΔjZN

ΔM Б
ΔDmax

2

ΔDmax

2
0 min ;

maxΔD TCA

D
D

2 ⋅










B Б
min ;

maxΔD TCA

D
D

2 ⋅










B Б
0

ΔM К ΔxК Δy К ΔzК ΔjXК ΔjYК [ ]ΔjДЕЛ

ΔMt αД ⋅ ΔT · Rmax αД ⋅ ΔT ⋅ Rmax αД ⋅ ΔT ⋅ Bmax
αД ⋅ ⋅ −

⋅
ΔT D D

B

( )max min

max2

αД ⋅ ⋅ −
⋅

ΔT D D

B

( )max min

max2
0

ΔM C
P

C
X

X

ДИ

Σ

P

C
Y

Y

ДИ

Σ

P

C
Z

Z

ДИ

Σ
0

δmax

h Л
0

ΔM H ΔxНН + ΔxН ΔyНН + ΔyН ΔzНН + ΔzН ΔjxHH + ΔjxH ΔjxyHH + ΔjyH ΔjzHH + ΔjzH

ΔM Б ИЗМ ΔxБ ИЗМ Δy Б ИЗМ ΔzБ ИЗМ ΔjX Б ИЗМ ΔjY Б ИЗМ ΔjZ Б ИЗМ

ΔM П ΔxП ΔyП ΔzП ΔjX П ΔjX П ΔjX П
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Δ Δξ ξ ξK x y z= ∈[ ], { , , },ПС   (11)

где [ ], { , , }Δξ ξПС  ∈ x y z  — предельные погрешности позицио-
нирования станка по координатам x, y и z; [ ]ΔjДЕЛ  —  
предельная погрешность делительного механизма станка; 
αД  — коэффициент линейного расширения материа ла 
детали; ΔT T T= −ИЗМ ОБР  — модуль 
разности температур при измере-
ниях и при обработке заготовки; 
Rmax  — максимальный радиус за-
готовки; Dmin  — втулочный диа-
метр заготовки (у корня лопаток); 
Dmax  — периферийный диаметр за-
готовки (по вершинам лопаток);  
P x y zξ ξДИ, { , , }∈  — компоненты сум-
мар ного вектора силы 



PΣДИ ,  дей-
ствующей на деталь со стороны 
инструмента;

C

C

x y z

i
i

mξ

ξ

ξΣ = ∈

=
∑

1

1

, { , , },  (12)

— суммарные жесткости элементов 
ТС вдоль соответствующих осей; 
C x y ziξ ξ, { , , }∈  — жесткость i-го элемента ТС в направ-
лении соответствующей оси координат; m — количество 
элементов ТС; δmax  — величина деформации лопатки 
моноколеса, которую можно определить по следующей 
формуле [12]:

δ
β

max
cos

,=
⋅ ⋅
⋅ ⋅

⋅ +
⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅













P h

E J

E J b

G J hX

Z

X

ΣДИ Л

Л

3 2

2

3

3
1

3
 (13)

где β  — угол наклона равнодействующей сил резания 
к нормали обрабатываемой поверхности; hЛ — высо-
та лопатки; E, G — модули упругости и сдвига для 
обрабатываемого материала; JZ  и JX  — моменты 
инерции лопатки при изгибе относительно оси Z (про-
дольная ось моноколеса) и кручении относительно 
оси X (главная ось инерции лопатки) S x y zК К К К{ , , }; 
b — ширина хорды лопатки в периферийном сече-
нии; Δ ΔΦζ j ζ ξξ. . , , , { , , }H H.H.  ∈ x y z  — фактические нала-
дочные корректировочные характеристики координат;  
Δ Δζ j ζ ξξH H H H  . . . . ., , , { , , }∈ x y z  — номинальные наладоч-
ные корректировочные характеристики координат; 
Δ Δζ j ζ ξξH H  , , , { , , }∈ x y z  — погрешности выполнения на-
ладочных характеристик координат.

Уравнение номинальной производящей поверхнос-
ти 


r u vИ.Н.Д.( , ) инструмента в S x y zД Д Д Д{ , , } примет вид:

 

r u v M r u vИ.Н.Д ДИ И.Н..( , ) ( , ),= ⋅  (14)

где MДИ  — матрица [13] преобразования координат из  
системы координат S x y zИ И И И{ , , }  в систему коорди-
нат S x y zД Д Д Д{ , , }, 



r u vИ.Н.( , )  — номинальная поверх-
ность инструмента, заданная относительно его собствен-
ной системы координат S x y zИ И И И{ , , }.

Матрица MДИ  имеет следующий вид:

M t M t M t M tX Y ZДИ ДИ ДИ ДИ( ) ( ) ( ) ( ),= ⋅ ⋅  (15)

где:

Элементы матриц (16)–(18), учитывающие смещение 
и поворот S x y zИ И И И{ , , }  относительно S x y zД Д Д Д{ , , } 
вдоль осей X, Y и Z соответственно.

x tДИ( ),  y tДИ( ),  z tДИ( )  — линейные смещение 
S x y zИ И И И{ , , } относительно S x y zД Д Д Д{ , , } по осям X, Y  
и Z соответственно (рис. 1); jX tДИ( ), jY tДИ( ), jZ tДИ( ) — 
угловые смещения S x y zИ И И И{ , , }  и S x y zД Д Д Д{ , , }  от- 
носительно осей X, Y и Z соответственно (рис. 1); 
x y zC C C X C Y C Z C0 0 0 0 0 0, , , , ,j j j  — линейные координа-
ты (т. е. координаты исходной точки на рис. 1) и уг-
ловые координаты, характеризующие начальное поло-
жение инструмента относительно системы координат 
S x y zCT CT CT CT{ , , }.

Уравнение фактического радиус-вектора 


r u vИ.Ф.И.( , ) 
производящей поверхности относительно собственной 
системы координат S x y zИ И И И{ , , },  будет иметь сле-
дующий вид:

   

 

r u v r u v r r

r rt

И.Ф.И. И.Н. Г.И. И.И

И И

( , ) ( , )


.

. . . .

= + − +
+

Δ Δ
Δ Δ C ++ Δ



rH. .,И
 (19)

где Δ


rГ.И.  — геометрическая погрешность изготовле-
ния (заточки) и установки инструмента (определяется 
как сумма погрешностей, первая из которых берется 
из чертежа инструмента, а вторая — из технических 
условий на его установку):

— погрешность, вызванная износом инструмен-
та (определяется из паспорта на инструмент):

Δ Δ Δ
  

r r P T I rИ.И ИЗН ОБР ИЗН. ( , , ) [ ],= ≤  (20)

где I  — уровень вибраций в зоне резания; [ ]Δ


rИЗН  — 
допуск на износ инструмента; 

— приращение радиус-вектора 


r u vИН( , ),  вызванное 
температурным расширением инструмента:

M t

x t

t t
X

X X

x C

X C X C
ДИ

ДИ

ДИ ДИ( )

( )

cos( ( ) ) sin( ( ) )
=

−
− −

1 0 0

0 0

0

0

0 0j jj j
−− − −



















sin( ( ) ) cos( ( ) )
,

j jj jДИ ДИX Xt tX C X C0 0 0

0 0 0 1

 (16)

M t

t t

y t
Y

Y YY C Y C

Cy
ДИ

ДИ ДИ

ДИ( )

cos( ( ) ) sin( ( ) )

( )
=

− − −
−

j jj j0 0

0

0 0

0 1 0

ssin( ( ) ) cos( ( ) )
,

j jj jДИ ДИY Yt tY C Y C− −

















0 00 0

0 0 0 1

 (17)

M t

t t

t
Z

Z Z

Z

Z C Z C

ДИ

ДИ ДИ

ДИ( )

cos( ( ) ) sin( ( ) )

sin( ( )
=

−
− −
−

j j
j

j j
j

0 0 0 0

ZZ C Z C

C

Z t

z t z
0 0

0

0 0

0 0 1

0 0 0 1

) cos( ( ) )

( )
.

j jДИ

ДИ

−
−



















 (18)
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Δ Δ
 

r T rt t. . . . ,И И И= ⋅ ⋅α  (21)

где αИ  — коэффициент линейного расширения мате-
риала инструмента;

— приращение радиус-вектора 


r u vИ Н. .( , ),  вызванное 
упругими деформациями инструмента под действием 
сил резания:

Δ


 


r t
P

C
i

P

C
j

P

C
k

X

%

Y

Y

Z

Z
C. .

. . .
( ) ,И

ИД ИД ИД= ⋅ + ⋅ + ⋅  (22)

где C C CX Y Z, ,   — жесткости инструмента относительно 
осей x, y и z; t — время; P P PX Y Z. . ., ,ИД ИД ИД   — компо-
ненты вектора силы 



PИД , действующей на инструмент 
со стороны детали:

  

P M P M P
T T

ИД ИД ДИ ДИ ДИ= ( ) ⋅ = ⋅−1 ,  (23)

где MИД  — матрица перехода от S x y zД Д Д Д{ , , }  к 
S x y zИ И И И{ , , };

— приращение радиус-вектора инструмента Δ


rH. . ,И  
учитывающее действие устройств по управлению 
размерами и формой инструмента, в соответствии 
с рис. 2.
Фактическая обработанная поверхность лопатки моно-

колеса является в общем случае двухпараметрической 
огибающей [2, 14] семейства производящих поверхностей 
инструмента, задаваемого уравнением 



r u vИФ( , , , )Ω Ω1 2  
при движении этой поверхности с параметрами Ω1, Ω2. 
Уравнение этого семейства относительно S X Y ZT T T T{ , , } 
будет иметь вид:




  

r u vi M M r u v

r r
iИ.Т.Ф. ТД ДИ ИНИ

ГИ ИИ

( , , , ) ( ( , )Ω Ω Δ
Δ Δ Δ

1 2 = ⋅ ⋅ +
+ − + rr r rtИ СИ НИ− +Δ Δ

 

),  (24)

где Ω1, Ω2 — параметры семейства; 


r u viИНИ ( , )  — номи-
нальная инструментальная поверхность на i-м проходе.

Так как элементы матрицы формообразующих дви-
жений MДИ  связаны между собой управляющей про-
граммой, и, следовательно, их можно представить как 
функции параметров огибания Ω1, Ω2:

ζ ζ ζ j j j= ∈( ), { , , , , , }.,Ω Ω1 2  x y z X Y Z  (25)

Так, например, при обработке по схеме спирального 
фрезерования, в качестве параметров огибания удобно 
выбрать программные перемещения инструмента по 
осям X и Z системы координат S x y zT T T T{ , , }.

Исходя из этого, выражение для суммарной матрицы 
перехода между S x y zИ И И И{ , , }  и S x y zT T T T{ , , }  при-
мет вид:

M M MΣ Ω Ω Δ( ) .,1 2 = ⋅Т.Д. Д.И.  (26)

Учитывая следующее выражение для фактического 
радиус-вектора 



r u viИФИ ( , )  инструментальной поверх-
ности относительно ее собственной системы координат 
S x y zИ И И И{ , , } для i-го прохода:

   

 

r u v r u v r r

r r
i i

t

И.Ф.И. И.Н.И Г.И И.И

И

( , ) ( , ). . .

. .

= + − +
+ −

Δ Δ
Δ Δ CC. . . ,И Н.И+ Δ



r i  (27)

можно записать:

 

r u v r u vi iMИ.Ф.Т И.Ф.И. .( , , , ) , ( , )( ) .Ω Ω Ω ΩΣ1 2 1 2= ⋅  (28)

Огибающую (если она существует) семейства по-
верхностей (26), можно задать следующей системой 
уравнений:

   



r u v r r r u vi iД.Ф.Т. И И И.Ф.Т.( , , , , , ) ( , , , );. .Δ ΔΣ Ω Ω Ω ΩH 1 2 1 2=

∂rr

u

r

v

r

r

i i i

i

Д.Ф.Т. Д.Ф.Т. Д.Ф.Т.

Д.Ф.Т.

∂
∂

∂
∂

∂








 =

∂
∂

, , ;
 



Ω1
0

uu

r

v

ri i
, , .
∂

∂
∂

∂








 =















 

Д.Ф.Т. Д.Ф.Т.

Ω2
0

 (29)

Первое уравнение системы (27) выражает условие ра-
венства координат поверхности 

  

r u v r riД.Ф.Т. И И( , , , , , ). .Δ ΔΣ Ω ΩH 1 2  
детали (огибающая поверхность) и координат инстру-
мента 



r u viИ.Ф.Т. ( , , , )Ω Ω1 2  (огибаемого семейства поверх-
ностей) в точке касания, а второе и третье уравнения —  
условия обкатки [6] для i-го прохода инструмента:

 

 

N V

N V

i i

i i

Д.Ф.Т. И.Ф.Т.

Д.Ф.Т. И.Ф.Т.

⋅ =

⋅ =







Ω

Ω

1

2

0

0

;

,
 (30)

где 


V iИ.Ф.Т.
Ω1 ,  



V iИ.Ф.Т.
Ω2  — скорость взаимного скольжения 

поверхностей детали и инструмента относительно па-
раметров огибания Ω1, Ω2 соответственно; 



N iД.Ф.Т.  — 
нормаль к огибающей поверхности. 

Запишем уравнения системы следующим образом:

∂
∂

×
∂

∂






⋅
∂

∂
=

  

r

u

r

v

ri i iД.Ф.Т. Д.Ф.Т. Д.Ф.Т.

Ω1
0;  (31)

∂
∂

×
∂

∂






⋅
∂

∂
=

  

r

u

r

v

ri i iД.Ф.Т. Д.Ф.Т. Д.Ф.Т.

Ω2
0.  (32)

Подставив уравнение (28) в правую часть первого 
уравнения системы (29) получим:

  



r u v r r

M r u
i

i

Д.Ф.Т. И И

И.Ф.И.

( , , , , , )

, ( ,
. .

( )

Δ ΔΣ Ω Ω

Ω ΩΣ

H 1 2

1 2

=
= ⋅ vv).  (33)

Найдем выражения для частных производных вхо-
дящих в уравнения (31), (32):

∂
∂

= ⋅
∂

∂
 

r

u
M

r

u
i iД.Ф.Т. И.Ф.И.

Σ ;  (34)

∂
∂

= ⋅
∂

∂
 

r

v
M

r

v
i iД.Ф.Т. И.Ф.И.

Σ ;  (35)
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∂
∂

=
∂

∂
⋅ + ⋅

∂

∂







r
r

ri
i

iM
M

Д.Ф.Т.
И.Ф.И.

И.Ф.И.

Ω
Σ

ΣΩ Ω1 1 1

;  (36)

∂
∂

=
∂

∂
⋅ + ⋅

∂

∂







r
r

ri
i

iM
M

Д.Ф.Т.
И.Ф.И.

И.Ф.И.

Ω
Σ

ΣΩ Ω2 2 2

.  (37)

Из работы [2] известно соотношение между компо-
нентами вектора нормали к огибающей в S x y zИ И И И{ , , } 
и S x y zT T T T{ , , }:



 



n

M

i

T

r

u

r

v

r

i i
Д.Ф.Т.

Д.Ф.Т. Д.Ф.Т.

И.Ф.И

= =
∂

∂
×

∂
∂







= ( ) ∂
−
Σ

1 .. И.Ф.И.
И.Ф.И.

i i

u

r

v
M n

T
i∂

×
∂

∂






( )= ⋅−





Σ
1 ,  (38)

где 


 

n i

r

u

r

v
i i

Д.Ф.Т.
Д.Ф.Т. Д.Ф.Т.

=
∂

∂
×

∂
∂







 — нормаль к фактической 

поверхности детали (33) в S X Y ZT T T T{ , , },  на i-м про-

ходе; 


 

n i

r

u

r

v
i i

И.Ф.И.
И.Ф.И. И.Ф.И.

=
∂

∂
×

∂
∂







 — нормаль к факти-

ческой инструментальной поверхности (28) в системе 

координат S X Y ZИ И И И{ , , },  на i-м проходе.

Произведя подстановку (36) и (37) в (31) и (32), 
с учетом (38) по аналогии с [2], получим:

∂
∂

×
∂

∂






⋅ ⋅
∂

∂
⋅ +

∂
−

 





r

u

r

v
r

ri i
iM

MИ.Ф.И. И.Ф.И.
И.Ф.И.

И
Σ

Σ

Ω
1

1

..Ф.И.i

∂
=





Ω1

0;  (39)

∂
∂

×
∂

∂






⋅ ⋅
∂

∂
⋅ +

∂
−

 





r

u

r

v
r

ri i
iM

MИ.Ф.И. И.Ф.И.
И.Ф.И.

И
Σ

Σ

Ω
1

2

..Ф.И.i

∂
=





Ω2

0.  (40)

Введем в рассмотрение асимметричные определенные 
единичные функции [2] положительно U + (x) и отри-
цательно U – (x).

В этом случае, если принять в качестве аргумента 
этих функций разность модулей радиус-векторов фак-
тических поверхностей лопатки на i-м и i – 1-м про-
ходе X r ri i= − −

 

Д.Ф.Т. Д.Ф.Т.( ) ,1  то можно записать уравнение 
фактически обработанной поверхности 



r iД.Ф.Т.  для i-го 
прохода:

   



r r U r r

r

i i i i

i

Д.Ф.Т. Д.Ф.Т. Д.Ф.Т. Д.Ф.Т.

Д.Ф.Т.

= ⋅ ± − +

+

−( )( )1

⋅⋅ ± −−U r ri i( ).( )
 

Д.Ф.Т. Д.Ф.Т.1  (41)

Здесь знак «+» относится к обработке выпуклых 
участков поверхностей, а знак «–» — вогнутых участ-
ков поверхностей.

Так как обработка производится относительно  
S X Y ZT T T T{ , , },  а контроль лопаток производится в 
S X Y ZИЗМ ИЗМ ИЗМ ИЗМ{ , , }, то запишем относительно этой 
системы уравнение фактически обработанной поверх-
ности для i-го прохода.

Введя для суммарной погрешности радиус-векто-
ра 



r iИ.Ф.И.  инструментальной поверхности следующее 
обозначение:

Δ Δ Δ Δ ΔΣ
    

r r r r ri t. . . . . . . . . . ,И Г И И И И И= − + − C  (42)

получим:

  

r r ri i iИ.Ф.И. И. И.= +Δ ΔΣ. . .H  (43)

И учитывая независимость 


r u viИ.H.И. ( , )  от парамет-
ров огибания Ω1 и Ω2, представим:

∂

∂
=

∂

∂
+

∂

∂

  

r r ri i iИ.Ф.И. И И

Ω Ω Ω

Δ ΔΣ

1 1 1

. . . .
,

H
 (44)

∂

∂
=

∂

∂
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∂

∂

  

r r ri i iИ.Ф.И. И И

Ω Ω Ω

Δ ΔΣ

2 2 2

. . . .
.

H
 (45)

Подставляя (44) и (45) в (39) и (40), с учетом урав-
нения (41) получаем, таким образом, систему уравнений 
описывающих, фактически обработанную поверхность 
лопаток моноколеса на i-м проходе:

 

r rM

M M M M
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 (47)

Так как система уравнений (47) является нелинейной, 
то для ее решения целесообразно использование ЭВМ.

В результате решения полученной системы уравне-
ний получим фактические координаты обработанных 
поверхностей моноколес:

ξ ξ ξД.Ф.ИЗМ К. ( , , , , ), { , , },,= ∈Ω Ω Δ Π ΔΠ Δ1 2

  

M x y zH  (48)

где ξ ξД.Ф.ИЗМ. , { , , }∈ x y z  — декартовые координаты в си-
стеме S X Y ZИЗМ ИЗМ ИЗМ ИЗМ{ , , };  



ΔΠ  — 24-компонентный 
вектор приведенных первичных ошибок [2]; 



Π  — вектор 
номинальных геометрических параметров технологиче-
ской системы; 



ΔК  — вектор, учитывающий приращения 
параметров с целью управления точностью.
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Из (48) можно получить уравнения но-
минальных поверхностей лопаток моноколес, 
положив 



ΔΠ = 0, 


ΔК = 0 и ΔM EH =  (Е — еди-
ничная матрица):

ξ ξ ξД.H.ИЗМ. ( , , ), { , , }.= ∈Ω Ω Π1 2



x y z  (49)

На основе уравнений (48) и (49) вычис-
ляются приращения координат фактических 
поверхностей лопаток моноколес по отно-
шению к номинальным:

Δξ ξ ξ
ξ

Д.Ф.ИЗМ Д.Ф.ИЗМ Д.H.ИЗМ. . .,

{ , , }.

=
∈

−

x y z  (50)

Зная ΔξД.Ф.ИЗМ.  можно перейти к опре-
делению взаимосвязей между этими при-
ращениями и нормируемыми показателями 
точности моноколес.

5.  расчет нормируемых показателей 
точности моноколес компрессоров 
и турбин гтд

В качестве примера ниже проведено определение 
погрешности формы дозвукового профиля лопатки МК  
компрессора в предусмотренных [10] контрольных 
точках. Схема расположения контрольных точек 1с 
и 1к [10], которые расположены на расстоянии n1 от 
общей точки 1об теоретического и минимального про-
филей на дозвуковом теоретическом профиле лопатки 
компрессора согласно [10]. 

Для определения погрешности профиля в j-м се-
чении лопатки плоскостью, которая перпендикуляр-
на оси Z системы S X Y ZИЗМ ИЗМ ИЗМ ИЗМ{ , , },  вводим СК 
S X Y Zj j j j{ , , }, которая будет расположена относительно 
СК S X Y ZИЗМ ИЗМ ИЗМ ИЗМ{ , , },  так как показано на рис. 2. 
Матрица MjИЗМ перехода между СК S X Y ZИЗМ ИЗМ ИЗМ ИЗМ{ , , } 
и S X Y Zj j j j{ , , } будет иметь вид:

M

b

b
j

j j j j

j j j j
ИЗМ.

sin cos sin

cos sin cos
=

− − − ⋅
− ⋅

−

0

0

γ γ γ
γ γ γ

H H H H

H H H H

11 0 0

0 0 0 1

−



















Rj
,  (51)

где R j  — радиус расположения j-го сечения; b jH  — но-
минальная ширина хорды профиля в j-м сечении; γ Hj  —  
номинальный угол поворота профиля в j-м сечении.

Номинальный профиль лопатки осевого моноколеса 
как правило задается для каждого j-го сечения дис-
кретным массивом координат точек на рабочем чертеже 
детали. При этом координаты задаются относительно 
СК S X Y Zj j j j{ , , }  (рис. 2).

В этом случае, векторное уравнение аппроксимиро-
ванной кривой номинального профиля в j-м сечении 
будет описываться следующим уравнением:



 

r u x u i y u jj j jП П П. . . . . .( ) ( ) ( ) .H H H= ⋅ + ⋅  (52)

В случае задания средней линии теоретического про-
филя следующим уравнением в явном виде (так как 
форму компрессорного профиля получают, как правило, 
изгибая среднюю линию симметричного профиля по 
определенному закону, соответствующему требуемому 
распределению газодинамических параметров) имеет 
место уравнение:

y y xCP CP CP. . . . . .( ).Л Л Л=  (53)

При переходе в S X Y Zj j j j{ , , }  посредством использо-
вания матрицы (51) радиус-вектор 



rД.Ф.ИЗМ.  фактической 
поверхности детали примет вид:

 

  

r M rj j MД.Ф. ИЗМ Д.Ф.ИЗМ К= ⋅. .( , , , , ).,Ω Ω Δ Π ΔΠ Δ1 2 H  (54)

С учетом условия z Rj= = const  получаем кривую 
фактического профиля в СК S X Y Zj j j j{ , , }:  

x x

y y

j

j

MП.Ф. К

П.Ф. К

=

=

( , , , , );

( , , , ,

,

,

Ω Ω Δ Π Δ

Ω Ω Δ Π Δ
Π

Π

Δ

Δ

1 2

1 2

  

  

H

MMH).






 (55)

С учетом (55) получаем приращения координат для 
каждой точки фактического профиля по сравнению  
с номинальным:

Δ
Δ

x x

y y
j j j

j j j

x

y

П.Ф. П.Ф. П.H.

П.Ф. П.Ф. П.H.

=
=







−

−

;

.
 (56)

Так как целью расчета является определение по-
грешности формы, то путем параллельного переноса 
фактического профиля, совмещаем точку 1 (рис. 3) 
номинального и фактического профилей:

X x

Y y
j j

j j

x

y

П.Ф. П.Ф.

П.Ф. П.Ф.

=
=







+

+

Δ

Δ
1

1

;

,
 (57)

рис. 2. Схема расположения вспомогательной системы координат для определения 
погрешности профиля, длины хорды и угла установки лопатки МК
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где Δx1  и Δy1  — смещения координат точки 1 (рис. 3) 
фактического профиля, определенные из уравнений (56); 
X jП.Ф.  и Y jП.Ф.  координаты фактического профиля пос-
ле совмещения точек 1 номинального и фактического 
профилей в точку 1об (рис. 3).

С учетом (56) получаем приращения координат пос-
ле совмещения точек 1 номинального и фактического 
профилей в точку 1об:

Δ
Δ

X X

Y Y
j j j

j j j

x

y

П.Ф. П.Ф. П.H.

П.Ф. П.Ф. П.H.

=
=







−

−

;

.
 (58)

Определяем координаты точки 1 (рис. 3) средней 
линии профиля, которая является центром вписанной  
в профиль окружности и отстоит от точки 1об на расстоя-
нии n1 путем решения следующей системы уравнений 
относительно координат xCP. .Л 1  и yCP. .Л 1 :

(  ) (  ) ;. . . . . . . .

. . .

x x y y n

y y
CP CP CP CP

CP CP

Л Л об Л Л об

Л

1 1
2

1 1
2

1
2

1

+ =
= ЛЛ Л. . .( ).xCP 1






 (59)

Уравнение нормали к средней линии теоретического 
профиля, которая проходит через точку 1 имеет сле-
дующий вид:

y y
y x

x x− = −
′

−CP
CP CP

CP. .
. . . .

. .( )
( ).Л

Л Л
Л1

1
1

1
 (60)

Находим координаты точек 1ст и 1кт, решая совместно 
уравнения (52) и (60):

y y
y x

x x

r r uj

− = −
′

−

=








CP
CP CP

CP

H

. .
. . . .

. .

. .

( )
( );

( ).

Л
Л Л

Л

П

1
1

1
1

 
 (61)

Определяя приращения координат в точках 1ст и 1кт  
по уравнениям (58) находим проекции векторов Δ



rП.Ф.1C 
и Δ



rП.Ф К.1  (рис. 3) на направление нормали к средней 
линии в точке 1, которые и будут отклонениями про-
филя на сторону:

δ ξ
ξ ξ

1
1 1 1

11
=

− ′ ⋅ +

+ ′

y x X Y

y x

CP CP

CP CP

. . . . . .

. . . .

( )

( )

Л Л П.Ф П.Ф

Л Л

Δ Δ

 
∈

2
, { , }.ξ c к  (62)

Для лопатки, соответствую-
щей требованиям по [9], долж-
но выполняться следующее ус-
ловие:

max , , ,Δ Δδ δ δ1 1 0 25C К( ) ≤  (63)

где δ  — предельное значение 
отклонения толщины профиля.

Аналогично можно найти 
зависимости для определения 
погрешностей в остальных конт-
рольных точках и другие нор-
мируемые показатели точности 
моноколес.

6.  Экспериментальная 
проверка результатов 
расчетов

Теоретические линии графика (рис. 4) определялись 
для погрешности шага по зависимости, полученной из 
уравнений (50). 

рис. 4. Зависимость накопленной величины погрешности шага 
от величины эксцентриситета

Выражение для расчета этой погрешности представ-
лено в виде:

Δ Σt ek z= 2 2sin( ).π  (64)

Нанесенные на графике полученные эксперимен-
тально точки для случая, когда число лопаток Z =  
= 19, достаточно точно совпадают с расчетными зна-
чениями (расхождения составляют 8,5 %). Это под-
тверждает адекватность полученных теоретических 
за висимостей.

рис. 3. Схема определения погрешности профиля в точке 1
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7.  обсуждение результатов исследования 
системы уравнений, описывающей 
реальные профиля лопаток 
моноколес гтд

Полученная система уравнений, описывающая реаль-
ные профили лопаток моноколес ГТД позволила раз-
работать зависимости для расчета нормируемых показа-
телей точности этих изделий. Она является адекватной 
и достаточно общей, чтобы быть применимой для раз-
личных типоразмеров колес.

Основным применением этой системы и разрабо-
танных на ее основе зависимостей является прогноз-
ные и оптимизационные проектные расчеты в системах 
автоматизированного проектирования технологического 
назначения для авиационного двигателестроения.

В дальнейшем предполагается конкретизировать по-
лученные зависимости для случаев многоинструментной 
и многоместной обработки моноколес.

8. выводы

В результате проведенных исследований
1. Получено дифференциально-интегральную мат-

ричную систему уравнений, отражающих связь радиус- 
вектора реальной поверхности лопатки лопаток моноко-
лес ГТД, формируемые при их механической обработке, 
и приведенных первичных ошибок, вызванных геомет-
рическими, кинематическими, термическими, силовыми 
и износными факторами.

2. На основе этой системы разработаны зависимости 
для расчета нормируемых показателей точности этих 
изделий.

3. Экспериментально подтверждена адекватность 
полученных аналитических моделей. Полученные ре-
зультаты позволяют решать прогнозные и проектные 
задачи точности в технологии механической обработки 
моноколес ГТД. Они могут быть применены в специа-
лизированных системах автоматизированного проекти-
рования для авиационного двигателестроения.
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роЗробка систеМи рівнЯнь реальних Поверхонь лоПаток 
і алгоритМу роЗрахунку норМованих ПокаЗників 
точності Моноколіс гаЗотурбінних двигунів

Отримана в загальному вигляді система рівнянь, яка описує 
реальні поверхні лопаток моноколіс газотурбінних двигунів, 
отримані після механічної обробки з урахуванням похибок 
диференційованих відповідно до факторів, що їх спричиняють. 
Запропоновано алгоритм розрахунку нормованих показників 
якості моноколіс газотурбінних двигунів з використанням 
вищезазначеної системи.

ключові слова: механічна обробка, похибка, лопатки, моно-
колеса, газотурбінний двигун, алгоритм.
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