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ИсслеДованИе tcp/Ip сетИ с ИспольЗованИем 
моДИфИцИрованного rem-алгорИтма аКтИвного 
управленИя очереДью с ДИнамИчно-расщепленной 
хараКтерИстИКой (dsrem)

В статье рассмотрена работа REM и DSREM-алгоритма. 
Показаны основные различия в работе алгоритмов. Выполнено 
имитационное моделирование сети TCP/IP с применением 
REM и DSREM. Проведено сравнение основных характерис-
тик TCP/IP-сети для каждого из алгоритмов. Определен ряд 
ключевых преимуществ DSREM над REM-алгоритмом.
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раЗраБотКа поДстановочных 
вычИслИтельных метоДов 
маКсИмально правДопоДоБного 
оБнаруЖенИя оКолонулевого 
вИДИмого ДвИЖенИя оБъеКтов 
на серИИ ccd-КаДров

Разработаны подстановочные вычислительные методы максимально правдоподобного обна-
ружения околонулевого видимого движения объектов на серии CCD-кадров. В статье рассмо-
трены случаи с известной и неизвестной дисперсиями измерений положения объекта на кадрах, 
а также с использованием внешней ее оценки. Для использования синтезированных решающих 
правил предварительно оцениваются параметры видимого движения рассматриваемых объектов 
и соответствующие им интерполированные координаты на исследуемых кадрах.

Ключевые слова: серия CCD-кадров, МНК-оценка параметров движения объекта, измерение 
положения объекта, астероиды.
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1. введение

В настоящее время астероидные обзорные наблю-
дения с последующей автоматической обработкой их 
результатов являются значимым направлением совре-
менной астрометрии. Данная значимость вызвана про-
блематикой астероидно-кометной опасности [1, 2].

Небесные объекты, которые не принадлежат Сол-
нечной системе, имеют нулевую скорость видимого 
движения. В то время, как ССО имеют ненулевую 
скорость, значение которой может варьироваться от 
околонулевой до значительно большой.

Наблюдение объектов Солнечной системы (ССО) 
осуществляется с помощью телескопа, оснащенного 
CCD-матрицей [3]. Для обнаружения объектов с око-
лонулевым видимым движением необходимо провести 
анализ серии измерений, которая сформирована на серии 
кадров. При том, не более чем по одному измерению 
на одном кадре.

Для обнаружения объектов с околонулевым видимым 
движением ранее не разрабатывались специальные вы-
числительные методы, а использовались общие методы 

обнаружения движущихся объектов. Поэтому разработка 
вычислительных методов обнаружения околонулевого 
видимого движения объекта является актуальным. Дан-
ные методы позволят обнаруживать объекты с около-
нулевой скоростью видимого движения на временных 
интервалах наблюдения, которые значительно снижены.

2.  объект исследования и его 
технологический аудит

Объектом исследования является подкласс объектов 
с околонулевым видимым движением на серии CCD-
кадров. Он является составляющим класса движущихся 
объектов с ненулевым видимым движением. К данно-
му подклассу относятся объекты, перемещения между 
кадрами которых за время наблюдения является не-
значительным (околонулевым).

Основным характерным недостатком данного объек-
та исследования является тот факт, что перемещения 
объекта с околонулевым видимым движением на серии 
CCD-кадров соизмеримы с ошибками определения по-
ложения исследуемого объекта. Данный недостаток очень  
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сильно затрудняет факт определения околонулевого 
видимого движения объекта.

3. цель и задачи исследования

На основании выявленного недостатка объекта ис-
следования целью статьи является разработка подстано-
вочных вычислительных методов максимально правдопо-
добного обнаружения околонулевого видимого движения 
объектов на серии CCD-кадров в случаях с известной 
и неизвестной дисперсиями, а также с использова нием 
внешней оценки дисперсии измерений положения объек-
та на кадрах. Разрабатываемые методы должны учиты-
вать основные особенности формирования измерений 
объектов с околонулевым видимым движением.

Для достижения цели были поставлены следующие 
задачи:

— выполнить МНК-оценку параметров видимого 
движения объекта на серии CCD-кадров;
— разработать подстановочный вычислительный ме-
тод максимально правдоподобного обнаружения око-
лонулевого видимого движения объекта при исполь-
зовании неизвестной дисперсии измерений положения 
объекта на серии CCD-кадров;
— разработать подстановочный вычислительный ме-
тод максимально правдоподобного обнаружения око-
лонулевого видимого движения объекта при исполь-
зовании известной дисперсии измерений положения 
объекта на серии CCD-кадров;
— разработать подстановочный вычислительный ме-
тод максимально правдоподобного обнаружения око-
лонулевого видимого движения объекта при ис-
пользовании внешней оценки дисперсии измерений 
положения объекта на серии CCD-кадров.

4. анализ литературных данных

Наряду с изображениями ССО на кадрах наблюда-
ются изображения звезд и галактик. Астероиды наблю-
даются на фоне большого количества звезд и обнаружи-
ваются на основании того, что они, в отличие от звезд, 
перемещаются, имеют ненулевое видимое движение. 

Иными словами. Выдвигается гипотеза H0  о том, 
что серия измерений исследуемого объекта соответст-
вует объекту с нулевой скоростью видимого движения:

H V Vx y0
2 2 0: .+ =  (1)

Также выдвигается сложная альтернатива H1  о том, 
что исследуемый объект на исследуемой серии измере-
ний имеет околонулевое видимое движение:

H V Vx y1
2 2 0: .+ >  (2)

Объекты со значимым видимым движением лег-
ко обнаруживаются (выявляются) любыми методами 
обнаружения траекторий (методами межкадровой об-
работки) [4–6]. Проблема существует при обнаруже-
нии (выявлении) движущихся объектов с околонулевой 
скоростью видимого движения. Этому частному слу-
чаю обнаружения движущихся объектов и посвящена 
данная статья. Кроме того, исходя из практических 

особенностей решения указанной задачи подвыборка 
измерений, не более чем по одному с каждого кадра, 
отнесенных к одному и тому же объекту предварительно 
уже сформирована. Данная подвыборка соответствует 
гипотетическому объекту, предварительно отнесенному 
к классу объектов с околонулевым видимым движением.

При этом на момент каждого из измерений исследуе-
мой серии имеют место неизвестное значение истинного 
положения объекта; измерение положения объекта на 
кадре; также могут быть получены интерполирован-
ные (согласно МНК-оценкам параметров видимого дви-
жения) координаты исследуемого объекта.

Традиционно гипотезы, подобные гипотезам H0  (1)  
и H1  (2) [7], проверяются согласно критерию максималь-
ного правдоподобия [8] или какого-либо другого крите-
рия байесовской группы [9] (максимума апостериорной 
вероятности [9], минимакса [10], минимального среднего 
риска [10]) или критерия Неймана-Пирсона [11].

Для всех перечисленных критериев [12] достаточной 
статистикой минимального объема является отношение 
правдоподобия, которое сравнивается с критическими 
значениями, выбранными в соответствии с заданным 
критерием [13]. При отсутствии возможности обосновать 
априорные вероятности гипотез и потери, связанные 
с ошибочным принятием решения о справедливости той 
или иной гипотезы, разработчик может использовать 
только критерии максимального правдоподобия [14] 
или Неймана-Пирсона.

В случае если в рамках рассматриваемых гипотез 
имеет место априорно неизвестные параметры функции 
правдоподобия, то они оцениваются по той же выборке, 
по которой проверяются гипотезы. В статистической 
математической литературе подобные правила называют-
ся подстановочными правилами проверки гипотез [15]. 
В технической литературе подобные правила чаще всего 
называются правилами «обнаружения-измерения» [15].

В подстановочном решающем правиле или решающем 
правиле «обнаружения-измерения» процедуре «обна-
ружение» предшествует процедура «измерение». Это 
общий принцип решения задачи смешанной оптимиза-
ции с дискретными и непрерывными параметрами [16].

Если выполняется оптимизация по дискретным и не-
прерывным параметрам, то для каждого дискретного 
параметра (объект имеет нулевое или околонулевое 
видимое движение) находится наилучшее значение не-
прерывного параметра (положение и начальная скорость 
видимого движения объекта). Решающие статистики 
гипотез, соответствующих значениям дискретных пара-
метров, сравниваются между собой после оптимизации 
условных функций правдоподобия по значению их не-
прерывных параметров.

5. материалы и методы исследования

5.1. Используемая модель видимого движения. Моде-
лью видимого движения (проекции траектории движе-
ния объекта на фокальную плоскость телескопа) любого 
ССО за время формирования исследуемой серии из-
мерений достоверно считать модель прямолинейного 
и равномерного движения объекта вдоль каждой коор-
динаты независимо:

x x Vn x x n( ) ( );θ τ τ= + −0 0  (3)
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y y Vn y y n( ) ( ),θ τ τ= + −0 0  (4)

где x y0 0,  — координаты положения исследуемого объек-
та на момент времени τ0 ;  xn x( ),θ  yn y( )θ  — координаты 
положения исследуемого объекта в момент времени τn ; 
V Vx y,  — скорости видимого движения исследуемого 
объекта по соответствующим координатам; τ0  — время 
привязки базового кадра серии измерений; θx , θy — 
векторы параметров видимого движения исследуемого 
объекта по каждой координате.

Векторы θx ,  θy  включают в себя координаты x y0 0,  
положения исследуемого объекта на момент времени τ0 
и скорости V Vx y,  его видимого движения вдоль каж-
дой координаты:

θx x
T

x V= ( )0, ;  (5)

θy y
T

y V= ( )0, .  (6)

5.2. основные особенности формирования измерений 
объек тов с околонулевым видимым движением. Изображе-
ние небесных объектов формируется в фокальной плоско-
сти телескопа, результатом чего является CCD-кадр. По 
результатам наблюдений одного участка небесной сферы 
формируется серия из N fr измерений с временем привязки 
nfr-го кадра серии τn . Один из кадров серии называется 
базовым, а время его привязки считается равным τ0 .

В процессе внутрикадровой обработки исследуемого 
nfr -го кадра выявлено изображение объекта. Данным 
объектом может быть либо астероид, либо звезда, не-
подвижная на серии измерений (с нулевым видимым 
движением). 

Изображение астероида на одном nfr -м кадре серии 
ничем не отличается от изображения звезды, находя-
щейся на данном участке небесной сферы.

Результаты внутрикадровой обработки по одному 
объекту одного кадра представляются в виде измерения 
Yin  ( i -е измерение nfr -го кадра). В общем случае i-е  
измерение nfr -го кадра содержит оценки координат 
Y x yKin in in= { ; } и блеска Ain  объекта: Y Y Ain Kin in= { ; }.  Также 
YKin  называют позиционным измерением, а Ain  — фото-
метрическим измерением.

В работе используется прямоугольная система коор-
динат (СК) CCD-кадра с центром в левом верхнем углу 
CCD-кадра. Считается, что все измерения положения 
исследуемого объекта предварительно приведены в СК 
базового CCD-кадра.

Серия измерений (не более чем по одному с кадра) 
исследуемого объекта, гипотетически принадлежащих 
одному объекту, примет следующий вид:

Ωset K i Kk i n KNmea i NfrY Y Y

x y

= =
=

( ,..., ,..., )

(( , ),.
( , ) ( , ) ( , )1 1

1 1 ...,( , ),...,( , )),x y x yk k Nmea Nmea  (7)

где k i n k( , ) = — номер измерения в серии измерений 
исследуемого объекта, которое является i -м измерением  
nfr -го кадра серии, гипотетически принадлежащего ис-
следуемому объекту; x yk k,  — измерение положения 
объекта, оценка положения объекта, содержащаяся в k-м 
измерении серии; Nmea  — количество измерений по-
ложения исследуемого объекта на N fr  кадрах.

Измерения Yk , принадлежащие серии измерений Ωset (7) 
исследуемого объекта, отобраны не более чем по одно-
му измерению c кадра. Существует возможность того, 
что измерения положения исследуемого объекта будут 
формироваться не на всех N fr  кадрах. Поэтому, коли-
чество измерений, которые принадлежат исследуемому 
объекту в данной серии измерений в общем случае будет 
равно Nmea ,  где ( ).N Nmea fr≤

Условия наблюдения исследуемого объекта с около-
нулевым видимым движением считаются практически 
неизменными. Значение отношения сигнал/шум (ОСШ) 
изображения исследуемого объекта на серии CCD-кадров 
практически не меняется, а СКО оценок положения 
объекта практически одинаковы. Поэтому оценки по-
ложения исследуемого объекта с околонулевым ви-
димым движением на серии CCD-кадров считаются 
равноточными.

Отклонения оценок положения объекта независимы 
между собой как внутри одного измерения, так и между 
измерениями, которые сформированы на разных кадрах. 
Данные отклонения распределены по нормальному за-
кону [9] с нулевым математическим ожиданием и не-
известной дисперсией σx

2 .
Ожидаемые положения объектов (соответствуют ма-

тематическим ожиданиям) определяются параметрами 
видимого движения исследуемого объекта и вычисля-
ются согласно выражениям (3) и (4). Тогда плотность 
распределения оценок координат xk  и yk  (значений 
координат x  и y в k-ом измерении исследуемой се-
рии Ωset (7)) будет, для каждой координаты, соответ-
ственно, иметь вид:

f N x

x x V

xk x x xk k x x

x

k x n

( , ) ( ( ), )

exp
( ( ( )))

θ σ θ σ

πσ

τ τ

= =

= −
− + −

2

0 0
21

2 2σσx
2













;  (8)

f N y

y y V

yk y y yk k y y

y

k y n

( , ) ( ( ), )

exp
( ( ( )))

θ σ θ σ

πσ

τ τ

= =

= −
− + −

2

0 0
21

2 2σσy
2













.  (9)

6. результаты исследования

6.1. мнК-оценка параметров видимого движения объек-
та. Видимое движение объекта вдоль каждой коорди-
наты считается независимым. Следовательно, задачу 
определения параметров видимого движения объекта 
вдоль двух координат можно свести к независимому 
определению параметров видимого движения вдоль каж-
дой координаты. Согласно (3) и (4), оценки векторов 
параметров видимого движения содержат оценки коор-
динат 



x0  и 


y0  положения исследуемого объекта на 
базовом кадре и оценки скорости 



Vx  и 


Vy  движения 
исследуемого объекта по соответствующим координатам.

Часто задача оценки параметров видимого движения 
объекта решается методом максимального правдоподо-
бия [17]. При нормальном распределении отклонений 
оценок координат объекта, оценки параметров видимого 
движения объекта, полученные методами максимально-
го правдоподобия и наименьших квадратов, полностью 
совпадают [10].
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МНК-оценка вектора (5) параметров видимого дви-
жения объекта вдоль координаты x  имеет вид:



θ θ θ
θ

x x x
T

x x
x

F F= −( ) −( )arg min ,Υ Υ  (10)

где матрица плана [11], также называемая матрицей 
дифференциальных операторов [17]:

Fx

i

k i n

Nmea i Nfr

=

















1

1

1

1 1∆

∆

∆

τ

τ

τ

( , )

( , )

( , )

... ...

... ...







,  (11)

∆τ τ τk k= −( ).0

Решение (МНК-оценка параметров видимого дви-
жения объекта вдоль координаты x) системы уравне-
ний (10) представляется выражением [11]:



θx x
T

x x
TF F F= −( ) .1 Υ  (12)

МНК-оценки параметров видимого движения объек-
та вдоль координаты x  (координата 



x0  на базовом 
кадре и скорость 



Vx  по данной координате) можно 
представить в скалярном виде [11]:



x
D A C B

T D C
x x

0 2=
⋅ − ⋅

⋅ −
;  (13)



V
T B C A

T D Cx
x x=

⋅ − ⋅
⋅ − 2 ,  (14)

где A xx k
k

Nmea

=
=

∑
1

;  B xx k k
k

Nmea

=
=

∑ ∆τ
1

;  C k
k

Nmea

=
=

∑ ∆τ
1

;  D k
k

Nmea

=
=

∑ ∆τ
2

1

.

Аналогично, для координаты y :



y
D A C B

T D C
y y

0 2=
⋅ − ⋅

⋅ −
;  (15)



V
T B C A

T D Cy
y y=

⋅ − ⋅
⋅ − 2 ,  (16)

где A yy k
k

Nmea

=
=

∑
1

;  B yy k k
k

Nmea

=
=

∑ ∆τ
1

.

Для полученной МНК-оценки [11, 17] параметров 
модели прямолинейного равномерного движения, сгла-
женные оценки координат исследуемого объекта на k-м  
кадре серии могут быть представлены выражениями:

 





  

x x x Vk k x x x x k= = + ⋅ −( ) ( ) ( ) ( );θ θ θ τ τ0 0  (17)

 





  

y y y Vk k y y y y k= = + ⋅ −( ) ( ) ( ) ( ).θ θ θ τ τ0 0  (18)

Таким образом, на момент каждого из Nmea  иссле-
дуемых измерений серии имеют место:

— неизвестное значение истинного положения объек-
та ( ( ), ( ));x yk x k yθ θ
— измерение положения объекта на кадре ( , )x yk k  
в СК базового кадра;
— сглаженные (согласно выражениям (17), (18)) коор-
динаты исследуемого объекта ( , ) ( ( ),( ( )).

  







x y x yk k k x k y= θ θ  
6.2. функция правдоподобия для обнаружения околону-

левого видимого движения у исследуемого объекта. В ка-
честве функции правдоподобия выбирается совместная 
плотность распределения измерений положения исследуе-
мого объекта на серии измерений. Согласно постановке 
задачи, оценки положения объекта на кадрах считаются 
равноточными, а дисперсии оценок положения объекта 
по каждой координате считаются равными σ σ σx y

2 2 2= = .
Рассматривается две гипотезы H0 (1) и H1 (2). При 

первой, плотность распределения измерений положения 
исследуемого объекта при условии, что объект не яв-
ляется объектом Солнечной системы (является звездой 
с нулевым видимым движением на серии измерений), 
имеет вид:

f x y N x N yxk yk
k

Nmea

0
2 2

1

( , , ) ( , ) ( , ) ,σ σ σ= ⋅ 
=

∏  (19)

где x , y  — координаты положения исследуемого объекта.
При второй гипотезе для плотности распределения 

измерений положения исследуемого объекта с нену-
левым (околонулевым) видимым движением (объекта 
Солнечной системы) используется иное математическое 
ожидание. А именно, вместо параметров x , y  положения 
исследуемого объекта используются координаты xk x( ),θ   
yk y( )θ  положения исследуемого объекта в момент вре-
мени τk , вычисленные согласно выражений (17) и (18) 
соответственно:

f N x N yxk k x yk k y
k

Nmea

1
2 2

1

( , ) ( ( ), ) ( ( ), ) .θ σ θ σ θ σ= ⋅ 
=

∏  (20)

Отсутствие информации о положении исследуемого 
объекта, скорости его видимого движения и дисперсии 
оценок положения объекта на серии измерений приво-
дит к необходимости использования подстановочного 
решающего правила (решающего правила «обнаруже-
ния-измерения») [11, 15].

При этом статистикой для различения проверяе-
мых гипотез является оценка отношения правдоподо-
бия 

�
�( )Ωset  [10, 13].

6.3. подстановочный вычислительный метод макси-
мально правдоподобного обнаружения околонулевого ви-
димого движения объектов при неизвестной дисперсии 
измерений положения объекта на кадрах. В исследуемом 
случае, когда дисперсии σ σx y

2 2=  измерений положения 
объекта на кадрах неизвестны, предлагается исполь-
зовать оценки дисперсий 

σ0
2  и 

σ1
2  оценок координат 

исследуемого объекта при условии справедливости ги-
потез H0 и H1 соответственно. 

Тогда подстановочное решающее правило (решающее 
правило «обнаружение-измерение») для обнаружения  
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околонулевого видимого движения у исследуемого объек-
та будет иметь следующий вид:

�
�

� �

� � � �
�

� �
( )

max ( , )

max ( , , )
,

,

Ωset

x y

f

f x y
= ≥θ

θ σ

σ

1 1

0 0
кр  (21)

где кр  — заданное предельно допустимое (критическое) 
значение оценки отношения правдоподобия для обнару-
жения околонулевого видимого движения исследуемого 

объекта; 




x x Nk
k

N

mea

mea

=
=

∑
1

,  




y y Nk
k

N

mea

mea

=
=

∑
1

 — средние 

значения оценок координат положения объекта на ис-
следуемой серии кадров; 

   





θ θ θ θ σ
θ

= ={ , } arg max ( , )x y f1 1  —  

МНК-оценки параметров видимого движения исследуе-
мого объекта, полученные согласно выражениям (13) ÷ (16); 

σ0
2 0

2

2
=

−( )
R

N mmea
 — оценка дисперсии оценок положения 

исследуемого объекта при условии справедливости гипо-

тезы H0 ; 
σ1

2 1
2

2
=

−( )
R

N mmea
 — оценка дисперсии оценок  

положения исследуемого объекта при условии спра-
ведливости гипотезы H1 ;  остаточные суммы квадра-
тов отклонений [11] положения исследуемого объекта 
в предположении истинности гипотез H0  и H1  о нуле-
вом и ненулевом (околонулевом) видимом движении 
соответственно на данной серии измерений:

R x x y yk k
k

Nmea

0
2 2 2

1

= − + −( )
=

∑ ( ) ( ) ;
 

 (22)

R x x y yk k x k k y
k

Nmea

1
2 2 2

1

= − + −( )
=

∑ ( ( )) ( ( )) .








θ θ  (23)

После подстановки функций правдоподобия f x y0 0( , , )
 

σ  
и f1 1( , )



θ σ  выражение для оценки отношения правдопо-
добия 

�
�( )Ωset  примет вид:

�
�

� � � � � �

( )
( ( ), ) ( ( ), )

Ωset

xk k x yk k y
k

N

N x N y
mea

=
⋅ 

=
∏ θ σ θ σ1

2
1
2

1

NN x N yxk yk
k

Nmea

( , ) ( , )

.
� � � �σ σ0

2
0
2

1

⋅ 
=

∏
 (24)

Используя полученное выражение для оценки от-
ношения правдоподобия (24), подстановочное решаю-
щее правило (решающее правило «обнаружение-изме-
рения») (21) будет иметь следующий вид:

Натуральное логарифмирование обеих частей не-
равенства (25) позволяет избавиться от экспоненты 

в выражениях для самих функций правдоподобия,  
а произведения в числителе и знаменателе заменить 
на суммы:

N
x x y y

mea
k k x

k

N

k k y
k

Nmea me

� �
� � � �

σ σ
θ θ

1
2

1
2

2

1

2

1

1

2
− − + −

= =
∑ ( ( )) ( ( ))

aa

mea meaN
x x y y

mea
k

k

N

k
k

N

∑

∑







−

− + − + −
= =

� �
� �

σ σ0
2

0
2

2

1

2

1

1

2
( ) ( )∑∑







≥ ln( ).�кр  (26)

После подстановки значений оценок дисперсий 
σ0

2 
и 
σ1

2 измерений оценок положения исследуемого объекта 
подстановочное решающее правило (26) будет иметь вид:

A N

R

A

R
R

A N

R

A

R
R

mea mea⋅
− −

⋅
− ≥

1
2

1
2 1

2

0
2

0
2 0

2

2 2
ln( ),кр  (27)

где A N mmea= −( )2 .
После сокращений и приведения подобных в левой 

части неравенства (27) решающее правило «обнаруже-
ние-измерение» примет вид:

A N
R R

R Rmea⋅ ⋅
−
⋅

≥0
2

1
2

0
2

1
2 ln( ).кр  (28)

После преобразований и переноса констант в правую 
часть неравенства (28) подстановочный вычислитель-
ный метод максимально правдоподобного обнаружения 
околонулевого видимого движения объектов при неиз-
вестной дисперсии измерений положения объекта на 
кадрах имеет следующий вид:

R R

R R A Nmea

0
2

1
2

0
2

1
2

−
⋅

≥
⋅

ln( )
.

кр
 (29)

6.4. подстановочный вычислительный метод мак-
симально правдоподобного обнаружения околонулевого 
видимого движения объектов при известной дисперсии 
измерений положения объекта на кадрах. В случае извест-
ной дисперсии σ σ σx y

2 2 2= =  оценок координат объекта 
подстановочное решающее правило будет иметь вид:

�
�

�

� � �
�

� �
( )

max ( , )

max ( , , )
.

,

Ωset

x y

f

f x y
= ≥θ

θ σ

σ

1

0
кр  (30)

После подстановки функций правдоподобия f x y0( , , )
 

σ  
и f1( , )



θ σ  выражение (30) для оценки отношения прав-
доподобия 

�
�( )Ωset  примет вид:

Используя полученное выражение для 
оценки отношения правдоподобия (31), 
подстановочное решающее правило (ре-

шающее правило «обнаружение-измерение») (30) будет 
иметь следующий вид:

1

2 2

1

21

2

1
2

1πσ
θ

σ πσ
θ















exp
( ( ))

exp
( (

−
−











⋅ −
−x x y yk k x k k yy

k

N

k k

mea

x x

))

exp
( )

2

1
2

1

0

2

0
2

2

1

2 2









σ

πσ σ

























−
−

=
∏













⋅ −
−





















=

∏
1

2 20

2

0
2

1 πσ σ�

�

�exp
( )y yk k

k

Nmea
≥≥ �кр.  (25)

�
�

� � � �

( )
( ( ), ) ( ( ), )

(

Ωset

xk k x yk k y
k

N

xk

N x N y

N

mea

=
⋅ 

=
∏ θ σ θ σ2 2

1

�� �
x N yyk

k

Nmea

, ) ( , )

.

σ σ2 2

1

⋅ 
=

∏
 (31)
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Значение σ  считается не равным нулю. При этом 

константа 
1

2πσ
 в числителе и знаменателе дроби в ле-

вой части неравенства (32) может быть вынесена из-под 
знака произведения и сокращена.

После ряда преобразований последнее выражение 
примет вид:

С учетом ранее введенных обозначений (22), (23)  
и в предположении σ2 0≠  подстановочный вычисли-
тельный метод максимально правдоподобного обнару-
жения околонулевого видимого движения объектов при 
известной дисперсии измерений положения объекта на 
кадрах имеет вид:

R R0
2

1
2 22− ≥ ⋅σ ln( ).кр  (34)

6.5. подстановочный вычислительный метод макси-
мально правдоподобного обнаружения околонулевого ви-
димого движения объектов при использовании внешней 
оценки дисперсии измерений положения объекта на кадрах. 
В ряде случаев дисперсии оценок координат объекта по 
каждой координате могут быть оценены по данным, яв-
ляющимся внешними относительно исследуемой выбор-
ки. Оценка СКО позиционных измерений, включенных 
в исследуемую серию, не является априорно заданной 
константой. Данная оценка так же получается из вы-
борки, пусть внешней, включающей другие позиционные 
измерения исследуемой серии кадров. Следовательно, для 
получения соответствующего вычислительного метода 
необходимо в правиле (34) заменить СКО позицион-
ных измерений на его оценку, а последнюю перенести 
в левую часть, как зависящую от выборки:

R R

out

0
2

1
2

2 2
−

≥� �
σ

ln( ).кр  (35)

СКО оценок координат объекта может быть опреде-
лено на основе отклонений положений опорных звезд 
на CCD-кадре. Так как в настоящее время в качестве 
опорных звезд используется от 500 звезд на CCD-кадре, 
то такая оценка может считаться надежной и исполь-
зоваться в качестве внешней оценки дисперсии измере-
ний положения объекта в подстановочном решающем 
правиле максимально правдоподобного обнаружения 
околонулевого видимого движения исследуемых объек-
тов (35).

Обосновывается это тем, что усло-
вия формирования всех измерений на 
выборке либо можно считать одинако-
выми, либо зависимость СКО позицион-
ных измерений от блеска и координат 
объектов на кадре легко аппроксими-
руется по экспериментальным данным.

Исследования показывают, что за-
висимость СКО позиционных измерений от координат 
объектов на кадре практически отсутствует.

В свою очередь, зависимость СКО позиционных 
измерений от блеска значима и иногда в литературе 
называется астрометрическим уравнением блеска [18]. 
Блеск астероидов тусклее, чем блеск опорных звезд, как 
правило, не менее чем на 2–3 звездные величины. Тем 
самым, при использовании СКО измерений опорных 

звезд как внешней оценки СКО 
измерений в исследуемой се-
рии необходимы дополнитель-
ные поправки, учитывающие 
снижение блеска в исследуе-
мой выборке, по отношению 
блеска в обучающей/внешней. 

Это является недостатком использования оценки СКО 
позиционных измерений по опорным звездам. 

Вторым недостатком такого решения является не-
обходимость подбора граничного значения решающей 
статистики.

7.  sWot-анализ результатов исследований

Практическая значимость разработанных вычисли-
тельных методов заключается в том, что они могут 
быть использованы в программах оперативного авто-
матизированного обнаружения астероидов и комет, на-
пример, в программе CoLiTec [19]. ПО CoLiTec [20] 
позволяет автоматически выделять объекты с различной 
скоростью видимого движения за счет плагинов обна-
ружения быстрых [21], медленных объектов и объектов  
с околонулевой скоростью видимого движения [22]. 
В соответствии с разработанным методом исследуемый 
объект может быть признан звездой с нулевым види-
мым движением или же объектом Солнечной системы 
с околонулевым видимым движением.

В дальнейшем предполагается провести исследова-
ние показателей качества обнаружения околонулевого 
видимого движения объектов.

Также к числу факторов, влияющих на качество 
формирования измерений, можно отнести размытие 
и смещение изображения объекта в результате турбу-
лентности атмосферы, аберрации оптической системы 
телескопа и нарушение часового ведения телескопа.

8. выводы

В результате проведенных исследований:
1. Проанализированы существующие методы обна-

ружения движущихся объектов [4–6]. Анализ выявил, 
что недостатком данных методов является их неэффек-
тивность при незначительном (околонулевом) видимом 
движение исследуемого объекта на серии CCD-кадров. 
Было предложено использование критерия максималь-
ного подобия в решающих правилах обнаружения, где 
в качестве критерия достаточной статистикой мини-
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мального объема является отношение правдоподобия, 
которое сравнивается с критическими значениями, вы-
бранными в соответствии с заданным критерием. Была 
проведена МНК-оценка параметров видимого движения 
объекта на серии CCD-кадров (начальное положение 
и оценки скоростей видимого движения вдоль обеих 
координат), получены значения интерполированных 
оценок координат положения исследуемого объекта.

2. Разработан подстановочный вычислительный ме-
тод максимально правдоподобного обнаружения около-
нулевого видимого движения объекта при использо-
вании неизвестной дисперсии измерений положения 
объекта на серии CCD-кадров. В основе данного метода 
лежит использование оценки отношения правдоподо-
бия в подстановочном решающем правиле обнаружения 
околонулевого видимого движения. Вместо неизвестной 
дисперсии использовались остаточные суммы квадра-
тов отклонений [11] положения исследуемого объекта 
в предположении истинности гипотез о нулевом и не-
нулевом (околонулевом) видимом движении соответ-
ственно на данной серии измерений.

3. Разработан подстановочный вычислительный ме-
тод максимально правдоподобного обнаружения около-
нулевого видимого движения объекта при использовании 
известной дисперсии измерений положения объекта на 
серии CCD-кадров. Известное значение дисперсии из-
мерений положения объекта может быть получено на 
основе известных значений отклонений измерения по-
ложения (закон распределения известен) при опреде-
ленных условиях наблюдения объектов с околонулевым 
видимым движением.

4. Разработан подстановочный вычислительный ме-
тод максимально правдоподобного обнаружения около-
нулевого видимого движения объекта при использова-
нии внешней оценки дисперсии измерений положения 
объекта на серии CCD-кадров. Данная оценка может 
быть получена на основе данных, которые являются 
внешними относительно исследуемой выборки. Оценка 
СКО позиционных измерений не является априорно 
заданной константой и может быть получена из внеш-
ней выборки, которая включает другие позиционные 
измерения исследуемой серии кадров.
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роЗроБКа пІДстановочнИх оБчИслювальнИх 
метоДІв маКсИмально правДопоДІБного вИявлення 
БлИЗьКонульового вИДИмого руху оБ’ЄКтІв  
на серІї ccd-КаДрІв

Розроблені підстановочнi обчислювальні методи макси-
мально правдоподібного виявлення близьконульового видимого 
руху об’єктів на серії CCD-кадрів. У статті розглянуті випадки  
з відомою та невідомою дисперсією вимірювань положень 
об’єктів на кадрах, а також з використанням зовнішньої її оцін-
ки. Для використання синтезованих вирішальних правил по-
передньо оцінюються параметри видимого руху об’єктів, що 
спостерігаються, і відповідні їм інтерпольовані координати на 
кадрах, що досліджуються.

Ключові слова: серія CCD-кадрів, МНК-оцінка параметрів 
руху об’єкта, вимірювання положення об’єкта, астероїди.
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