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Abstract. The anisotropic harmonisable multifractional stable field is defined. Its continuity is
proved. Existence and square integrability of local time are established. In Gaussian case, joint
continuity of local time is proved.

�� �����

������� 	��
�� � ���� � �������� 	�	������ ������������ ����������� ���
�� ��������� ���! ����"����� � 	�����#� ��� ��$ %��������� �������
� �����
&��� ������� ��������� � ��� � ������� ��������� � 	��� � ��'� ��� ���#��!  ����
 ���� ������"���� �� ����� ����� ��������� �� 
��� ����� �� �������� � (��)�
������� ��������� � ��� �� 	��� � ������ ����� �� ��� � ������ ��� *��	����$ ���
����� ���
������� 	�����$ ���� �� ���������� ��������� ������� �����������
	��
�� �� 	���� *�������$ ��� � ����	������$ � ��� #�� � �� ��	��#��
�	������"����� ��������� 	��
���� �� %�������� �� �� �� � ����	������+ ��
��� ��� ��������� #��� ���� ����! � ����� ,���� �-$ ��" �� ������ ����

. ��'�� � � � ����� ������ �� �������� #���� ����� 	�	��������� ������
������� 	��
�� �� 	���� /� ����$ ���� ��	��	������� �� ��� � ������������ ����
�������� ��������� ��������� ��� ����$ � � ��������� �� ����� �����"����� ����
������ ��������� ��� ����+ ������� ������������ ��������� � ��� (�0)$ �����
�������� ��������� � ��� �	� 1������� (�2)$ ������������� ������������
��������� � ��� (2)� &� �" ��� ������"��� ����� ������������ 	��� (0$ 3$ 4)

���� ������ 	����#��� ��������	���� ��������������� �������������� �����
 ��� (N, d)�	���� 1��� ����#�� 	�����"�� ������"���� ������ (5)$ �� �����������
������ ������������� ������������ 	��
��$ �� ����� (�5$ �6)$ � � �� ��#����
������� ��������� � �� ���� � 	����
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� 	��������
	�
�� ���!������� � �������� ������� ������	� �
	���		� ������	� � ��
� ��� � �����
#  ��

��
����� ������ ������	� ���
���
�� 
�����	�$ ������	�$ 	��������	����
	�
��% �� 	�
����� ������	� 	�������	�
�� ������	� � ��
� �� 
����	�
�� ���		��

&�&� ������ ���	
���� ������� �	 ��������	� � ��� 
����� ��� ���������
�
��� 
�����	� α�
����� '(α() �������� ����	 � α ∈ (1, 2]� *���� ������	�
�	+������� ��� 
����� ����	 ��"	� �	��� � ,&-.� /� ���!��% 0� �������� ���
��	� ξ ! (α( � ���������� ��
����� σα% σ > 0% ��0� $$ ��������
��	� +�	����

E
[
eiλξ

]
= e−|σλ|α .

��� 
�����$ ����	 ξ ��	���� �����	���� ‖ξ‖α
α = − lnE

[
eiξ

]
�

��� ������� 
����� �������� ����	 ��
�� ����
������� ���������	 
��

��
���	 �
������ �������
� (α( ���� μ 	� RN � 1� ��	���		�� �� σ�����	� ����
	� RN � 	�
���	� ���
���
���2

'&) ��� ��������$ ���������$ �	�"	 A ∈ B(RN ) �������� ����	� Reμ(A)
! (α( � ���������� ��
�����% 0� �����	�! λN (A)% ���� 3��� � �	�"	 A4

'5) ��� ��������$ A ∈ B(RN) ����	� μ(A) ! 
���
����� �
������ �������
�%
����� ��� �������� � θ ∈ R �������� eiθμ(A) ��� �!��
� � ���������� μ(A)4

'6) ��� 	������		� �	�"	 A1, . . . , An ∈ B(RN) �	���		� μ(A1), . . . , μ(An) !
	�����"	��

��� +�	���$ f : RN → C �

‖f‖α
Lα(RN ) =

∫
RN

|f(x)|α dx <∞

��"��� ��	��� 
����
��	� �	�� ���

I(f) =
∫

RN

f(x)μ(dx),

�� ����� ReI(f) ! ��������� (α( ����	�� � ���������� ��
����� ‖f‖α
Lα(RN )�

7	�� 
�����% ‖Re I(f)‖α
α = ‖f‖α

Lα(RN )% ����� ���
	� ��
�	� 
����
��	� � �	�

�� ���� I(·) ��������	� �������"�! Lα(RN ) � ���	� �	�"	� 
����� ��������
����	�

/���� T 8 ����� ���������	� �	�"	�� ��� ����	�$ +�	���$ f : T× RN → C

����$% 0� ��� �
�� t ∈ T +�	���� f(t, ·) ∈ Lα(RN )% ��"	� ��	��� �������� ����
{X(t), t ≥ 0} +�������

X(t) = Re
∫

RN

f(t, x)μ(dx). '&�&)

9�! ��
�� 	�
���	� �����"�		� 3�:�"� ,;. '��� ����" ,&<.)� /���� ! ������	�
�����	� 0���	�
�� ϕ ��������� 	� RN � �� 	�����"	� 	���� {Γk, k ≥ 1}% {ξk, k ≥ 1}%
{gk, k ≥ 1} �������� �����	���% ������

• {Γk, k ≥ 1}8 ��
�����	�
�� ����	��� 
������ ���

�	��
��� � �����
� � ���
	�	�� �	��	
�	�
��4

• {ξk, k ≥ 1} 8 	�����"	� �������� ������ � 0���	�
�� ϕ4
• {gk, k ≥ 1} 8 	�����"	� �	�����	�	� ���	�
	� ��������� �������
	��	��	�

	������	� ���������	� ����	 � E [ |Re gk|α ] = 1�
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���� ���� {X(t), t ≥ 0}� 	
������ �������� ������ �� ��� ��� ���������	
�����
��������
� �� �

X ′(t) = CαRe
∞∑

k=1

Γ−1/α
k ϕ(ξk)−1/αf(t, ξk)gk, �����

�� Cα =
(∫∞

0 x−α sinxdx
)1/α

� ��
���� ��� ���� ���	�� � �!��"�� ��� 	��# t�

���� ����������	 $�� ����� s = (s1, . . . , sn) � t = (t1, . . . , tn)  ����� �
��
 s ≤ t�
��%� si ≤ ti ��� 	��# i = 1, . . . , n� $�� a, b ∈ Rn �����
��

[a, b] = {s ∈ R
n : a ≤ s ≤ b} , (0, b] = {s ∈ (0,∞)n : s ≤ b} .

&���� 〈x, y〉 �����
�� ������
� �� ���� 	 Rn� ' ��������� 	�� �������� |·|
������
�� � �����" ������!�  � ����������!� �
��� � �	�����	� ����� � R

n� 
0 ������
�� � ���"� � ���"�	
� 	����� 	 Rn� (������ � ������ 	������	 x1, . . . , xm

������
�� span
{
x1, . . . , xm

}
�

'�� �������	� ����� ������� ��
# ����
�" �
)� 	�� �����	�
# � ����� ��*
�����	�  ����� ������
 ������� C�

�� ��������� �� 	
����	��� ��������� ������ �������	���

��
������	� ������ �
�

+�#� M = (μ1, . . . , μd)� ��
{
μi, i = 1, . . . , d

}
, �������� ���������� ��	������

	������� ��	�����	 -α- ���
 � RN �
'��"���� �����	�� T ∈ RN � $�� ���. �������	��. ����/�. H : [0, T ] → (0, 1)N

����������	 
�����������	 �����������	 �����	 (N, d)����	 � [0, T ] � ����/���
0���� H � �������� ��������� α 	
���
�� ��

Z(t) = Re
∫

RN

N∏
k=1

eitkxk − 1

|xk|1/α+Hk(t)
M(dx). �����

'
���� α = 2� � ����� M �� !����	�"�
� ��������� 	��� ���!�����
 ������� 1
����� 	
���� Z ��	��� ������������ 
������������� ������������� ����

�������� (N, d)����	� � ����/��� 0���� H �
' ����")��� ����/�� H  ��� �����	���� 2��� ��.  ����� ��
�����
� %�

	�� ���	��"��� ���	� 3��"���

|H(t)−H(s)| ≤ C |t− s|γ

� �����
��� γ > max t∈[0,T ]
k=1,...,N

Hk(t)�

4����
�� H ′
k = mint∈[0,T ] Hk(t)� H ′′

k = maxt∈[0,T ] Hk(t)� � ��#� ��� h ∈ (0, 1)�
s ∈ [0,∞)� y ∈ R� t ∈ [0, T ]� x ∈ R

N

lh(s, y) =
eisy − 1

|y|1/α+h
, f(t, x) =

N∏
k=1

lHk(t)(tk, xk),

fj(x) =
∏

k=1,...,n,
k �=j

|xk| ∧ 1
|xk|1/α

(|xk|−H′k ∨ |xk|−H′′k ),

ρ′(t, s) =
N∑

k=1

|tk − sk|H
′′
k , ρ′′(t, s) =

N∑
k=1

|tk − sk|H
′
k .

4�	� 5����!��������"6 	 ������# ���������# ��	7��� � �
�� %�

ρ′(t, s) ≤ Cρ′′(t, s).
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��� �	��

��	���� ���� ������� ��	
 ����
 C1, C2 > 0� � ��� ������	�� ��������� ������
	�� s, t ∈ [0, T ] �� k = 1, . . . , N ��	�����

C1ρ
′(t, s) ≤ ‖Zk(t)− Zk(s)‖α ≤ C2ρ

′′(t, s). �����

���������� ��� 	
����� ������	��� �	�� ����� k = 1� ��� H = (H1, . . . , HN )
�	�����	

XH(t) = Re
∫

RN

N∏
k=1

eitkxk − 1

|xk|1/α+Hk
μ1(dx),

�	�� Z1(t) = XH(t)(t)�
��� �	�	� �	
 	������� 	�� ! ��	��� ����"��	

‖Z1(t)− Z1(s)‖α ≤
∥∥∥XH(s)(t)−XH(s)(s)

∥∥∥
α
+

∥∥∥XH(t)(t)−XH(s)(t)
∥∥∥

α
.

#����	∥∥∥XH(t)(t)−XH(s)(t)
∥∥∥α

α
≤ C

∫
RN

N∑
j=1

∣∣eitjxj − 1
∣∣α

|xj |
∣∣∣|xj |−Hj(t) − |xj |−Hj(s)

∣∣∣α fj(x)dx

≤ C

∫
RN

N∑
j=1

(|xj | ∧ 1)α
|xj | |ln |xj ||

(
|xj |−H′j ∨ |xj |−H′′j

)α

|Hj(t)−Hj(s)|α fj(x)dx

≤ C |Hj(t)−Hj(s)|α ≤ C |t− s|γα
.

$���� XH(s)(t) −XH(s)(s) % ����	��	� ����	��	��	�	 &�� ����	�	 �� �!����'
��	
	�	�	� ���( 	�	 �	��� �	����!�	�	 � ������ )�*+� , -�	���� .�* ���	��	/ ������
�	����	� �	 ��� �	�����	 
���� �0 t, s ∈ [0, T ]

c1

N∑
k=1

|tk − sk|Hk ≤ ∥∥XH(t)−XH(s)
∥∥

α
≤ c2

N∑
k=1

|tk − sk|Hk .

1	�� ����� � ���( ����	��� �������� ��� H � ���� � ���� 	 �	������ � �	����'
� ��	�	 &� �! ! )�*+� �	� % 	
������� ��� �"�0 ����!���0 �������	���
���������� 12���� ��� 3 �� �� �	�! �� �	���	 ������� /0 !������������ -� ��
��	�� ��� �	�����	 
���� �0 t, s ∈ [0, T ]

‖Z1(t)− Z1(s)‖α ≤ Cρ′′(t, s) + C |t− s|γ ≤ Cρ′′(t, s).

4��	���	

‖Z1(t)− Z1(s)‖α ≥
∥∥∥XH(s)(t)−XH(s)(s)

∥∥∥
α
−

∥∥∥XH(t)(t)−XH(s)(t)
∥∥∥

α

≥ C (ρ′(t, s)− C |t− s|γ) ≥ Cρ′(t, s). �

���� ����������
��� �	����� ���!�	�	 �������� �� 	����	�!% ���/ � )5+ �
���	���� �����	�! ! )*+ �	����2 �������	��� ��(�	�	 ����	��	��	�	 �!��'
����	
	�	�	 ��	���!� 6	�����	 H ′ = mink=1,...,N H ′

k�

��	���� ���� ���� X ��� �����
	��
� � ��� � ��!���� ��!�"�"����� "���
���
�
���� #
��$� ��%�� ��� ��
� ε > 0 ��� �
��� ��
�	�

|Z(t)− Z(s)| ≤ Cω |t− s|H′ |ln |t− s||1/α+1/2+ε

��� � ��!���� ��� ��
� t, s ∈ [0, T ]�



��� �� �����	
�

���������� ���������� 	�
������ ����� ������
��� ���������� ����������� η > 0  �������

ϕ(x) = Kη

N∏
k=1

|xk|−1 |ln |xk|+ 1|−1−η
,

� Kη ! �����"#$% �����$�� &'�% ����� {Γk, k ≥ 1}( {ξk, k ≥ 1} ! ����( �� � ���)
���� �����( � {Gk = (Gk,1, . . . , Gk,d, k ≥ 1} ! �����$ 	 �	����$�$ ��� �����	��)
#�$�$ ����������$�$ ��������  �������� �����$�����$(  �$#��� E [ |ReGk,i|α ] = 1
��� i = 1, . . . , d�

*���

Z ′(t) = Cα Re
∑
k≥1

Γ−1/α
k ϕ(ξk)−1/αf(t, ξk)Gk,

��� ���$% ���$% ��	 ����( �� X � ��� � ��+���  �	��#�� ������$��� Z ′ = Z�
,����$% ��	 ����  ��� Z  �$ ��������$' Γ �� ξ � ��������$�(  �$#���

E
[
|Z(t)− Z(s)|2 | Γ, ξ

]
= C2

α

∑
k≥1

Γ−2/α
k ϕ(ξk)−2/α |f(t, ξk)− f(s, ξk)|2 E

[
|Gk|2

]
≤ Ca(u),

�

a(u) =
∑
k≥1

Γ−2/α
k ϕ(ξk)−2/α sup

|t−s|<u

|f(t, ξk)− f(s, ξk)|2 .

-.��$��

sup
|t−s|<u

|f(t, x)− f(s, x)|

≤ sup
|t−s|<u

N∑
j=1

1

|xj |1/α

×
(∣∣eitjxj − eisjxj

∣∣
|xj |Hj(t)

+
∣∣eisjxj − 1

∣∣ ∣∣∣∣∣ 1

|xj |Hj(t)
− 1

|xj |Hj(s)

∣∣∣∣∣
)

fj(x)

≤ C
N∑

j=1

|xj |−H′j ∨ |xj |−H′′j

|xj |1/α

× (
(u |xj |) ∧ 1 + (|xj | ∧ 1) |ln |xj || sup

|t−s|<u

|Hj(t)−Hj(s)|
)
fj(x)

≤ C

N∑
j=1

|xj |−H′j ∨ |xj |−H′′j

|xj |1/α

(
(u |xj |) ∧ 1 + (|xj | ∧ 1) |ln |xj ||uγ

)
fj(x).

���/�

0��'���"#$ ." �.����( ��	���� ������$#� � �������� Eξ [a(u) ] �������� ξ1

Eξ [ a(u) ] ≤ C(I1 + I2)
∑
k≥1

Γ−2/α
k ,

�

I1 =
∫

RN

N∑
j=1

|xj |−2H′j ∨ |xj |−2H′′j

|xj |2/α

(
(u |xj |) ∧ 1

)2
fj(x)

2
ϕ(x)1−2/αdx,

I2 = u2γ

∫
RN

N∑
j=1

|xj |−2H′ ∨ |xj |−2H′′

|xj |2/α

( |xj | ∧ 1
)2 |ln |xj ||2 fj(x)

2ϕ(x)1−2/αdx.
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I1 ≤ C

N∑
j=1

∫
RN

|xj |−2H′j ∨ |xj |−2H′′j

|xj | |ln |xj |+ 1|(1+η)(1−2/α)

(
(u |xj |) ∧ 1

)2
×

∏
k �=j

(|xk| ∧ 1)2(|xk|−2H′k ∨ |xk|−2H′′k )

|xk| |ln |xk|+ 1|(1+η)(1−2/α)
dx

	� �
���	�
���� �� ����� ��������� �
�� xj � �������� 	���� z = uxj � ���
����

I1 ≤ Cu2H′j

∫
R

( |z|−2H′j−1 ∨ |z|−2H′′j −1 ) |ln |z/u|+ 1|(1+η)(2/α−1) ( |z| ∧ 1)2
dz

≤ Cu2H′j |lnu|(1+η)(2/α−1)

�������� ����� �����

I2 ≤ Cu2γ
N∑

j=1

∫
RN

|xj |−2H′j ∨ |xj |−2H′′j

|xj | |ln |xj |+ 1|(1+η)(1−2/α)

( |xj | ∧ 1
)2 |ln |xj ||2

×
∏
k �=j

(|xk| ∧ 1)2(|xk|−2H′k ∨ |xk|−2H′′k )

|xk| |ln |xk|+ 1|(1+η)(1−2/α)
dx

≤ Cu2γ .

�	���

Eξ [ a(u) ] ≤ Cu2H′ |lnu|(1+η)(2/α−1)
∑
k≥1

Γ−2/α
k .

������� ���������� ������ ������� ����� Γj/j → 1� j →∞� �� �� �������� 	����

�����!�� 2/α > 1� 	�
∑

k≥1 Γ
−2/α
k <∞� ������

Eξ [ a(u) ] ≤ C(Γ)u2H′ |lnu|(1+η)(2/α−1)

�� �� ��������
"�������� b(u) = u2H′ |lnu|2(1+η)/α

� #����

Eξ

⎡⎣∑
n≥1

a(2−n)
b(2−n)

⎤⎦ ≤ C(Γ)
∑
n≥1

n−1−η,

	��� ��� �� �� ���� ξ� Γ �������� a(2−n)/b(2−n)→ 0� n →∞� $������ ����	�� %�
b(2t) ≤ Cb(t)� � &���'�� a(u) �� ������� 	��� � ��	���!�( �������	� ����� a(u)/b(u)→
0� u → 0+� )���� ������ ��� ���	�	�!� ����!��� t, s

E
[
(Z(t)− Z(s))2 | Γ, ξ

] ≤ |t− s|2H′ |ln |t− s||2(1+η)/α
.

�����!�� ���� Z ��� ��
���!�� 
������� �
� &��������� ξ 	� Γ� 	�� �� ���
�
������ *����� ���
������ +,� �� ,-./�

|Z(t)− Z(s)| ≤ Cω |t− s|H′ |ln |t− s||1/α+η/α+1/2
,

%�  ��	
���� �����	�� �
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�� �� �������������� �����

��������	
 �	 �� �	����	�	� �����	���� B ⊂ [0, T ] ��������� 	�
�� ��	 ����

��
�� ���������� ������	�	�	 �	� X : [0, T ]×Ω→ Rd ���������� �	����� ���	���
���	���� L(B, x) = dV (B, dx)/λd(dx) ���� ����� ����

VB(A) = λN (s ∈ B : X(s) ∈ A), A ∈ B(Rd).

!� �����"��# �� �	���$������	 L(t, x) = L([0, t], x)�

������� ��	� ���� d <
∑N

k=1 1/H ′′
k � �� �����
 Z ��� ��������� 	�
 L(t, x)� ���

	��� ∫
Rd

E
[
L(t, x)2

]
dx < ∞.

���������� %������	 �	����� �	������	 ��� ��	��� I ⊂ [0, T ]
 �� ��& ���	� '
���� ()�)*� !� ���	�	# +	�� �	# (���� ,-.*∫

Rd

E
[
L(I, x)2

]
dx =

1
(2π)d

∫
I2

∫
Rd

E
[
exp

{
i
〈
u, Z(s1)− Z(s2)

〉} ]
du ds1ds2

=
1

(2π)d

∫
I2

∫
Rd

d∏
k=1

E
[
exp

{
iuk

(
Zk(s1)− Zk(s2)

)} ]
du ds1ds2

=
1

(2π)d

∫
I2

∫
Rd

d∏
k=1

exp
{
− ∥∥uk

(
Zk(s1)− Zk(s2)

)∥∥α

α

}
du ds1ds2

≤ C

∫
I2

∫
Rd

d∏
k=1

exp
{− |uk|α ρ′(s1, s2)α

}
du ds1ds2

≤ C

∫
[0,t]2

ρ′(s1, s2)−dds1ds2.

(��/*

� � �� ���� ���� 	"��� ����	���� ()�)* �� ������������ �	��	���� �	�� !�  ��'
�������	# ���������# 0	1�


ρ′(s1, s2) =
N∑

k=1

∣∣s1
k − s2

k

∣∣H′′k ≥ κ

N∏
k=1

∣∣s1
k − s2

k

∣∣ 1
κ (H ′′

k )
1

κH′′
k ≥ C

N∏
k=1

∣∣s1
k − s2

k

∣∣ 1
κ ,

�� κ =
∑N

k=1 1/H ′′
k � 2���
∫

Rd

E
[
L(I, x)2

]
dx ≤ C

∫
[0,t]2

N∏
k=1

∣∣s1
k − s2

k

∣∣− d
κ ds1ds2 <∞.

�	�����#$� [0, t] �� �	������	 ���� $������ �� ���	����	� #$� ����������� �	����'
�	�	 $�� L(B, x) �� B
 	���� ��	 ������ ���������� �

��/� 
�������� ���������� ���� � ������������� �������� �	������	 ��'
 ��������& �����	�
 �	��	 α = 2� % ���	� ������ M 3 "� �	�������	���$��
�� �������� ���� � ����������� ����	������ %������	 ���	 �	��+��	��� �����#
������	�	�	 �	�
 � ����

Y (t) = Re
∫

R

g(t, x)M(dx), (��)*

��

g(t, x) =
N∏

k=1

1− e−itkxk

(−ixk)Hk(t)+1/2
, (−ix)K = |x|K e−iπK sign x/2.

4���	 ����������
 �	  �� �����	����� ����1� ��� ������ �� Z ��#�� ���"� & �� Y �
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������ ���� ���

�������� �	���
����� ��� ���
����� ��������� 	��
	���� �����������
���

��� � ������� �	� ��������� �������� ����	������ ���� �
��������� ��	� Y �

���� ���� �	� ���������� n ≥ 1� t0 ∈ (0, T ] �
 ��������� ����
���� �	������

t1, t2, . . . , tn ∈ [t0, T ] �����
��

∥∥Y1(tn)− span
{
Y1(t1), . . . , Y1(tn−1)

}∥∥
2
≥ Ct0,n

N∑
j=1

min
k=1,...,n−1

∣∣tnj − tkj
∣∣H′′j . ���� 

���������� ! "���� ��������� �
 ������ ������
 n �� ��#�� t0 $�������
�
� %��	�
��	���� 	
&� ��� n t0 �� ��&
� $�������
� ���������� �����#��
���� ������ C�

'����������� (��)� $���"�* g(t, x) �� ������� x ��
�� ����
�	�� +, -������
./ ��� �
�	��

ĝ(t, x) =
N∏

k=1

2π
Γ(Hk(t) + 1/2)

mH(tk)(tk, xk), ���0 

�� mH(t, x) = (tk − xk)
Hk−1/2
+ − (−xk)

Hk−1/2
+ �

��� �������� �	� ����1��
� u1, . . . , un−1 ∈ R �� t1, . . . , tn �"��
�
 ��
��∥∥∥∥∥Y1(tn)−
n−1∑
k=1

ukY1(tk)

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥g(tn, ·)−
n−1∑
k=1

ukg(tk, ·)
∥∥∥∥∥

L2(RN )

.

2� ���������� '������	� �����∥∥∥∥∥g(tn, ·)−
n−1∑
k=1

ukg(tk, ·)
∥∥∥∥∥

Lα(RN )

= (2π)−N

∥∥∥∥∥ĝ(tn, ·)−
n−1∑
k=1

ukĝ(tk, ·)
∥∥∥∥∥

L2(RN )

2��
&���∥∥∥∥∥ĝ(tn, ·)−
n−1∑
k=1

ukĝ(tk, ·)
∥∥∥∥∥

L2(RN )

≥ C

∥∥∥∥∥ĝ(tn, ·)−
n−1∑
k=1

ukĝ(tk, ·)
∥∥∥∥∥

L2(A)

,

�� Aj =
(∏j−1

k=1[0, Tk]
)
× R ×

(∏N
k=j+1[0, Tk]

)
 j ∈ {1, . . . , n}� '����#
�� #���� Lj

���������� $���"�3 f(x) � L2(A) ��� ��	����� 	
&� ��� xj � 4����∥∥∥∥∥ĝ(tn, ·)−
n−1∑
k=1

ukĝ(tk, ·)
∥∥∥∥∥

L2(A)

≥ C

∥∥∥∥∥prLj

(
ĝ(tn, ·)−

n−1∑
k=1

ukĝ(tk, ·)
)∥∥∥∥∥

L2(A)

,

�� pr �����#�� ��������	��� �����"�� �� Lk� '�
 "����(
prLj

g(tk, ·)
)
(xj)

=
1∏

l �=j Tl

∫ TN

0

· · ·
∫ Tj+1

0

∫ Tj−1

0

· · ·
∫ T1

0

g(tk, x)dx1 · · ·dxj−1dxj+1 · · ·dxN

= C(tk, j)mHj(tk)(t
k
j , xj),

�� $���"�� C(tk, j) � �����	���� ��� ��	� ��
 tk ≥ t0� '����#
�&


ak = ukC(tk, j)/C(tn, j),



��� �� ���	�
��

��������∥∥∥∥∥prLj

(
ĝ(tn, ·)−

n−1∑
k=1

ukĝ(tk, ·)
)∥∥∥∥∥

L2(RN )

≥ C

∥∥∥∥∥mHj(tn)(tnj , ·)−
n−1∑
k=1

akmHj(tk)(t
k
j , ·)

∥∥∥∥∥
L2(R)

≥ C min
k=1,...,n−1

∣∣tnj − tkj
∣∣H′′j .

�	
��� �������	
� �� ��	
�
��� �������� t1j , . . . , t
n
j �������� � ���	
���	
� �������

��� ����
����������	
� �� ����
���������� �������	����� ���� ����� �� !� �
��"
�� ��������� j = 1, . . . , n �����∥∥Y1(tn)− span

{
Y1(t1), . . . , Y1(tn−1)

}∥∥
2
≥ C min

k=1,...,n−1

∣∣tnj − tkj
∣∣H′′j .

#����$� %� �������	
� �� j = 1, . . . , n 
� ��������$� �� n" ����� ������ �%����� �
& ��������� 	��
����� ��������� ����
����������	
� 
� �'( �������)
� ��	
����

*��
��

�������� 	
	
 �� ����� d <
∑N

k=1
1

H′′k
��	��
��� �� L(t, x) � ����������� ��

(0, T ]× Rd ����� ��������

�������� 	
�
 ����� τ ��	�� ��
∑τ−1

k=1 1/H ′′
k < d <

∑τ
k=1 1/H ′′

k � �

βτ =
τ∑

l=1

H ′′
τ /H ′′

l +N − τ −H ′′
τ d.

���� ��� ���
��	� � η ∈ (0, βτ ) �� ���
��	� � t0 ∈ (0, T ] ����� ��	� ����� Cη,t0 � ��

��� ���� t ∈ [t0, T ] ! ����������" # ��� �����
 �����
	�� r > 0 �� ���� x ∈ Rn

��	�����

L(B(t, r), x) ≤ Cη,t0r
η,

�� B(t, r) $ 	��� ������� r ! %������ � ��%� t�

#���+ ��	����� ������� �%���
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