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Abstract. We consider Berkson model of logistic regression with one regressor and normally distrib-
uted errors in the regressor. The variance of the errors is assumed known. Sufficient conditions for
uniqueness of the solution to limit estimating equation, and sufficient conditions for strong consistency
of maximum likelihood estimator are found.
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(�� �������� Xobs ���������� ��
����� �����3 �������� Xobs �� ��
����1���+ �
����+ ���&� �� E |Xobs| <∞�
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���" ���� �������� ������ Eβ S(b) = 0 ,���
S(b) 6 �����*�� ������)�� )��	&�� ���������
��/ ��* ����� ���� ����7��	 �� R
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P(λ < x) =
ex

ex + 1
.

<�����
�� ����
������� ��������� ������!* ex

(ex+1)2 �

=�������� 
��� ������1��" �����	���" ������� λ + ξ� �� λ ��* ����
�����+
��������� � ξ ��* ���������+ ��������� ξ ∼ N(0, σ2)� σ2 ≥ 0 ,����
	�*��
 ������	
σ2 = 0/� >��	&�! ��������� λ + ξ ��������� ����� L0(x, σ2)� ��*��

L0

(
x, σ2

)
= P(λ + ξ < x) = P(λ < x− ξ) =

1√
2πσ

∫ ∞

−∞
e−

t2

2σ2 P(λ < x− t) dt

=
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
e−

t2

2σ2
ex−t

ex−t + 1
dt = E

ex−ξ

ex−ξ + 1
.

?�������� (�����
�� ��������� λ + ξ ����� L1(x, σ2)' �������� ���������

Lk(x, σ2) =
∂k

∂xk
L0(x, σ2), x∈R, k≥1.
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Lk(x, σ2) = E
∂k

∂xk

(
ex−ξ

ex−ξ + 1

)
, ,8/

�� ξ ∼ N(0, σ2)�
4����1���� (� �� �
�" x ∈ R

0 < L0(x, σ2) < 1, L1(x, σ2) > 0.
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ξ + λ ������������ ���

L0(−x, σ2) + L0(x, σ2) = 1.

� ����������� �� ���� �����! ex

1+ex 	����	
� ����������" ������ Lk(x, σ2) ���
�����	
��� k� ������


0 < L1(x, σ2) ≤ 1
4
, |L2(x, σ2)| ≤ 1

6
√

3

#����	����� ������� ��$� σ2 > 0%�
��
����� �� ��� ∂

∂tL0(x, t)� �� t ≥ 0� &�� �"��� ���������� ��
��
����� 	�����	'
�"��� ������ Wt� �
 ������( )��

d

(
ex+Wt

ex+Wt + 1

)
=

ex+Wt

(ex+Wt + 1)2
dWt +

1
2
· ex+Wt − e2x+2Wt

(ex+Wt + 1)3
dt.

*��"���� �
���
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���+

E d

(
ex+Wt

ex+Wt + 1

)
=

1
2

E
ex+Wt − e2x+2Wt

(ex+Wt + 1)3
dt,

�����

E
ex+Wt2

ex+Wt2 + 1
− E

ex+Wt1

ex+Wt1 + 1
=

1
2

∫ t2

t1

E
ex+Wt − e2x+2Wt

(ex+Wt + 1)3
dt.

,�����(���" ������( #-% ��� k = 2� �����
���

L0(x, t2)− L0(x, t1) =
1
2

∫ t2

t1

L2(x, t) dt.

.����

∂L0(x, t)
∂t

=
1
2
L2(x, t). #/%

0� �����
 ��� ��	������ �
 	 ��1� ����
����� ������"�� 	 ��
��� 234�
&��������((�� ��	����" #/% �� x� �����
���

∂Lk(x, t)
∂t

=
1
2
Lk+2(x, t), k ≥ 0. #3%

5�5� ���������	
 �� ������� L1
 L2 �� L3�

���� ���� ����� ξ �� η � ��	�
���� ������� �
������ ������� ξ ∼ N(0, 1)�
����� ζ = ξ + η� ��	������ ��
������ ζ ����	 pζ(z)� ����

d2

dz2
(ln pζ(z)) = Var[η | ζ=z]− 1, #6%

�� Var[η | ζ=z] ��	����� ����� ��������� η�

 ������!� 7��"����" ζ ����	�(�

pζ(z) = E pξ(z − η) =
1√
2π

E e−
1
2 (z−η)2 .



��������	
 ������� � ������ ������	
 ���

�������� 	�
�����

p′ζ(z) =
1√
2π

E[(η − z)e−
1
2 (z−η)2 ],

d

dz
(ln pζ(z)) =

p′ζ(z)
pζ(z)

=
E[(η − z)e−

1
2 (z−η)2 ]

E e−
1
2 (z−η)2

=
E ηe−

1
2 (z−η)2

E e−
1
2 (z−η)2

− z,

d2

dz2
(ln pζ(z))

=
E[η(η−z)e−

1
2 (z−η)2 ] E e−

1
2 (z−η)2 − E ηe−

1
2 (z−η)2 E[(η−z)e−

1
2 (z−η)2 ](

E e−
1
2 (z−η)2

)2 − 1

=
E η2e−

1
2 (z−η)2 E e−

1
2 (z−η)2 − (

E ηe−
1
2 (z−η)2

)2(
E e−

1
2 (z−η)2

)2 − 1.

��

���� η ��� ��������� pη(y)� �� ������� ���	���� [η | ζ=z] ��� ���������

pη|ζ=z(y) =
pη(y)pζ|η=y(z)∫

pη(y1)pζ|η=y1(z) dy1
=

pη(y) 1√
2π

e−
1
2 (z−y)2∫

pη(y1) 1√
2π

e−
1
2 (z−y1)2 dy1

=
pη(y)e−

1
2 (z−y)2

E e−
1
2 (z−η)2

.

����

E[η | ζ=z] =
E ηe−

1
2 (z−η)2

E e−
1
2 (z−η)2

, E[η2 | ζ=z] =
E η2e−

1
2 (z−η)2

E e−
1
2 (z−η)2

.

��������  ������ �	��������� ����! � ��	����� ���� ���	���� η �� � �"���#���
��	��������$ %�& ��������& ������� ��������� pη|ζ=z �������� ���� '�"�(� ��!��

��������������� ���������
dPη|ζ=z

dPη
�������� �����������) ���� ���(�������(� ���	�*

���� η$
+�!��

Var[η | ζ=z] =
E η2e−

1
2 (z−η)2

E e−
1
2 (z−η)2

−
(

E ηe−
1
2 (z−η)2

E e−
1
2 (z−η)2

)2
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 ����� ξ �� η � ��	�
���� ������� �
������ ������� ξ ���

�����
���� ��	����
� ξ ∼ N(μ, σ2)� ��	������ ζ = ξ + η� pζ(z) � ��
������ ζ�
����

d2

dz2
(ln pζ(z)) =

1
σ4

Var[η | ζ=z]− 1
σ2

. .�

 �������

d2

dz2
(ln pζ(z)) ≥ − 1

σ2
,

������� ������� ���!"�����! ���� � ��
��� ����� ��
� ��	����
 η 	����������� 

����� ���#��

������ 	
�
 ��
�� X ∼ N(μx, σ2
x) �� U ∼ N(0, σ2

u) / ��� ������!�� ���������
���	������� ��	������ ����0���$ 1����0��� W = X + U � ���� W ∼ N(μx, σ2

w)� ��
σ2

w = σ2
x + σ2

u$ 2����

∀w ∈ R :
d2

dw2
(ln pW (w)) = − 1

σ2
w

,

Var[X |W ] =
σ2

uσ2
x

σ2
w



��� �� �� ��	
�

��� �����	
 �
���
 �� �������� �
����	
�� � ���� �
�
	�� �������� ����
��� � ��� �����	  !"�#! $
%��%���&'� �
%	����  ! � �
'���� (� �)# ������&*��%� �
��
��	��� �����%��

− 1
σ2

w

=
1
σ4

u

· σ2
uσ2

x

σ2
w

− 1
σ2

u

.

������� �	�	 +
�
�
*��� (� ��� ���%��
���� σ2 > 0 ������� L1(x, σ2) * (�	����
%�& %��� ���, ��
	���, ���
�����, �	�'��� ���
 � ���, �
* 	���%��'��- ����
����	� 
 ��.
 / ����
	���- �������	 N(0, σ2)! $
 �
%	�����  ! 

L3(x, σ2)L1(x, σ2)− L2(x, σ2)2

L1(x, σ2)2
=

∂2

∂x2
(ln L1(x, σ2)) > − 1

σ2
. ��0#

$ ��
,��
���� ����� (� L1(x, σ2) > 0� ������%�� ��0# ����
 �
��%
�� � ���	���(
L3(x, σ2)− L2(x, σ2)2

L1(x, σ2)

)
σ2 + L1(x, σ2) > 0, σ2 ≥ 0 ���#

��
 ������� ��� ��0#� ������%�� ���# %��
��	��
 �
��� ��� σ2 = 0#!

 !1! 
���� ���� ��� L0(x, σ2)	 2����� ������%��

L0(x, σ2) ≥ 1
2
e−|x|. �� #

3�� x ≥ 0 �
*��

L0(x, σ2) ≥ 1
2
≥ 1

2
e−|x|,

� ������%�� �� # ��
��	��
! 3�� x < 0

∀t≥0 :
d

dt
L0(x, t) =

1
2
L2(x, t) > 0;

L0(x, σ2) ≥ L0(x, 0) =
ex

ex + 1
>

1
2
e−|x|,

� ������%�� �� # %��
��	��
 �
���! 4����%�� � �� # ��%��
*��%� 	�. ��� x = 0!

 !5! 
���� ��� L1(x, σ2) �� L2(x, σ2)	

���� �	�	 ��� ���� x ∈ R �	 σ2 ≥ 0 ��
������� ����������

|L2(x, σ2)| < L1(x, σ2) ≤ L0(x, σ2)(1− L0(x, σ2)).

�������� �����	����� ��� σ2 = 0�

���������� 6���%����� ��������%� ������%��

eξ

(eξ + 1)2
+

eη

(eη + 1)2
≤ eξ

(eξ + 1)(eη + 1)
+

eη

(eξ + 1)(eη + 1)
,

���'��� �����%�� ��%��
*��%� 	�. ��� ξ = η! 7������ �
��
��'� %�����
���
��� ���, '
%��� ������%��� ��
�
&'� (� ξ �
 η / ��
	��� ����
	��� �������	��
���
����� �	�'���� ξ ∼ η ∼ N(x, σ2)8

L1(x, σ2) + L1(x, σ2) ≤ L0(x, σ2)(1 − L0(x, σ2)) + (1− L0(x, σ2))L0(x, σ2),

L1(x, σ2) ≤ L0(x, σ2)(1− L0(x, σ2)).

4����%�� ��%��
*��%�� ��(� ξ = η �
-� �
����� ����� ��� σ2 = 0!
+�����%�� |L2(x, σ2)| < L1(x, σ2) �����
*��� ���'� �
��
��'� %�����
��� �

��
��	���- ������%��

− eξ

(1 + eξ)2
<

eξ − e2ξ

(1 + eξ)3
<

eξ

(1 + eξ)2
,

� ξ ∼ N(x, σ2)! �
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������	
�� �
��
�� Y �� Xobs�

P[Y =1 | Xobs] =
∫ ∞

−∞
P
[
Y =1 | Xtr=x, Xobs

]
pXtr|Xobs(x) dx

= E

[
eβ0+β1Xtr

eβ0+β1Xtr + 1

∣∣∣∣ Xobs

]
= L0

(
β0 + β1X

obs, β2
1τ2

)
.

���	�� ��������	�� �������	��� �	�������� �� ����� �������� ��	����	���
	� �����
����	� �	�!�	� Θ�∑

Yn=0

ln
(
1− L0

(
b0 + β1X

obs
n , b2

1τ
2
))

+
∑

Yn=1

ln L0

(
b0 + β1X

obs
n , b2

1τ
2
)→ max, "#�$

�%�
N∑

n=1

ln L0

(
(2Yn − 1)

(
b0 + b1X

obs
n

)
, b2

1τ
2
)→ max,

�
 N & �������� ���
�
!
	�' b = (b0, b1) & ���		�' �� ���� ��������(�� ��	)
����	���

*��
�
	������ "#�$ �� ������� �� ����	��� �	��
		���' ������(�� ��
��
���	�	� ��� ���	�� "��+� ��	� %��
 �	����,	��� ������ �����
����	�� �	�!�	�$�

N∑
n=1

L0(β̂0 + β̂1X
obs
n , β̂2

1τ2)− Yn

L0(β̂0 + β̂1Xobs
n , β̂2

1τ2)(1− L0(β̂0 + β̂1Xobs
n , β̂2

1τ2))

∂L0(β̂0 + β̂1X
obs
n , β̂2

1τ2)

∂β̂
= 0,

��%�� ⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

N∑
n=1

(L0 − Yn) · L1

L0 · (1− L0)
= 0,

N∑
n=1

(L0 − Yn)(L1X
obs
n + β̂1τ

2L2)
L0 · (1 − L0)

= 0,

"#-$

�
 L0' L1' L2 %
����� � ����� (β̂0 + β̂1X
obs
n , β̂2

1τ2)� ��!
' �	��
		� �������' ��� ���
���	��
	� �
�
� �
�
� L0' L1 �� L2' ���	� ��� ���	�� ����	��� �� ���
!��� ��� 	
��)
����� ���		�� ��
�� ���	�	��

-� ��	����� ��������� ����	����� ��������

-�#� ��������		
 ���	
		
 L0(β0 + β1x, β2
1τ2) = L0(γ0 + γ1x, γ2

1τ2)

���� �� ���� β0 
= γ0 ��� β1 
= γ1� �� 	
����

L0(β0 + β1x, β2
1τ2) = L0(γ0 + γ1x, γ2

1τ2) "#.$

��� �� �
���� ������ 	��������

��������� /�+� β1 = γ1' �� β0 
= γ0' � ��� ��� x ����
����� 	
���	��� β0 +β1x 
=
γ0 +γ1x' ����
 β2

1τ2 = γ2
1τ2� ������� ��� ������	��� σ2 ��	���� L1(z, σ2) �����(

�� z' �� ���	�		� "#.$ 	
 ��( ����0������
1
�
� ������	
�� ������� β1 
= γ1� 2
 ��������� ������	���' ���!����
��' +�

β1 > γ1� 3��������' +� ���	�		� "#.$ ��( ����0���� x1� *��
�
�� 	
���	���

d

dx
L0(β0 + β1x, β2

1τ2) >
d

dx
L0(γ0 + γ1x, γ2

1τ2) "#4$

� ����� x = x1�



��� �� �� ��	
�

������� z �→ L0(z, σ2) �	
 ��������� σ2 � �������� R → (0, 1)� �����
� μ(b̃1)
� 	�������

L0(μ(b̃1), b̃2
1τ

2) = L0(β0 + β1x1, β
2
1τ2).

������
�� � μ(β1) = β0 + β1x1 �� μ(γ1) = γ0 + γ1x1� �� ��	��� �	 ������

������� ����� ������ μ′(b̃1)� ��� ��� !! � 	�������

∂

∂b̃1

L0(μ(b̃1), b̃2
1τ

2) = 0;

L1(μ(b̃1), b̃2
1τ

2) · μ′(b̃1) + b̃1τ
2L2(μ(b̃1), b̃2

1τ
2) = 0,

μ′(b̃1) = − b̃1τ
2L2(μ(b̃1), b̃2

1τ
2)

L1(μ(b̃1), b̃2
1τ

2)
.

"���	 ��� ��� ���� �����!#

∂

∂b̃1

(b̃1L1(μ(b̃1), b̃2
1τ

2))

= L1(μ(b̃1), b̃2
1τ

2) + b̃1L2(μ(b̃1), b̃2
1τ

2)μ′(b̃1) + b̃2
1τ

2L3(μ(b̃1), b̃2
1τ

2)

= L1 − b̃2
1τ

2L2
2

L1
+ b̃2

1τ
2L3 > 0

�� ��	������� $%&'� ���
���� � �
()���
L3L1−L2

2
L2

1
> − 1

b̃21τ2 � "�� L1� L2� L3 ��	��*�� �

���� (μ(b̃1), b̃2
1τ

2)� ����� ������� b̃1L1(μ(b̃1), b̃2
1τ

2) �	���� � b̃1� +�(����� �	
��,
����� β1 > γ1� -���

β1L1(μ(β1), β2
1τ2) > γ1L1(μ(γ1), γ2

1τ2),

β1L1(β0 + β1x1, β
2
1τ2) > γ1L1(γ0 + γ1x1, γ

2
1τ2),

∂

∂x
(L0(β0 + β1x, β2

1τ2))
∣∣
x=x1

>
∂

∂x
(L0(γ0 + γ1x, γ2

1τ2))
∣∣
x=x1

.

-
 ���)
 ��	������* $%.'�
����� ����	�	��� ������� L0(β0 +β1x, β2

1τ2)−L0(γ0 +γ1x, γ2
1τ2) � �
� ������ ��

��� �	����� 0� ��� ������ ������� "��� ������� ��� �	�������
 0 �� ��)*/
�� � ��� ����� �

���������� 0�%	 � �������� )��
 �
�)
���� � �	
 β 
= γ ������� L0(β0 +
β1x, β2

1τ2)− L0(γ0 + γ1x, γ2
1τ2) ������ ���� � �
� ������ �� ��� �	����� 0�

��	�� �(� ��� 	������� $%1' ��� 	��2��� x = x1� �

sign(L0(β0 + β1x, β2
1τ2)− L0(γ0 + γ1x, γ2

1τ2)) = sign(β1 − γ1) sign(x− x1), $%3'

�� sign(x) = −1 �	
 x < 0� sign(x) = 0 �	
 x = 0� �� sign(x) = 1 �	
 x > 0�
4�� β 
= γ� � 	������* $%3' �
�)
��� � �������� )��
 4.1� 4�� � β = γ� �

	������* $%3' �	
���)*���

0�5� ������ �������	
�� ��������� �����
��� �������� 6
����� 	�����*
�)� ����
 ��	����	� 	�(	���! ����� ����
��)*�! ��	(������ $%0' ���
/��
���#

N∑
n=1

s(Xobs
n , Yn; b) = 0,



��������	
 ������� � ������ ������	
 ���

�� s(Xobs, Y ; b) � ��������	�� 
���
�� ��������

s(x, y; b) =

⎛
⎜⎜⎝

(L0 − y)L1

L0 · (1− L0)
(L0 − y)(xL1 + b1τ

2L2)
L0 · (1− L0)

⎞
⎟⎟⎠ ,

�� L0� L1� L2 ��	����� � �
�� (b0 + b1x, b2
1τ

2)�
�����
 �
���������� ��
��� ���������� ��
�������

s0(Xobs; b) = E[s(Xobs, Y ; b) | Xobs],

s0(x; b) =
L0(b0 + b1x, b2

1τ
2)− L0(β0 + β1x, β2

1τ2)
L0(b0 + b1x, b2

1τ
2)(1 − L0(b0 + b1x, b2

1τ
2))

(
L1

xL1 + b1τ
2L2

)
,

�� L1 �� L2 ����� �	
���� � ����� (b0+b1x, b2
1τ

2)� � ����� 
������ β �������� ������	
����	�� ��
��	�
� 
	�
	���� ����	������ s0(x; b) ��� ��������� ��
��	�
� 
	�
	���
β ��� ��������� �	 ���	��� � ���	�� ������� β  ���������!� "�	������ #�

∀x ∈ R : s0(x; β) = 0.

���� ���� ��� ������� b 
= β 	b ∈ R
2
 ���� ������� θ ∈ R

2� ����� �� ��� ����
x0 ∈ R ��� ����� ����������

θ�s0(x0, b) ≥ 0,

������ �������� ����������� �� ���� �� ��� ����� x0!

����$	�� ��	
��	�� �	�� �� ��������% ������
��&

∀b 
= β ∃θ ∈ R
2 ∃x1 ∈ R :{

∀x0 ∈ R : θ�s0(x0, b) ≥ 0,

∀x0 
= x1 : θ�s0(x0, b) > 0.
�'(!

���������! �� ������� b 
= β� )�����

L0(b0 + b1x, b2
1τ

2) = L0(β0 + β1x, β2
1τ2) �'*!

���	 ��� �	 ���� 
���+����� ��� ���� ��$	 ���� 
���+����
,������� 
�����	�� �������� ���� 
����� �	 ��� 
���+����� -��� ��
�� L0(b0+

b1x, b2
1τ

2) − L0(β0 + β1x, β2
1τ2) ������� ����	�� ��$	 ������ ������ .�����	�� θ =

(1, 0)�� �#� �	/ ��
�� ������� ��$	 �������0 ����	��� �� θ = (−1, 0)�� �#� �	/
��
�� ������� ��$	 ���+����0 ����	��� � �
�0������ ����� #�

L1(b0 + b1x, b2
1τ

2)
L0(b0 + b1x, b2

1τ
2)(1− L0(b0 + b1x, b2

1τ
2))

> 0

����� 
����� 1�'!� ��	
��	�� �	�� �����������
-	�	
 
�����	�� �������� ���� 
����� �'*! ��� ���� 
���+���� 2	/ 
���+���

� �����	�� �� x1� ������ �� ������	��� 3�'� �� ���0 x ∈ R

sign(L0(b0 + b1x, b2
1τ

2)− L0(β0 + β1x, β2
1τ2)) = sign(b1 − β1) sign(x− x1), �14!

�
����� b1 
= β1�
.�����	�� θ = (θ1, θ2)�� �	

θ2 = sign(b1 − β1),

θ1 =
(
−x1 − b1τ

2 L2(b0 + b1x1, b
2
1τ

2)
L1(b0 + b1x1, b2

1τ
2)

)
θ2.

)�����	��  �����%

f(x) = θ1L1(b0 + b1x, b2
1τ

2) + θ2(xL1(b0 + b1x, b2
1τ

2) + b1τ
2L2(b0 + b1x, b2

1τ
2)).



��� �� �� ��	
�

����� f(x1) = 0 ��

f ′(x) = θ1b1L2 + θ2L1 + θ2b1xL2 + θ2b
2
1τ

2L3, ��	


�� L1 �� L2 ������� � ����� (b0 + b1x, b2
1τ

2)�
��������� ��

∀x :
(
f(x) = 0⇒ sign(f ′(x)) = sign(b1 − β1)

)
���


����� ������� f(x) � ������� �� ���� �������� �� �� ��� !������ ����"� #����
�
$!������ ���� f(x) = 0� ��

θ1 = −xL1 + b1τ
2L2

L1
θ2.

%������&�� #������� θ1 � �&��# � � f ′(x)

f ′(x) = −θ2 · xL1 + b1τ
2L2

L1
· b1L2 + θ2L1 + θ2b1xL2 + θ2b

2
1τ

2L3

=
(
−β2

1τ2 L2
2

L1
+ L1 + b2

1τ
2

)
θ2,

� #� �����������&
L3L1−L2

2
L2

1
> − 1

b21τ2 ��� ' ���������� �	(

 �� L1 > 0 ���&�����

����� � # ���
�
)�!������� �������� �� #����� ���� ���
� ��*� ����"��& 0 �� � �+ �� � ����,

������ - ����������� f(x1) = 0 ���&������ ��

sign(f(x)) = sign(b1 − β1) sign(x − x1). ��.


/��� ��&

θ�s0(x; b) =
L0(b0 + b1x, b2

1τ
2)− L0(β0 + β1x, β2

1τ2)
L0(b0 + b1x, b2

1τ
2)(1 − L0(b0 + b1x, b2

1τ
2))

· f(x),

�� # �!�������+��� ��(
� ��.
� 0 < L0(b1 + b1x, b2
1τ

2) < 1 �� b1 
= β1 �&! &��� ��������

sign(θ�s0(x; b)) = sign(x− x1)2,

# ���0 �&! &��� �&����� ����������, �	1
� �

2�.� �������� 	
������ �	�����
�
 
���
��
�
 	������� � ��	����	��� �
�

����� %�#���&�� "���&��� �������� �������

s∞(b) = E s(Xobs, Y ; b), ��2


���� �������&��� �!�������� ������ 3�� s(Xobs, Y ; b) ' � ��������� �������� ���4
����� �#������ � ��#�� � 2��5 ������&, ��#!��� Xobs �� Y #����� ���� �	
6��
� 7��4
���� s∞(b) #� �*&�� ����* ��� ���&���"� #������� !�������� β �� ��#!��� � Xobs�
� � �& ���*���� ��, ��#!��� �� β ��������&�&�

���� ���� ���� ������	
 Xobs ����� �� E |Xobs| < ∞� �� ���������� ����	�

����� � ��2
 ��	�������

���������� -"���� #  ���� ��. �����&���& ������� s(Xobs, Y ; b) ���*��� ����"���4
�&�& �&!�����&�& �� &�&���&8

|s(1)(Xobs, Y ; b)| ≤ |L0(b0 + b1X
obs, b2

1τ
2)− Y | < 1, ��9
∣∣∣s(2)

(
Xobs, Y ; b

)∣∣∣ ≤ ∣∣L0

(
b0 + b1X

obs, b2
1τ

2
)− Y

∣∣ · (|Xobs|+ |b1|τ2)

≤ |Xobs|+ |b1|τ2.
��:


3��� ������ s(Xobs, Y ; b) ��� ��������� �������&��� �!��������� �



��������	
 ������� � ������ ������	
 ���

���� �������	
�� ��������� s(Xobs, Y ; b) ������ �� ���� ��������

E s(Xobs, Y ; b) = E[E[s(Xobs, Y ; b) | Xobs]] = E s0(Xobs; b). ����

���������� 	
	
 ���� ������	
 Xobs �� ����������� � ���	� ����	 �� �����

������� ���	����� s(Xobs, Y ; b) �	������� ��

s∞(b) = 0 ⇔ b = β.

���������� ���� �������	
�� ��������� ������� s(Xobs, Y ; β) ����
����� �� �� ����
����� ���� �	��������� E s(Xobs, Y ; β) = 0� �� s0(Xobs; β) = 0�

���� b 
= β� �� ��  ���� !�� ������� ���� θ ∈ R
2 �� x1 ∈ R� ��

θ�s0(Xobs; b) ≥ 0,

θ�s0(Xobs; b) > 0 �	 Xobs 
= x1.

"���� �� #���� �� ���� ���	�����

θ�s∞(b) = E[θ�s0(Xobs; b)] > 0,

���$����
	� �� ������ Xobs �� �������%��	& � ��
'� x1� "��� s(b) 
= 0� �
������� 	
�
 ���� E |Xobs| < ∞ �� ������	
 Xobs �� ����������� � ���	� ����	�

�� �	������ s∞(b) = 0 ��� �	��� ���� ���������� � ��� b = β�

(� ��������������	 �
���� ������	��� ������������

) � ��*�� ��� ����	����	�� �������� �� ����	���������� +,- � � ��������*�
��������� .��
�� �	���	��� �� ������ PXobs �������%�����*� ����*����*�
��*������ Xobs �����	&� /����� 
	 �������� '��*� ������ � �� � 	��� �� �'����
����	�� ���0 ����*������� �������� β� /� ��%������� ���� � � ������ � ��	
(Xobs, Y ) �������� ������� ��� ν = PXobs ⊗ (δ0 + δ1)� "�� δ0 �� δ1 1 �	���%��� &���
�������� ���	 �� {0, 1}� �������%��� � ��
��$ 0 �� 1� 2� ����� �� �	 �
	�	 ���%�	�
pXobs(x) � #���'�0 ����*��������

���������� �
�
 ����� � �� �� ��	� ����
	 ������������ ������� Θ ⊂ R
2

��������� �!������� �	���" 	����� �������� ��������� β �� �� ��	#�$ ���

�� � �����

β̂ML = arg max
b∈Θ

N∑
n=1

L0((2Yn − 1) (b0 + b1X
obs
n ), b2

1τ
2)

� ��	���$ ������
"��% �	��&	����	� ���� ������	
 Xobs �� ����������� � ���	�

����	 �� E |Xobs| < ∞� �� β̂ML ' �
"�� ���������� ��	��� ��������� β� ��!�

�� ����� ������� β̂ML → β ��� N →∞�

���������� 3���	�������� �������� �� ����	���������� +,- � ����
�	�� 456�
7���'�� ����*������� � � ����*� �������%���� ��������

f(x, y; β) = L0((2y − 1) (β0 + β1x), β2
1τ2).

8������	�� ����	 ����	����������9
�:;� ,��� � �����	#������� ����� � � ���$ b 
= β

ν({(x, y) | f(x, y; b) 
= f(x, y; b)}) > 0.

2� ����� ������	 ��� ����������

P(L0(b0 + b1X
obs, b2

1τ
2) 
= L0(β0 + β1X

obs, β2
1τ2)) > 0, b 
= β,

�� �	��������� �*���� �  ���� !�;�
�:�� 8�������	
�� ���%	�� Θ � �������� � R

2� ��	& ����	�� ���	��� ���
����
�������� β �� ������.�� ��
���



��� �� �� ��	
�

���� ��� �	
� (x, y) ����
� �
���
���	�
 f(x, y; b) 	����� ������� �� ���������� ���
������
����� �� b� ������ ��������
 �������� ln f(Xobs, Y ; b) �� ∂

∂b (ln f(Xobs, Y ; b))
�� ��!�"	� 
���������! ���������! ��������!#
$� �����
	�" ln f(Xobs, Y ; b) �������% � ���
���	�
 �&'�(

−|b0 + b1X
obs| − ln 2 ≤ ln f(Xobs, Y ; b) < 0.

$� �����
	�" ∂
∂b (ln f(Xobs, Y ; b)) = −s(Xobs, Y ; b) ��% �
	�� ��
��� ���
���	��� �')�*

�'+�# �
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