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Abstract. Distribution estimates of some functionals of a random process {X(t), t ∈ T} from class
V (ϕ,ψ) are obtained. Particularly, estimate

P

�
sup

s≤t;s,t∈B
(X(t) −X(s) − (f(t) − f(s))) > x

�

is obtained, where f(t) is a continuous function, which can be considered as the service output rate of
the queue formed by the process X(t). The obtained estimates also can be considered as estimates of
buffer overflow probabilities with buffer size x > 0. Particularly, obtained results also take place for
Gaussian processes. As an example the results are applied to generalized fractional Brownian motion
defined on a finite interval.
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 {X(t), t ∈ T } � ���
 V (ϕ, ψ)� �������

sup
s≤t;s,t∈B

(
X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))

)
, inf

s≤t;s,t∈B
(
X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))

)
,

sup
s≤t;s,t∈B

∣∣X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))
∣∣,

	� f(t) � 	���� ���������� �������  �	�!� ���������� �����	���� ����" �������
����� ���������� ��������	�  �����# !���� ������� ��	 !�
 ���������� �����	��
���
�������# 	������ !���� !� ��������
�� ������������ ������ ������!� ���
���� ������ f �� �����
����
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������ � ���,�� ���	��� ����	��� ����"�	�� �������

� �����# ϕ�
���

���" ����	����" ����!�� �� �����
��� *��	�� - ��
���� �
�����
���������� �	������ �� 	�������� ����	 �����!��# �������#� � ������� ���	���
����	��� ������	 ��
��
����� ��������" ������ 	� 
���

���" �����
��� ����
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�� 	�� �����
�� 	�������� ������
����� �"�

&� ��������	 �
���� � �
���
	� ./0ϕ(Ω) �� ���	� V (ϕ, ψ)

1�"�� {Ω,B,P} � 
���	������ ��������
��� ���
���� T � 	���� ���������!��
��������

&�&� N�������� 	
����

	������� ��� $%-()� 2����� U = {U(x), x ∈ R} ������+��
� N ������+� 3���!��
��4� U � ���������� ����� ����� ������ ����� 4� U(0) = 0� U(x) ���������
���
��+ ��� x > 0� U(x)/x→ 0 ��� x→ 0 �� U(x)/x→∞ ��� x→∞�

���� �� 5�� N ������# ϕ �����+��
� ���� 6� ��4�

lim inf
x→0

ϕ(x)
x2

= c > 0. $&)

	������� ���� N ������� ϕ1 ��	����	������ N ������# ϕ2 $ϕ1 ≺ ϕ2)� ��4�
�
���� ����� 
���� c > 0 �� x0 > 0 ����� 4� 	�� x > x0 ��+ ��
�� �������
��
ϕ1(x) < ϕ2(cx)� N ������# ϕ1 �� ϕ2 ������������� ��4� ϕ1 ≺ ϕ2 �� ϕ2 ≺ ϕ1�

&�-� ϕ����������� �������� �������� � �
������

	������� ��� $%-()� 1�"�� ϕ � N �������� 	�� ���# �����+��
� ���� 6� 7���	�
���� ����!��� ξ �������� ���
��� ./0ϕ(Ω)� ��4� E ξ = 0� E exp{λξ} �
�+ 	�� �
�"
λ ∈ R �� �
�+ ���� 
���� a > 0� 4� 	�� �
�" λ ∈ R �����+��
� ���� �������
��

E exp{λξ} ≤ exp{ϕ(λa)}. $-)

 ��
�� ��� $%-()� ������� ./0ϕ(Ω) � �	
	���� ��������� � 
�����

τϕ(ξ) = sup
λ>0

ϕ(−1)(log E exp{λξ})
λ

, $8)

�� ϕ(−1) � ��
����� ����
�
	 �� ��
���� ϕ� � ��� ���� λ ∈ R ���
������ 
	����
	


����
����

E exp{λξ} ≤ exp{ϕ(λτϕ(ξ))}. $9)
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 	������� � ���ϕ(Ω)�	��������� ���

���� ��� ������ ����� ξ ∈ ���ϕ(Ω)� τϕ(ξ) > 0� ε > 0� �	
� ��	������� ����

������	����

P{ξ > ε} ≤ exp
{
−ϕ∗

(
ε

τϕ(ξ)

)}
,

P{ξ < −ε} ≤ exp
{
−ϕ∗

(
ε

τϕ(ξ)

)}
,

P{|ξ| > ε} ≤ 2 exp
{
−ϕ∗

(
ε

τϕ(ξ)

)}
,


� ϕ∗(x) = supy∈R
(xy − ϕ(y)) � ������	����� ������������ ���� �! ϕ�

���� ��� ������ ����� ξ ∈ ���ϕ(Ω)� �	
� 
�� k = 1, 2, . . . "���� "�� � ���� ������

�	����

|E ξk| ≤ E |ξ|k ≤ 2(τϕ(ξ))k
ek

(ϕ(−1)(k))k
k!. �	�

#����
 
�
 ������ ��������� �������� ��������� �������� ξ = N(0, σ2) ������� 
�� �������� ���x2/2(Ω) � τ(ξ) = (E ξ2)1/2�

�	
���

� ��� !��������" ���#�� X = {X(t), t ∈ T } ��$���%� ϕ&��'��������()
*�+� ��������� �������� X(t)) t ∈ T ) , ϕ&��'��������(� �X(t) ∈ ���ϕ(Ω)��

-�+� ��� # �(� ϕ(x) = x2/2) �� ���� ���#��� ��$���%� ��'��������(��

#����
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�.� ��������� ������� 	 ����� V (ϕ, ψ)�

�	
���

� ��� ������ /�0�" ϕ ≺ ψ 1 ��� N &2���#�3 4������ 5���(� ��$���) +�
���������" ���#�� X = {X(t), t ∈ T } ������� ����� V (ϕ, ψ)) *�+� ��* ���0 t ∈ T
���#�� X(t) ������� �������� ���ψ(Ω) �� ��* ���0 s, t ∈ T �������� (X(t)−X(s))
������� �������� ���ϕ(Ω)�

#����
 
�. ������ 6�'�������� ���#��� ������� ����� V (ϕ, ϕ)) �� ϕ(x) = x2/2�

#����
 
�7 ������ /�0�" X(t) = ξ0 +
∑∞

k=1 ξkfk(t)) �� ��������� �������� ξ0 ∈
���ψ(Ω)) {ξk, k = 1, 2, . . .} ∈ ���ϕ(Ω) ��

∑∞
k=1 τϕ(ξk)|fk(t)| < ∞� 8��� ���������"

���#�� X(t) ������� ����� V (ϕ, ψ)�

�� ������� ��	
����

/�0�" (T, ρ) 1 ������(�������" �(�������"� ������'�� ��" ������� $ ������(�&
�����%� �(������%� ρ�

5���(� ��$��*���� ������'�� ��" ���������" ���#�� X = {X(t), t ∈ T } �$ ϕ&
��'��������(� ��������(�) $����(� ���#��� $ ����� V (ϕ, ψ)) ϕ ≺ ψ� 9�������(�)
+� ����, ���� ���������� (�������� $�����%�� 2���#�* σ = {σ(h), h > 0}) +�
σ(h) → 0) ���� h→ 0) �� (�, (��#� ��������� 

sup
ρ(t,s)≤h

τϕ(X(t)−X(s)) ≤ σ(h). �:�

;������(�) +� ���� ���������� (�, 2���#�* σ(h) = supρ(t,s)≤h τϕ(X(t) − X(s)))
*�+� ���#�� X(t) ����������" � ���(� τϕ(·)�

/�0�" B 1 ��(������ (������) B ⊆ T � /����� '���(� ��������������� ����
��$������*<

• β > 0 1 ��*�� �����) ���� +� β ≤ σ (infs∈B supt∈B ρ(t, s))=

����������	
�� ���������� ��� ����
 ���	
�
 � �
��������� ����
� ���� ρ(t, s) = 0� ��
t = s� ����� ����
�� {(t, s) : ρ(t, s) = 0} ���� ���
 �
	��� � ��������� {(t, s) : t = s} ��
��  !"#�
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• ζϕ(v) = v/ϕ(−1)(v)�
• �(u) = �(B,ρ)(u) � ������	
 �
���	��� �������� (B, ρ) ��	�
��	
 ����
���� �
��	�	�� ���� �
���
 u� �� ������
��� ������ (B, ρ))�

• �(u) = 1
2 ((�(u))2 + �(u))�

����������� �� ���
������ ������ X ���	
��	�� 	
 ����
�� B ⊆ T �  
����	
�����!�		" ���"�� ����� �#��!�	��� ���������

sup
s≤t;s,t∈B

(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) �$%

�
 ��	�� ��" ��&� �����	�	�
��	�&� ����	��� �� f = {f(t), t ∈ B} ' ��"�
 	����
����	
 (�	��"�

���� ���� ����� ��� 	
����	� ������ X(t) = {X(t), t ∈ B} �� ����� V (ϕ, ψ)
	
�������� ��	� �)%� � ����� f = {f(t), t ∈ B} � ���� �������	�� ��������

� |f(u) − f(v)| ≤ δ(ρ(u, v))� �� δ = {δ(u), u > 0} � ����� ����� ��������

��	�� ���� �������! ����� �����	����� {qk}∞k=1 � ����� � qk > 1 �
∑∞
k=1 q

−1
k ≤ 1�

� {εk}∞k=1 � ���� ����� ������ �����	������ � εk > 0 � εk → 0� k → ∞!

"�� ��� 	��� λ > 0 	
�������� ����	�����

E exp
{
λ sup
s≤t;s,t∈B

(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s)))
}

≤W (λ) exp

{ ∞∑
k=2

(
1
qk
ϕ(2qkλσ(εk−1)) + 2λδ(εk−1)

)} ∞∏
k=2

(
�(εk)

) 1
qk ,

�*%

��

W (λ) =

(
�(ε1)−1∑
l=0

(�(ε1)− l) exp
{
ϕ(q1λσ(2ε1l)) + q1λδ(2ε1l)

}) 1
q1

. �+%

#	������! ���	
���� ����� Vεk
�	�!�	� ��	��� �
��	�	�� ���� �
���� εk� "�


������, �	�
��	� �������" �������� (B, ρ)� -������ ����� � �	�!�	 Vεk
�����

	�, �(εk)�
������ X(t) � ������	�� ������ Xf (t) = X(t)− f(t) � ���
�
#���	 ��������
. ���� /�/  �������		" �)% ������
,� �� ��" #����"��&� ε > 0

P {|X(t)−X(s)| > ε}
≤ 2 exp

{
−ϕ∗

(
ε

τϕ(X(t)−X(s))

)}
≤ 2 exp

{
−ϕ∗

(
ε

σ(ρ(t, s))

)}
.

0�!�� ������ X � ������	�� Xf 	�������	 �
 �����	���� 1��� ���
�
#����
	�� ���
������ ������ 	
 (B, ρ) 	�������	�� �
 �����	���� ��� #����"�
 ����	

����� ���	
 �� ��	�2�		� �� ρ �	�!�	
 ��!� ���&�"�
���" "� �	�!�	
 ���
�
�
#���	��� ���&� �������� 3
��� ��	��� �	�!�	
 V =

⋃∞
k=1 Vεk

, ρ����
�
	���
������� Xf �  � �����	��� ���	��" ����	�,���" ��	���

sup
s≤t;s,t∈B

(Xf (t)−Xf (s)) = sup
s≤t;s,t∈V

(Xf (t)−Xf (s)). �/4%

5��&�"	��� ���#�
!�		" αn = {αn(u), n = 0, 1, . . .} �	�!�	� V � Vεn � �� αn(u) '
����
 � �	�!�	� Vεn �
�
� �� ρ(u, αn(u)) ≤ εn� 1��� u ∈ Vεn � ��� αn(u) = u� 1���
! �	�, ����
 �
��� ����� � �	�!�	� Vεn � �� ρ(u, αn(u)) ≤ εn� ��� ��#����� ��	�
� 	�� �
 ��"��� ��
������ �
���� �� 	� ����2�,���" ����
 αn(v) ≤ αn(u) ��"
#����"��� v ≤ u� v, u ∈ V �  ���	
���� 66 ����� αn(u)�
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��� ����������� ��
 	������� � ���ϕ(Ω)�	��������� ���

� ��������	� 
������� ���� ��� � ���������� ��� ��������� ��

P
{|X(u)−X(αn(u))| > p

n
2
} ≤ E(X(u)−X(αn(u)))2

pn
≤ c2τ2

ϕ(X(u)−X(αn(u)))
pn

≤ c2σ2(εn)
pn

= c2β2pn,

��

c =
2e

ϕ(−1)(2)
.

��	���� ��������	� ���� ��� ��

∞∑
n=1

P
{|X(u)−X(αn(u))| > p

n
2
}
<∞.

� ���� !�����"#��	���� ��������� �� X(u) −X(αn(u)) → 0 ��� n → ∞ � $��%
������	& �����'�� ��(���(� )��('�� f ����������� 	� �

Xf (u)−Xf (αn(u))→ 0 ��� n→∞ ����

� $��������	& �����'�� *��+��� V ��� ����� �	+�� X(u)−X(αn(u))→ 0 � $�����%
���	& �����'� ��� n→∞ ��� ���, s ���� �����

-�,�$ s 	� t . �������� 	� (� � ���+��� V � s ≤ t� /���� ���  ���� sm = αm(s)�
sm−1 = αm−1(sm)� � � � � s1 = α1(s2) 	� tm = αm(t)� tm−1 = αm−1(tm)� � � � � t1 = α1(t2)
��� ����%�(�0� m ≥ 1� 1��� ��� ���, m ≥ 2 ��(���&	��� ���	���� �������������

Xf (s) = Xf (s1) +
m∑
k=2

(Xf (sk)−Xf (sk−1)) +Xf (s)−Xf(αm(s)),

Xf (t) = Xf (t1) +
m∑
k=2

(Xf (tk)−Xf (tk−1)) +Xf (t)−Xf (αm(t)),

�� ����������

Xf (t)−Xf (s)

≤ max
v≤u;u,v∈Vε1

(Xf (u)−Xf(v))

+
m∑
k=2

max
v≤u;u,v∈Vεk

(Xf (u)−Xf (αk−1(u))−Xf (v) +Xf (αk−1(v)))

+Xf(t)−Xf (αm(t))−Xf (s) +Xf (αm(s)).

��2�

� �3� � ��2� ��������� �� �� $��������	& �����'�

sup
s≤t;s,t∈V

(Xf (t)−Xf (s))

≤ lim inf
m→∞

(
max

v≤u;u,v∈Vε1

(Xf (u)−Xf(v))

+
m∑
k=2

max
v≤u;u,v∈Vεk

(
Xf (u)−Xf (αk−1(u))−Xf (v) +Xf (αk−1(v))

)

+Xf (t)−Xf(αm(t))−Xf (s) +Xf (αm(s))

)
.

��4�
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� ��������	�
 �������� ����� ���� � ���� ��	� ��� ���� λ > 0 �����

E exp
{
λ sup
s≤t;s,t∈V

(Xf (t)−Xf (s))
}

≤ E lim inf
m→∞ exp

{
λ

(
max

v≤u;u,v∈Vε1

(Xf (u)−Xf (v)) +
m∑
k=2

max
v≤u;u,v∈Vεk

(K(u, v))
)}

≤ lim inf
m→∞ E exp

{
λ

(
max

v≤u;u,v∈Vε1

(Xf (u)−Xf (v)) +
m∑
k=2

max
v≤u;u,v∈Vεk

(K(u, v))
)}

≤ lim inf
m→∞

(
E exp

{
q1λ max

v≤u;u,v∈Vε1

(Xf (u)−Xf(v))
}) 1

q1

×
m∏
k=2

(
E exp

{
qkλ max

v≤u;u,v∈Vεk

(K(u, v))
}) 1

qk

≤
(

E exp
{
q1λ max

v≤u;u,v∈Vε1

(Xf (u)−Xf(v))
}) 1

q1

×
∞∏
k=2

(
E exp

{
qkλ max

v≤u;u,v∈Vεk

(K(u, v))
}) 1

qk

= (J1)
1

q1 ·
∞∏
k=2

(Jk)
1

qk ,

����

��� �

K(u, v) = Xf (u)−Xf (αk−1(u))−Xf (v) +Xf (αk−1(v)).

!�"#������ �$���� $�%�� ���%��$ � &����
 '��	��� ����( � 	������ �(� � &��&�)
*���� �+� ��&������ *�

E exp{q1λ(X(u)−X(v))} ≤ exp{ϕ(q1λτϕ(X(u)−X(v)))} ≤ exp {ϕ(q1λσ(ρ(u, v)))} .

,���� ��$����	���-'� ����� |f(u)− f(v)| ≤ δ(ρ(u, v))� �����

J1 ≤
∑

v≤u;u,v∈Vε1

E exp {q1λ(X(u)−X(v))} exp {q1λ(f(v)− f(u))}

≤
∑

v≤u;u,v∈Vε1

exp {ϕ(q1λσ(ρ(v, u))) + q1λδ(ρ(v, u))}

=
�(ε1)∑
i=1

i∑
j=1

exp {ϕ(q1λσ(2ε1(i− j))) + q1λδ(2ε1(i− j))}

=
�(ε1)−1∑
l=0

(�(ε1)− l) exp {ϕ(q1λσ(2ε1l)) + q1λδ(2ε1l)} .

��.�

/���� " 	������ �(�� ��������	� 0�1�23���$���$�#� � &��&�*���� �+� ������ *�

E exp{qkλ(X(u)−X(αk−1(u))−X(v) +X(αk−1(v)))}
≤ (E exp {2qkλ(X(u)−X(αk−1(u)))}E exp {2qkλ(X(αk−1(v))−X(v))}) 1

2

≤ exp{ϕ(2qkλσ(εk−1))}.
��+�



������ ���	�
��� ����������� ��
 	������� � ���ϕ(Ω)�	��������� ���

����

Jk ≤
∑

v≤u;u,v∈Vεk

E exp {qkλ (X(u)−X(αk−1(u))−X(v) +X(αk−1(v)))}

× exp {qkλ(f(u)− f(αk−1(u)))} exp {qkλ(f(αk−1(v)) − f(v))}

≤ �(εk)2 + �(εk)
2

exp
{
ϕ(2qkλσ(εk−1)) + 2qkλ max

u∈Vεk

δ(ρ(u, αk−1(u)))
}

≤ �(εk) exp
{
ϕ
(
2qkλσ(εk−1)

)
+ 2qkλδ(εk−1)

}
.

����

	 
���
����� ��������� ����� ������

� ���� ���� �
���������� ���	 ����
���� ��� ��� ������ � !� ��"#�� # $���� %����
� � �
&
%�

��� '��� ��(�� ���) J1 # 
���
���� ��*� ���
� �+�
��� �
,��� $�����,���
�$���"���� �����#-%� ��$���
� �� �
,� ��
, ��%
� �+�
 � ��� W (λ) ) �.�/

W (λ) ≤ (�(ε1)) 1
q1 exp

{
1
q1
ϕ(q1λσ(2ε1(�(ε1)− 1))) + λδ(2ε1(�(ε1)− 1))

}
, ����

%� �� /

W (λ)q1 ≤
∫
�(ε1)

0

(�(ε1)− x) exp
{
ϕ(q1λσ(2ε1x)) + q1λδ(2ε1x)

}
dx. ��.�

������� ��	� 
���� ���������� ���� ��� �	�� ���� ��� ���� x > 0 �������

���� ����������

P

{
sup

s≤t;s,t∈B
(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) > x

}
≤ Z(x), ��0�

P

{
inf

s≤t;s,t∈B
(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) < −x

}
≤ Z(x), ����

P

{
sup

s≤t;s,t∈B
|X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))| > x

}
≤ 2Z(x), ����

��

Z(x) =
∞∏
k=2

(
�(εk)

) 1
qk

× inf
λ>0

W (λ) exp

{ ∞∑
k=2

(
1
qk
ϕ(2qkλσ(εk−1)) + 2λδ(εk−1)

)
− λx

}
,

��1�

� W (λ) �������� � �������� �.�	

���������	 2����

� ������� "�)$������
�� �$���� ) $�$����
��3 ���� � 
���&

���� 4�"�,��� �

��5�� q1 = v� �� v 6 �� � %����� !� v ≥ 1
1−p � ���� q1 > 1� � 
�5��

qk =
1

2λβpk−1
ϕ(−1)

(
ϕ

(
2λβ
1− p

)
+ ln

(
�(εk)2 + �(εk)

2

))
, k = 2, 3, . . . , ����

εk = σ(−1)(βpk), p ∈ (0, 1), k = 0, 1, 2, . . . . ��*�

����

qk ≥ 1
pk−1(1 − p) > 1

��
1
qk
≤ 2λβpk−1

ϕ(−1)
(
ϕ
(

2λβ
1−p
)) = pk−1(1− p), k = 2, 3, . . . ,



��� �� �� ��	
	��

�����
∞∑
k=1

1
qk
≤

∞∑
k=1

pk−1(1 − p) = 1.

����� ��	� 
���������� ����������� ����� ���� ���� ���������� �� �� ��������
��  ��������� �����
�� �����������

���� ���� ����� ��� 	
����	� ������ X(t) = {X(t), t ∈ B} �� ����� V (ϕ, ψ)
	
�������� ��	� �! � � ����� f = {f(t), t ∈ B} � ���� �������	�� ��������

� |f(u) − f(w)| ≤ δ(ρ(u,w))� �� δ = {δ(s), s > 0} � ����� ����� ������ �

��	��!���� �������� � ∫ β

0

ζϕ

(
ln
(
�(σ(−1)(u))

))
du <∞. ��! 

"�� ��� 	��� λ > 0� p ∈ (0, 1) 	
�������� ����	�����

E exp
{
λ sup
s≤t;s,t∈B

(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s)))
}

≤W1(λ, p) exp

{
ϕ

(
2λβ
1− p

)
p+

4λ
p(1− p)

∫ βp2

0

ζϕ

(
ln
(
�(σ(−1)(u))

))
du

}

× exp

{
2λ

∞∑
k=1

δ
(
σ(−1)

(
βpk
))}

,

��" 

��

W1(λ, p) = inf
v≥ 1

1−p

⎛
⎜⎝
�(σ(−1)(βp))−1∑

l=0

(
�

(
σ(−1)(βp)

)
− l
)

× exp
{
ϕ
(
λvσ

(
2lσ(−1)(βp)

))
+ λvδ

(
2lσ(−1)(βp)

)}⎞⎟⎠
1
v

.

��� 

#	������$ #�	��������� � ��� ��� 
���������� qk �� εk� �����$�� � ��% �� ��& 
��
������ '��(������ ����

Z̃ =
∞∑
k=2

1
qk

(
ln
(
�(εk)

)
+ ϕ
(
2λβpk−1qk

))
.

)��

Z̃ =
∞∑
k=2

1
qk

ln
(
�(εk)

)
+

∞∑
k=2

1
qk
ϕ

⎛
⎝2λβpk−1

ϕ(−1)
(
ϕ
(

2λβ
1−p
)

+ ln
(
�(εk)

))
2λβpk−1

⎞
⎠

= 2
∞∑
k=2

1
qk

ln
(
�(εk)

)
+ ϕ

(
2λβ
1− p

) ∞∑
k=2

1
qk

≤ 2
∞∑
k=2

ln
(
�(εk)

) 2λβpk−1

ϕ(−1)
(
ln
(
�(εk)

)) + ϕ

(
2λβ
1− p

) ∞∑
k=2

pk−1(1 − p)

= ϕ

(
2λβ
1− p

)
p+ 4λ

∞∑
k=2

ζϕ

(
ln
(
�
(
σ(−1)(βpk)

)))
βpk−1.

��* 



������ ���	�
��� ����������� ��
 	������� � ���ϕ(Ω)�	��������� ���

������� ϕ(x)/x �	
��� �	� x > 0� �
�� ������� ζϕ(x) = x/ϕ(−1)(x) ��
� �	
�
��� �	� x > 0� �
��∫ βpk

βpk+1
ζϕ

(
ln
(
�(σ(−1)(u))

))
du ≥ ζϕ

(
ln
(
�(σ(−1)(βpk))

))
βpk(1− p). ����

� ���� � ����  ��!� �� "


Z̃ ≤ ϕ

(
2λβ
1− p

)
p+

4λ
p(1− p)

∫ βp2

0

ζϕ

(
ln
(
�(σ(−1)(u))

))
du. ��#�

���� $��
�� �%	� ����& ��'�  ��!� � � �(� � ��#�� �
���������� ���	 )�!
*�$�
 �
 �� �%��� ��#  �	� ��(� �
�� 
������ ��+

W1(λ, p) ≤ inf
v≥ 1

1−p

(
�(σ(−1)(βp)) exp

{
ϕ
(
λvσ

(
2σ(−1)(βp)(�(σ(−1)(βp)) − 1)

))

+ λvδ
(
2σ(−1)(βp)(�(σ(−1)(βp))− 1)

)}) 1
v

,

����

$� ��+

W1(λ, p) ≤ inf
v≥ 1

1−p

(∫
�(σ(−1)(βp))

0

(
�(σ(−1)(βp)) − x

)

× exp
{
ϕ
(
λvσ

(
2σ(−1)(βp)x

))
+ λvδ

(
2σ(−1)(βp)x

)}
dx

) 1
v

.

����

,��
	���
 �-$� �
�!��
 �
��� qk � εk� 	
�*!����� � !%�� ���� ��
� �
�� 
�	��
��� ������% � %	��%����

������� ���� ����� ��� 	
����	� ������ X(t) = {X(t), t ∈ B} �� ����� V (ϕ, ψ)
	
�������� ��	� ���� � ����� f = {f(t), t ∈ B} � �������	�� �������� �����

� |f(u) − f(w)| ≤ δ(ρ(u,w))� �� δ = {δ(s), s > 0} � ����� ����� ��������

��	�� ���� �������� � r = {r(u) : u ≥ 1} � ���� �������	�� �������� � r(1) = 0
�� r(u) > 0 ��
 u > 1� � ������� s(t) = r(exp{t}), t ≥ 0� �����! "�� �� 	
������

��	


∫ β

0

r
(
�(σ(−1)(u))

)
ϕ(−1)

(
ln
(
�(σ(−1)(u))

)) du <∞ ����

��� 	��� p ∈ (0; 1) � x > 0 	
�������� ����	����

P

{
sup

s≤t;s,t∈B
(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) > x

}
≤ Zr(p, x),

P

{
inf

s≤t;s,t∈B
(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) < −x

}
≤ Zr(p, x),

P

{
sup

s≤t;s,t∈B
|X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))| > x

}
≤ 2Zr(p, x),

��

Zr(p, x) = inf
λ>0

W1(λ, p) exp

{
pϕ

(
2λβ
1− p

)
+ λ

(
2
∞∑
k=1

δ
(
σ(−1)

(
βpk
))− x

)}

×
(
r(−1)

(
λ

p(1− p)
∫ βp2

0

r
(
�(σ(−1)(u))

)
ϕ(−1)

(
ln
(
�(σ(−1)(u))

)) du
))4

,

� W1(λ, p) 	
������ � ��	����� ����!



��� �� �� ��	
	��

���������� ���������� 	�
���� � �������� � ��� �� 	� � � �
�
��	��� ����
���
��
 	�
���� �� � �
�
	� ��� �� 	�
���� �� � �
�
	� � �� �

!�"
���	
�#$�� # ������
�	� %&' ���� �� �
����
����	� qk = (1 − p)−1p1−k( k =
1, 2, . . . ( 
	���#��
 ���	#��# 	�
���#( #�
�� �"
) ���*� ��� �������"�( ��� #�
��
	�
���� ��

������� ��	� 	�
�� �� ����������� ������� X(t) = {X(t), t ∈ B} �� ���� V (ϕ, ψ)
����������� ����� %+'� � ��
�� f = {f(t), t ∈ B} � ���������� �������� ���� ��

|f(u) − f(w)| ≤ δ(ρ(u,w))� �� ������� δ = {δ(s), s > 0} � ����� ���� ���������

������!"�� � r1 = {r1(u), u ≥ 1} � ���� ���������� �������� �� r(u) > 0� ���

u > 1� � ������� s(t) = r(exp{t})� t ≥ 0� � ������ #��� �� ��������� �����∫ β

0

r
(
�

(
σ(−1)(u)

))
du <∞, %�,'

�� ���
 p ∈ (0; 1) � x > 0 ������$�!���� ����������

P

{
sup

s≤t;s,t∈B
(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) > x

}
≤ Zr1(p, x),

P

{
inf

s≤t;s,t∈B
(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) < −x

}
≤ Zr1(p, x),

P

{
sup

s≤t;s,t∈B
|X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))| > x

}
≤ 2Zr1(p, x),

��

Zr1(p, t, x) = r(−1)

(
1
βp

∫ βp2

0

r
(
�

(
σ(−1)(u)

))
du

)

× inf
λ>0

W2(λ, p) exp

{
pϕ

(
2λβ
1− p

)
+ λ

(
2
∞∑
k=1

δ
(
σ(−1)(βpk)

)
− x
)}

,

W2(λ, p) =

⎛
⎝�(σ

(−1)(βp))−1∑
l=0

(
�(σ(−1)(βp)) − l

)

× exp
{
ϕ

(
λσ(2lσ(−1)(βp))

1− p
)

+
λδ(2lσ(−1)(βp))

1− p
}⎞⎠

1−p

.

%�+'

���������� ���������� 	�
���� �� �������� � ���� �� � �
�
��	��� ����
����

	�
���� ��� � �
�
	� ��� �� 	�
���� ��, � �
�
	� � �� �

!�"
���	���
 	���� # ������
�	� %&' ���� �� �
����
����	�

qk = ep
(k − 1)!
pk−1

, p ∈ (0, 1), k = 1, 2, . . . . %��'

�
�� qk > 1 	�
∞∑
k=1

1
qk

= e−p
∞∑
k=1

pk−1

(k − 1)!
= 1.

��"�� ���
�( -� �
����
����	� ���
�
����� #�
�� ���� ��� .��	
�#��
 )) �
 ������
�
�	� %&' � 
	������
 ���	#��� 	����������



������ ���	�
��� ����������� ��
 	������� � ���ϕ(Ω)�	��������� ���

���� ���� ����� ��� 	
����	� ������ X(t) = {X(t), t ∈ B} �� ����� V (ϕ, ψ)
	
�������� ��	� ���� � ����� f = {f(t), t ∈ B} � ���� �������	�� �������� �

|f(u)− f(w)| ≤ δ(ρ(u,w)),

�� δ = {δ(s), s > 0} � ����� ����� �������� ��	�� ���� �������� �∫ β

0

ln
(
�

(
σ(−1)(u)

))
du <∞. ����

!�� ��� 	��� λ > 0� p ∈ (0, 1) 	
�������� ����	�����

E exp
{
λ sup
s≤t;s,t∈B

(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s)))
}

≤W2(λ, p) exp

{
(1− e−p)ϕ (2λβep) +

1
βep
(
1− p

2

) ∫ βp

0

ln
(
�

(
σ(−1)(u)

))
du

}

× exp

{
2λ

∞∑
k=1

δ

(
σ(−1)

(
βpk

k!

))}
,

����

�� W2(λ, p) 	
������ 	 ����"

#	������" ��	
������
 � ���� ��� �
����
����� qk� ��������� � �� �� !
�"�#���

����

Z̃ =
∞∑
k=2

1
qk

(
ln
(
�(εk)

)
+ ϕ
(
2λqkσ(εk−1)

))
.

$
	���%�

εk = σ(−1)

(
βpk

k!

)
, �&'�

������


Z̃ =
∞∑
k=2

1
qk

ln
(
�(εk)

)
+

∞∑
k=2

1
qk
ϕ

(
2λep

(k − 1)!
pk−1

βpk−1

(k − 1)!

)

=
∞∑
k=2

ln
(
�

(
σ(−1)

(
βpk

k!

)))
pk−1

ep(k − 1)!
+ ϕ (2λβep) e−p

∞∑
k=2

pk−1

(k − 1)!

= (1− e−p)ϕ (2λβep) + e−p
∞∑
k=2

ln
(
�

(
σ(−1)

(
βpk

k!

)))
pk−1

(k − 1)!
.

�&��

(���� 
�	���	� ln
(
�
(
σ(−1)(u)

))
) �
�

��
 ������ *��	+�#� 	
�� u > 0� 
 ���

���+� ���������∫ βpk−1

(k−1)!

βpk

k!

ln
(
�

(
σ(−1)(u)

))
du

≥ ln
(
�

(
σ(−1)

(
βpk

k!

)))(
βpk−1

(k − 1)!
− βpk

k!

)

= ln
(
�

(
σ(−1)

(
βpk

k!

)))
βpk−1

(k − 1)!

(
1− p

2

)
, k ≥ 2.

�&��

, �&�� � �&�� 
������
� -


Z̃ ≤ (1− e−p)ϕ (2λβep) +
1

βep
(
1− p

2

) ∫ βp

0

ln
(
�

(
σ(−1)(u)

))
du. �&��

.�	�� ���
�� ��������� ���� �������� � ��� � �&��� �



��� �� �� ��	
	��

����������	
�� ������������ qk �� εk� ��������� 	 ���� �� ���� ����������� � ��
�� ��� ������� ����	��� ������� ��� � ���	 �������	 �	����	�	 ��������� ����
 ��	 Xf (t) = X(t)− f(t)�

������� ��	� ����� ��� 	
����	� ������ X(t) = {X(t), t ∈ B} �� ����� V (ϕ, ψ)
	
�������� ��	� �!�� � ����� f = {f(t), t ∈ B} � �������	�� �������� ���� �

|f(u)− f(w)| ≤ δ(ρ(u,w)),

�� ������� δ = {δ(s), s > 0} � ��	������� ����� ������ �� �

r = {r(u), u ≥ 1}

� ���� �������	�� �������� � r(u) > 0� ��
 u > 1� � ������� s(t) = r(exp{t})�
t ≥ 0� � �����! "�� �� 	
������ ��	


∫ β

0

r
(
�

(
σ(−1)(u)

))
du <∞, ����

��� 	��� p ∈ (0; 1) � x > 0 ����	�#������ ����	����

P

{
sup

s≤t;s,t∈B
(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) > x

}
≤ Zr2(p, x),

P

{
inf

s≤t;s,t∈B
(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) < −x

}
≤ Zr2(p, x),

P

{
sup

s≤t;s,t∈B
|X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))| > x

}
≤ 2Zr2(p, x),

��

Zr2(p, x) = r(−1)

(
1

βep
(
1− p

2

) ∫ βp

0

r
(
�

(
σ(−1)(u)

))
du

)

× inf
λ>0

W2(λ, p) exp

{
pϕ

(
2λβ
1− p

)
+ λ

(
2
∞∑
k=1

δ
(
σ(−1)(βpk)

)
− x
)}

,

� 	
��� W2(λ, p) 	
��� �� 	 ��!�!

$	������! "�����������# ��������$� ��� ���� %���#�� &	�� �$ s(t) = r(exp{t})
��	��� �� �$ ���' Δi > 0� i = 1, . . . ,∞� ����'� (�

∞∑
i=1

Δi = 1,

� ���' xi ≥ 0 ������)	��#�$ ���������#

s

( ∞∑
i=1

Δixi

)
≤

∞∑
i=1

Δis(xi).
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 	������� � ���ϕ(Ω)�	��������� ���

��������	�

exp

⎧⎨
⎩
∞∑
k=2

ln
(
�

(
σ(−1)

(
βpk

k!

)))
pk−1

ep(k − 1)!

⎫⎬
⎭

= r(−1)

⎛
⎝s
⎛
⎝ ∞∑
k=2

ln
(
�

(
σ(−1)

(
βpk

k!

)))
pk−1

ep(k − 1)!

⎞
⎠
⎞
⎠

≤ r(−1)

( ∞∑
k=2

pk−1

ep(k − 1)!
s

(
ln
(
�

(
σ(−1)

(
βpk

k!

)))))

≤ r(−1)

(
1

βep
(
1− p

2

) ∫ βp

0

r
(
�

(
σ(−1)(u)

))
du

)
.


��

����� ���������� �����	� �������� � ��	 ���� ���� ����������� 
�� �  �!�"���� �

�� ������� ��	
�	����� �� ������������� �������� ������	�����

����

#���$���	�� %� X(t) = {X(t), t ∈ [a, b]} & '� ������!��(��� �$!��$������ ���'���
�����)���� �� ������*$ [a, b]� −∞ < a < b <∞� ��*�� %�

τ(X(t) −X(s)) ≤ |t− s|H , H ∈ (0, 1), 
�+

��!�� ���'�� X(t) �������( *���$ V (ϕ, ϕ)� �� ϕ(x) = x2/2� x ≥ 0� ,�$����	�� %�
����� �����*���- ���'����� ��� �*�- ��*��$��(�� $	��� 
�+� � � 
��$������ ���!�.
��� !��$����(*�� �$- �� ����������	 ����*��	 /0���� H � 1��("� ��� $�����(�����
���'�� ���!����� !��$����(*��� �$-$ � *����� V (ϕ, ψ) 	���� ���)����� $ ��!���-
2�� +� 34�
#���$���	� ��*��� %� f(t) & �����)��� �� [a, b] ���������� 5$�*'��� ��*� %�

|f(t)− f(s)| ≤ c|t− s|n, 
�6

�� c > 0 �� n > 0 & ���*� ������ 7���� *�����$0)��( ���$�(����	� �����	� ���� 	����
����	��� ����$��� �'��*��

������� ��	� ����� ��� 	
���
		�� �������� ����	
 X(t) = {X(t), t ∈ [a, b]}�
�� �
����� f = {f(t), t ∈ [a, b]} ����
���	� 
��� 
�+ � 
�6 ��������� ��� ���
�	��

p ∈
(

0;
(

2
3

)H]

�

x > c(b − a)n +
2c(βp2)

n
H

1− p n
H


�3

����� ��	�� �����

P

{
sup

s≤t;s,t∈B
(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) > x

}
≤ Z(p, x),

P

{
inf

s≤t;s,t∈B
(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) < −x

}
≤ Z(p, x),

P

{
sup

s≤t;s,t∈B
|X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))| > x

}
≤ 2Z(p, x),



��� �� �� ��	
	��

��

Z(p, x) =
(b − a)2

2
(βpe)

2
H

×

⎛
⎜⎝
N
�
(βp)

1
H

�
−1∑

l=0

(
b− a

2(βp)
1
H

+ 1− l
)

× exp

⎧⎪⎨
⎪⎩−

(
x− c(2l)n(βp) n

H − 2c(βp2)
n
H

1−p n
H

)2

2(2l)2H(βp)2 + 8pβ2

1−p

⎫⎪⎬
⎪⎭
⎞
⎟⎠

1−p

.

���������� ���������

r(u) = uα, 0 < α < H/2.

	��
 p ≤ ( 2
3

)H
� ��

b− a
2u

1
H

>
3
2
,

������


u ≤
(

2
3

)H (
b− a

2

)H
≤ pβ.

����

r(−1)

(
1
βp

∫ βp2

0

r
(
�

(
σ(−1)(u)

))
du

)

≤
(

1
βp

∫ βp2

0

((
b− a
2u

1
H

+ 1
)2

+
b− a
2u

1
H

+ 1

)α/
2α du

) 1
α

≤ 1
2

(
1
βp

∫ βp2

0

(
b− a
2u

1
H

+
3
2

)2α

du

) 1
α

<
1
2

(
1
βp

∫ βp

0

(
b− a
u

1
H

)2α

du

) 1
α

=
(b− a)2

2
(βp)

2
H

(
1− 2α

H

)− 1
α

→ (b − a)2
2

(βpe)
2
H , α→ 0.

����

�����

∞∑
k=1

δ
(
σ(−1)(βpk)

)
=

∞∑
k=1

c(βpk)
n
H =

cβ
n
H p

n
H

1− p n
H
. ����
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����� �����	 
���������� ���� �� ��������� �������� ���������� �� ������
�� �� 	 ������!�� ��������" �������  �#�

inf
λ>0

exp

{
pϕ

(
2λβ
1− p

)
+ λ

(
2
∞∑
k=1

δ
(
σ(−1)(βpk)

)
− x
)}

W2(λ, p)

= inf
λ>0

exp
{

2pλ2β2

(1− p)2 + λ

(
2cβ

n
H p

n
H

1− p n
H
− x
)}

×

⎛
⎜⎝
N((βp)1/H)−1∑

l=0

(
N
(
(βp)1/H

)
− l
)

× exp
{
λ2(2l)2H(βp)2

2(1− p)2 +
λ(2l)nc(βp)

n
H

1− p
}⎞⎟⎠

1−p

≤

⎛
⎜⎝
N((βp)1/H)−1∑

l=0

(
b− a

2(βp)1/H
+ 1− l

)

× inf
λ>0

exp

{
λ2

(
2pβ2

(1− p)3 +
(2l)2H(βp)2

2(1− p)2
)

− λ
(
x− 2cβ

n
H p

n
H

1−p n
H

1− p − (2l)nc(βp)
n
H

1− p

)}⎞⎟⎠
1−p

≤

⎛
⎜⎝
N((βp)1/H)−1∑

l=0

(
b− a

2(βp)
1
H

+ 1− l
)

× exp

⎧⎪⎨
⎪⎩−

(
x− c(2l)n(βp) n

H − 2c(βp2)
n
H

1−p n
H

)2

2(2l)2H(βp)2 + 8pβ2

1−p

⎫⎪⎬
⎪⎭
⎞
⎟⎠

1−p

.
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sup
s≤t;s,t∈B

(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) , inf
s≤t;s,t∈B

(X(t)−X(s)− (f(t)− f(s))) ,
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