
Teor�� �imov�r. ta matem. statist. ����� ����	
�� �� ����� ��������
Vip. 85, 2011, stor. 50–55 ��� ��� ����� ��� �����

��� �����	��
 �	 ������� �����
���� �		� ����

�
 ��������� ����
�� �� �	�	������

����	�������� ���	��

��� ������

�� �� � ! �"#

��������	 �$%&'&($ 
)(*%+((, -+ .'/(
)-0 1$2%3,24* 2+'+5
 �$6
 '7, 8%/70$%/8 1
%(,(0� 9$

:
)-,-0 '$'+($4� 2+'+(/; 
(-&<1+7$: 2+ )-$8+)-/5($= :
1$=� �7, '$%&'&((, .'/($)-
 %/4$1/)-$>

%*=-0), %7+)-/%$)-
 *2+<+70(&(/8 ?*(4@
; 2
 2(+5&((,:/ * A1$)-$1
 B1&6&�

�������
�	 �$4+2+($ )*9&)-%$%+(/& / &'/()-%&(($)-0 1&6&(/, 2+'+5/ �$6/ '7, %$7($%C8

*1+%(&(/;� )$'&1D+9/8 )7+<+&:$&� 4$-$1$& 2+'+&-), /(-&<1+7$: A$ )-$8+)-/5&)4$; :&1&� �7,

'$4+2+-&70)-%+ &'/()-%&(($)-/ /)A$702*=-), )%$;)-%+ $E$E9&((C8 ?*(4@/; )$ 2(+5&(/,:/ %

A1$)-1+()-%& B1&6&�

Abstract. Existence and uniqueness of the solution to the Cauchy problem for wave equations con-
taining the term given by the integral with recpect to a stochastic measure are proved. For the proof
of uniqueness we used properties of generalized functions with values in the Fréchet space.
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!�������	�	 ��� �������	� � ����� ��#��� 	�����	� ��	 	���
� ���� �����
!����� �� �������	
��� ������ �� ��� �	 ������� �� �	+� ���� σ���	�	����� ��
�����������

, ��#��� %-& ������������� ���#�� ���.���	 ����
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�	�	 �����	� 0�� 	����� d ��������	� �����	� ���.���� ����!�
������� 	���
� ���� �� ������ Vt� t > 0� ���	�� 1� ��	 2��������� t > 0 2������
Vt  ���!�������� 	������� 2����� �� 	���
���� �� �������� D(Rd) �����	�
2������ � C∞(Rd) � ��������	� ���� �� � � ������ ����� ��������� �������
�� ������� �� ��
����� ����� , ����� ������ ���.���� �	����!� ������� ���
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��� ��
�������� 	�
����� L0 ������ ���� �	���
�� ����
�� �� (Ω, F, P )� ��� �
�������� �� � �
������ �
 P ������������
���� ���!���� � L0

� "� ���!���� �� ��
���������
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� �	���
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� )���"�*� #����)�' �����*� �� ���
����� ��	������� ���
���!���� ξ : D(Rd+1)→ L0�

����� ���� ����)� 	
���������
 D′r(R
d+1)�

����� B = B(Rd+1) � σ�������� �
��� 
�� ��
!� 	�
��
�� R
d+1�

��������� �	� #$%&'	 +�
������
� ���
� �����*� �� σ������� ���
���!����
μ : B→ L0�

( �
�
�� $,& ������*� �� �� �
����!�*� �� �������� ���
∫

A
fdμ� � ��
�� A ∈ B�

f � ������ ������ )���"��� -
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 	�������� $%&� � ���
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�����
��� ���� μ ������* ����)� μ̇ �� 	����
�

(μ̇, ϕ) =
∫

Rd+1
ϕ(x, t)dμ(x, t), ϕ ∈ D(Rd+1).
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∂2V

∂t2
= a2�xV + μ̇, t > 0,

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=0+

= ς̇ , V
∣∣
t=0+

= ν̇, #3�/'
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�
7 )���"�7 V ∈ D′r(R
d+1)� 8�� a ∈ R� a > 0� μ � ��
�������

���� �� B(Rd+1)� ����� ���� �� ���� ������ 	����
!��� ��
!� K := {(x, t) ∈
R

d+1 : t < 0}� ς, ν � ��
������� ��� �� B(Rd)�
9��
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�� 
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��������� �	
	 (���)� V ∈ D′r(R
d+1) �����
 ������ �
��:���
� ������ 5
6�

#3�/'� ��2
 V = 0 	� t < 0 � ��� �
!�
7 ϕ ∈ D(Rd+1)(
V,

∂2ϕ(x, t)
∂t2

)
= a2(V,�xϕ(x, t)) +

∫
Rd+1

ϕ(x, t)dμ(x, t) −
∫

Rd

∂ϕ(x, 0)
∂t

dς(x)

+
∫

Rd

ϕ(x, 0)dν(x).
#3��'
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 ��� �
!�
7 ϕ ∈
D(Rd+1)� ���
7� 2
 suppϕ ⊂ K� ��
��*� �� ������� (V, ϕ) = 0�
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� ������ 5
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 	� ϕ ∈ D(R2)

r1(x, t, ϕ) :=
1
2a

∫ ∞

t

ds

∫ x+a(s−t)

x−a(s−t)

ϕ(y, s)dy;

r3(x, ϕ) := r1(x, 0, ϕ); r2(x, ϕ) := r3(x,
∂ϕ

∂s
).
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������� ��	� ��� d = 1 �������	�
 ����� ���� ����� � ������

(V, ϕ) =
∫

R×[0;∞)

r1(x, t, ϕ)dμ(x, t)−
∫

R

r2(x, ϕ)dς(x)+
∫

R

r3(x, ϕ)dν(x), ϕ ∈ D(R2).

���������� ���	
����� ϕ ∈ D(R2) �� (x, t) ∈ R× [0;∞) 	 �������� �� ����	�
��
 �	�	�����	 ϕ ���������� ��
� L > 0� �� ���	� ϕ �	�������  (−L;L)2� �	�������

r1(x, t, ϕ) =
1
2

∫ L

0

dτ

∫ 1

−1

ϕ(x+ aτξ, t+ τ)dξ.

 ��� !�� �	
������� ϕ ���
"	� r1 ��!������ 	 �#��$��� !� ��
�!����	 ��	����
x� t �� ���$��	 R× [0;∞)� � ��$�� ��� 	���%���� !� ��������&�	� �	�	 μ�
����$���� �� !�� �	
����	� (x, t) ∈ R× [0;∞)

ϕ(x, t) = (δ(y − x, s− t), ϕ(y, s)) =
(
E1(y − x, s− t),

∂2ϕ(y, s)
∂s2

− a2 ∂2ϕ(y, s)
∂y2

)

=
1
2a

∫ ∞

t

ds

∫ x+a(s−t)

x−a(s−t)

(
∂2ϕ(y, s)

∂s2
− a2 ∂2ϕ(y, s)

∂y2

)
dy,

�����

�� δ �� E1 !����&�'�� 	�!�	��� δ����
"	' (	��
� �� ��������������� ���)���

������%� �!������� !�� d = 1 ���� *+,�� �	���∫

R×[0;∞)

ϕ(x, t)dμ(x, t) =
∫

R×[0;∞)

r1

(
x, t,

∂2ϕ

∂s2

)
dμ(x, t)

− a2

∫
R×[0;∞)

r1

(
x, t,

∂2ϕ

∂y2

)
dμ(x, t),

� ��$�� �����
∫

R×[0;∞) r1(x, t, ϕ)dμ(x, t)� ϕ ∈ D(R2)� - ���)��
�� ����&	 .��	

∂2V

∂t2
= a2�xV + μ̇, t > 0,

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=0+

= V
∣∣
t=0+

= 0. ���/�

0
���������� �	������� ����� !�� t = 0 �� 
�'&����� ∂ϕ
∂t ∈ D(R2) �����%	&��

�� ���/� ��$�� !���
�������� �� �� � ��
∫

R
r3(x, ϕ)dν� ϕ ∈ D(R2)� ��

∫
R

r2(x, ϕ)dς �

ϕ ∈ D(R2)� - 	�!�	��� ���)��
��� ����& .��	

∂2V

∂t2
= a2�xV, t > 0,

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=0+

= 0, V
∣∣
t=0+

= ν̇, ���1�

∂2V

∂t2
= a2�xV, t > 0,

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=0+

= ς̇ , V
∣∣
t=0+

= 0. ���+�

���������� ����$���� �� ���� ���)��
	 ����& ���/� ��1� ��+� - ���)��
�� ����&	
.��	 ����� !�� d = 1� �

2
�� d = 2� �� ��� !�#���� ���)��
� ����&	 .��	 ����� �
�������-���� ����
���� 3������� *+� 4���/,� 5�
������-�� !����&���� � *+,� 6���� U(x, r) := {x ∈
R

2 | |x| ≤ r}� 3�
������ !�� ϕ ∈ D(R3)

v1(x, t, ϕ) :=
1
2πa

∫ ∞

t

ds

∫
U(x,a(s−t))

ϕ(y, s)dy√
a2(s− t)2 − |y − x|2 ;

v3(x, ϕ) := v1(x, 0, ϕ); v2(x, ϕ) := v3(x,
∂ϕ

∂s
).
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������� ��	� ��� d = 2 �������	�
 ����� ���� ����� � ������

(V, ϕ) =
∫

R2×[0;∞)

v1(x, t, ϕ)dμ(x, t) −
∫

R2
v2(x, ϕ)dς(x)

+
∫

R2
v3(x, ϕ)dν(x), ϕ ∈ D(R3).

��� �����	
 d = 3 ������	 ����� ���� ����� �
�
����� � ���������  ���
��
���!�� � "#$ %���&' (���
�(�� ��(��� )*!�+ S(x, r) := {x ∈ R

3 : |x| = r}� ,�	���*��
��� ϕ ∈ D(R4)

w1(x, t, ϕ) :=
1

4πa2

∫ ∞

t

dτ(
1

τ − t

∫
S(x,a(τ−t))

ϕ(y, τ)dSy);

w3(x, ϕ) := w1(x, 0, ϕ); w2(x, ϕ) := w3(x,
∂ϕ

∂τ
).

������� ���� ��� d = 3 �������	�
 ����� ���� ����� � ������

(V, ϕ) =
∫

R3×[0;∞)

w1(x, t, ϕ)dμ(x, t) −
∫

R3
w2(x, ϕ)dς(x)

+
∫

R3
w3(x, ϕ)dν(x), ϕ ∈ D(R4).

���*�*((� �*��*� ��-$ ��� ����������� ��� .* �*�����$ /� + �*��*�� ���$ � �
�
(* (����������

&� ����������	 
���	� � �������	 �����

0 1���
 �
(	�� ��(�������� �� ������.
����� 
�����(*(�  
(	1�2 � (��*(3
(��� 
 �������� 4�*�*� 5� ��������� 2! ����������*+ 
 ���������
 ����������
���(���� �����	
 ����� ���� ������
6�	�������
��� �*���(������ �� �(��*((� � "�7$ �
(	� 8�9'$ ��(�+(�+ �������

X � 	���(����� ‖ · ‖$ ���(�+ ���(��(� �*���	� ρ(x, y) = ‖x − y‖$ x, y ∈ X �
�*��
(������ ��������� 4�*�*� 5�	�*�� ��������� 4�*�* � ��(��*(�+ ��(��* �������
L0  	���(�����$ ��.(���� � �	�� *	�����*(�(� ��.(���� � +�����(���� ":$ %7�-'�
)*!�+ X ; ������� 4�*�*  	���(����� ‖ · ‖ � (
������ *�*�*(��� 0̄�


������� ���� X3
�����(*(��  
(	1��� (��������� ��(�+(* (*�*�*��(* ���3
����.*((� F : D(Rd)→ X �

0 ���������
 �*�* D′X(R
d)$ D′(Rd)$ 〈F, ϕ〉$ (f, ϕ) ��(������*�� ��������(� ���3

���� 
��! X3
�����(*(�!  
(	1�+$ ���(����(�+ ������� 
�����(*(�!  
(	1�+ "#$
%<��'$ �� ��2  
(	1�+ F ∈ D′X(R

d) �� f ∈ D′(Rd) (� ��(��(
  
(	1�� ϕ ∈ D(Rd)�
��� F ∈ D′X(R

d) (���+ supp�$ ���(���� F = 0̄ (� ���	����+ �(�.�(�  R
d$ ��(�+(


���(
$ �(�.*((� (�  
(	1�� α ∈ C∞(Rd) �� ��!��(
 �
�*�� ��(����� �(������(�
�� ��������(�! ��(��� � D′(Rd) �����$ (����	���$ "#'�� 5����	� F ∗ g ���  
(	1�+
F ∈ D′X(R

d) �� g ∈ D′(Rd) ��(�������� � ��������

〈F ∗ g, ϕ〉 := lim
k→∞

〈F (x), (g(y), ηk(x, y)ϕ(x + y)〉, ϕ ∈ D(Rd).

=
� {ηk} ; ������(� ��������(����  
(	1�+ � D(R2d)$ �	� ��������� �� � � R
2d 


�*(�� "#$ %>�&'� ?	 � ��� ����+(�! 
�����(*(�!  
(	1�+$ �
�*�� ���.���$ /� F ∗ g
��(
�$ �	/� �	��(� ���(�1� ��� 	�.(�2 ϕ ∈ D(Rd) ��(
� � (* ��*.��� ��� �����

��������(���� {ηk}� =�+  �	�$ /� ��� 1���
 F ∗ g ∈ D′X(R

d)$ �*�*��������� ��� .*
�*�����$ /� + ��� ����	� ����+(�! 
�����(*(�!  
(	1�+�
��� ���*�*((� (��*�*(�! (�.�* �*��*� ��	�������
����� ��	� ����������� ���3

�	��
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�� ���������	
 ��� ������	 ������� F1 ∗ g� F2 ∗ g� F ∗ g1� F ∗ g2� �� ��� �����	���
����� λ� γ ������	 �������

(λF1 + γF2) ∗ g = λ(F1 ∗ g) + γ(F2 ∗ g);

F ∗ (λg1 + γg2) = λ(F ∗ g1) + γ(F ∗ g2).

�� ������� ��������	
 ��� ����! ������" F ∗ g� �� ��� ��#���� β = (β1, . . . , βd)�
βj ∈ N ∪ {0} ������	 ������� D

βF ∗ g �" F ∗ D
βg� $����%�

D
β(F ∗ g) = D

βF ∗ g = F ∗ D
βg.

&�������" ���������� ������� �����"�	�"
 ������� ��������	 �����	 ������� ���
��#��' $��(�' $������' Dj � 1 ≤ j ≤ d


)"�����!%� j� �"��� � 1 ≤ j ≤ d� ϕ ∈ D(Rd) �" �*�#�� �� � � R
2d $�����������	

{ηk} ⊂ R
2d
 +��� $�����������	 {ηk + ∂ηk

∂xk
} ��# �*��"!�	�� �� � � R

2d� "� ��#�� �

��"���"���% ��������' � ,-� ./
�0 ��%� $�� $������ �������' ���� �' �$� �"�	����
����� ����"��%�1

〈Dj(F ∗ g), ϕ〉 = − lim
k→∞

〈F (x), (g(y), ηk(x, y)
∂ϕ(x + y)

∂xj
)〉

= − lim
k→∞

〈F (x), (g(y), ∂

∂xj
(ηk(x, y)ϕ(x + y))〉

+ lim
k→∞

〈F (x), (g(y), (ηk(x, y) +
∂ηk(x, y)

∂xj
)ϕ(x + y))〉

− lim
k→∞

〈F (x), (g(y), ηk(x, y)ϕ(x + y))〉
= − lim

k→∞
〈F (x), Dj(g(y), ηk(x, y)ϕ(x + y))〉

= 〈DjF (x), (g(y), ηk(x, y)ϕ(x + y))〉.
+�%� ������" DjF ∗ g ����! � �$�"��#�!�	�� �������	 DjF ∗ g = Dj(F ∗ g)
 +"��#
�"��"#�%�� � ∂ϕ(x+y)

∂xj
= ∂ϕ(x+y)

∂yj
� ������

〈Dj(F ∗ g), ϕ〉 = − lim
k→∞

〈F (x), (g(y), ηk(x, y)
∂ϕ(x + y)

∂yj
)〉

= − lim
k→∞

〈F (x), (g(y), ∂

∂yj
(ηk(x, y)ϕ(x + y))〉

+ lim
k→∞

〈F (x), (g(y), (ηk(x, y) +
∂ηk(x, y)

∂yj
)ϕ(x + y))〉

− lim
k→∞

〈F (x), (g(y), ηk(x, y)ϕ(x + y))〉
= − lim

k→∞
〈F (x), (Djg(y), ηk(x, y)ϕ(x + y))〉,

" ��#�� ����! ������" F ∗ Djg � ������!�	�� �������	 F ∗ Djg = Dj(F ∗ g)
 +"��%
����%� ������� ��������	 ������� ��������


2��"� L(D) =
∑m
|α|=0 aαD

α 3 ������� �"�	��� �$��"��� � $�������%� ����� �!�4

�"%�� E 3 ����"%���"�	��� ����5���� �$��"���" L(D) 6���
� �"$����"�� ,-� .��
�0�
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������� ��	� ����� ��� 	
���� F ∈ D′X(R
d) ���
� ������� F ∗ E� ���� ��������

L(D)U = F ��� ��������� � D′X(R
d)� ��� ��������� �����
����� 
 ������� U = F ∗E

� � ������ 
 ����� ���� 	
���� �� D′X(R
d) ��� ���� ���
� ������� � E�

��������� �����%� 8
� $�������	�� ��% #� �$���*�%� � � ��� ����"���� ��"4
�"�	����� ���� �� ,-� .��
90� ��� ��"���"��� � F ∗δ = F ��� ��#��' F ∈ D′X(R

d)




�������� ���	
		
 �� �������	��� ������ ��

������� ��	� ����� ���	
�� F ∈ D′X(R
d+1) � h ∈ D′(Rd+1) ������������ �	�

������
�� F = 0̄ ��� t < 0�
�� supp� �� �� � � ���!���

Γ̄+(d) = {(x, t) ∈ R
d+1 | at− |x| ≥ 0}.

"��� � ��# �$��	� F ∗ h% ���&��� F ∗ h = 0̄ ��� t < 0'

��� ��������� 	��
��� �� ����
��	����	��� 	� � ��
�������� �� � � �������
��������� ������������  ���!�� "#� $%���&�

'� �������� 	
������ ������ �
�� ��� �����
�
�
 	�������

(�
�����)	��� ���	���� 	��
����

������� 
��� (�� d = 1, 2, 3 ����&� )�*� +,'�� ��# #����� ����-���	'

.��������' *�������� X = L0� +���� ������ � ���������� ,�%� ���� � V ) 
���-�����
������ .�/� 0,�%1 	��� � 	����� 	���� ���� V ) 
���-����� �D′X(R

d+1) 
������� �aV =
G� � 	���� V = 0 �
� t < 0� +�	 �a := ∂2

∂t2 −a2�x 2 ��������� ���
�	�
� G 2 ������
X3�����������  ���!��� ��� �������)	��� �� �
������

(G, ϕ) =
∫

Rd+1
ϕ(x, t)dμ(x, t) −

∫
Rd

∂ϕ(x, 0)
∂t

dς(x) +
∫

Rd

ϕ(x, 0)dν(x).

4������� �	����	���� ��
� μ 
���� ���� �� ���� ����
��� ����������� �������
K� 	� G = 0 �
� t < 0� +���� �
� d = 1, 2, 3 �����  �������	������� 
���-����
Ed ���������� ���
�	�
� �a ���	�	��� � ������� Γ̄+(d)� � �	��� ���
	�� G ∗ Ed

����) ��������� 	��
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���/� 
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