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Abstract. The notion of strong Markov approximation is introduced. It is proved that the sequence
of step processes, associated to a triangular array of i.i.d. random variables, provides strong Markov
approximation for a Lévy process under the assumptions of Gnedenko’s theorem. The same result is
obtained for a sequence of difference approximations of a solution to a Lévy driven SDE.
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∫
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∫
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��)���� ! ������ ������� ��������

E

[
X1

n

(
k

n

)
−X2

n

(
k

n

)]
= E

⎡
⎣ k∑

j=1

(
(ξ1

jn − ξ2
jn)− (

β1
n − β2

n

))⎤⎦ = 0.

/��� ���� X1
n(1)−X2

n(1) =
∑n

k=1[X
1
n(k/n)−X2

n(k/n)]� .�!������� �����) �������

E
∣∣X1

n(1)−X2
n(1)

∣∣2 = nD ξkn1|ξkn|<ε =
∫
|u|<ε

x2 Πn(dx)− n

(∫ ε

−ε

xFn(dx)
)2

=
∫ ε

−ε

x2 Π(dx) + Δn(ε).



������ ���	
���	� ���
	������ ��
���� ���� ���

�����������	 
���
��� ����������� ���� ����� �� �� ��� � ��!�� ��"���
� 
���#

���� �

$����"
��� %��&��

X̃2(t) =
∫ t

0

∫
ε≤|u|≤R

u ν(du, ds), t ∈ [0; 1]

'��� ��� (�� Π2 ! �)
*�
�+ �� %�,�����+ �") ���-�

" ��	 Π 
� �
�-	
�

Aε,R
���= {x, ε ≤ |x| ≤ R}�� .�-� %��&�� X̃2 ! �)����
	� %�����
��	� %��&���� �


��
�	�
��+ ���	,)�
λ = Π(Aε,R)

 ���%����� ���	,)�

Ξε,R(A) =
Π2(A ∩Aε,R)

Π2(Aε,R)
, A ∈ B(R).

/�� %�	��� %��&��� X̃2 
� ����)� ���-	
	 1
n ��-
� %����	 � �	�0

ζ2
1 = X2

(
1
n

)
= 1β=1θ + 1β=2κn,

�� θ ��! ���%��� Ξε,R � β ��! ���%���

P(β = 0) = exp
(
−λ

n

)
, P(β = 1) =

λ

n
exp

(
−λ

n

)
, P(β = 2) = ō

(
1
n

)
.

1	%��)��� ���	*	
� κn ��! ���%��� �)����
��� %��&��� 2�����
� X2 �� ����	 3�

� ����)� ���-	
	 1

n ������� ��� �,� ,���� ���	,)��

���������� 4	 5�! ��&� 
����%
� �&
)�0

E |κn|2 ≤
∑
k≥2

1
k! (kR)2 · exp

{
−λε,R

n

}
·
(

λε,R

n

)k

1− exp
{
−λε,R

n

}
− λε,R

n · exp
{
−λε,R

n

} → C, n →∞,

�� C 6 &� ��")� ������

� 
���� ,�)� %�	����	 %��&��� X̃2
n =

∑[nt]
k=1 ξ2

kn 
� ����)� ���-	
	 1
n ��-
�

%����	 � �	�

ζ2
1n = X2

n

(
1
n

)
= 1α=1θn,

�� θn ��! ���%���

Ξε,R,n(A) =
F 2

n(A ∩Aε,R)
F 2

n(Aε,R)
, A ∈ B(R),

� α ��! ���%���

P(α = 0) = 1− F 2
n(Aε,R), P(α = 1) = F 2

n(Aε,R).

.�)��)	 ε �� R � %�,���� �,	���	�� ��*)��	 
�%�����
��� ��	 Π �� � (H) �	#
%�	��! 3�

Ξε,R,n ⇒ Ξε,R, n →∞.

/�� �� %�	
&	%�� ��
��� 7����
�
��� %������� ��8� �
�! (Ω1,F , P)  ���	*	
	
(θ̂n, θ̂) 
� 
���� ��) 3�0

|θ̂n − θ̂| P→ 0, n →∞,

%�	*��� θ̂n ��! ���%��� Ξε,R,n � θ̂ ��! ���%��� Ξε,R�



��� �� �� ���	
����

���������� �	 ���������	 
� |θ̂n| ≤ R	 |θ̂| ≤ R	 �� ��������	 ���� �� ��������� ��
����������� ������

E |θ̂ − θ̂n|p → 0, n→∞, ∀ p ≥ 1.

����� ��������� �� ������ ������������� ������� ��� (α̂; β̂) ���	 
��

p0,0 = P(α̂ = 0, β̂ = 0) = 1− λ

n
+ ō

(
1
n

)
, n →∞,

p1,1 = P(α̂ = 1, β̂ = 1) =
λ

n
+ ō

(
1
n

)
, n →∞,

pi,j = ō

(
1
n

)
, n →∞, i �= j.

���� ���������� �� ������ ������������� ������� ����� (θ̂, θ̂n, α̂, β̂, κ̂n)	 �� κ̂n ���� 

����� ��� �� (α̂; β̂)	 (θ̂, θ̂n) � ����!��� �� ��� �������� ����!��� ζ̂2
1 	 ζ̂2

1n �������!��
ζ2
1 	 ζ2

1n" #� ��������

ζ̂2
1 =d ζ2

1 , ζ̂2
1n =d ζ2

1n.

$��������

η̂2
1 = ζ̂2

1 −
1
n

∫
ε≤|u|≤1

u Π(du),

η̂2
1n = ζ̂2

1n − β2
n.

���������� 	
 
�� ��� ������� (η̂2
1 , η̂2

1n) �����������

E
∣∣η̂2

1 − η̂2
1n

∣∣2 = ō

(
1
n

)
, n →∞.


��������	 %�� ��������� ����������

E
∣∣η̂2

1 − η̂2
1n

∣∣2 ≤ 2 E
∣∣∣1β̂=1θ̂ + 1β̂=2κ̂n − 1α̂=1θ̂n

∣∣∣2 + 2 E

∣∣∣∣∣ 1n
∫

ε≤|u|≤1

u Π(du)− β2
n

∣∣∣∣∣
2

= 2
(
E
∣∣θ̂n

∣∣2p0,1 + E |κ̂n|2 p0,2 + E
∣∣θ̂∣∣2p1,0 + E

∣∣θ̂ − θ̂n

∣∣2p1,1 + E
∣∣θ̂n − κ̂n

∣∣2p1,2

)

+ 2 E

∣∣∣∣∣ 1n
∫

ε≤|u|≤1

u Π(du)− β2
n

∣∣∣∣∣
2

.

#��������	 
� �������� ������� � ō(1/n)" &���� � ����!�� E |θ̂n|	 E |θ̂|2 ��������
������ R2	 � ����!��� E |κ̂n|2 �������� ��������� �� ���������� '" ���(����)�
����� #���������� � ����� ������

p1,1 =
1
n

Π2(Aε,R) + ō

(
1
n

)
,

�������� ��������" �

���������� �
 �� ������ ������������ ������ (Ω∗,F∗, P ∗) ������� ��������

�� ��������

η1n, η1
1n, η2

1n η2
1 , η1

1 , η1,

�� ����� X(t)� t ∈ [0; 1/n] ����� ��

*+, (η1n, η1
1n, η1

1n) � �������� �� (ξ1n, ξ1
1n, ξ2

1n)�
*-, (η1, η

1
1 , η2

1) � �������� �� X(1/n), X1(1/n), X2(1/n))�
*', (η2

1n, η2
1) � �������� �� (η̂2

1n, η̂2
1)�

*�, ����� X(t) �������� � ���������  ��!����� ������� "���� � X(1/n) = η1	



������ ���	
���	� ���
	������ ��
���� ���� ���

���������� ��������� �	
������ �� �����	�
� ��������� ��
��� ��	�
����� ����
����� �� ����

���� �� ����� μ� ν ��	
���� �� X × Y� Y × Z ���
������� �� X� Y� Z � 
����

��
�������� 
�������� �������

∀A ∈ B(Y) : μ(X, A) = ν(A, Z).

���� �� ������� ������������� 
������� ����� 
��������� ξ� η� ζ� ���� ��� �
�� 

��� ��	
��� ξ �� η ������!��� μ� � �
����� ��	
��� η �� ζ ������!��� ν�

��������� X = Y = Z = R	 
�������� �� X × Y � Y × Z ���� (η̂2
1n, η̂2

1) �
(X2(1/n), X1(1/n)) ����������	 
�������� ��� ��� ������ ����	 �����	 �����������
�� ����  ! ������"�� �� ������ #������������ �������� η2

1n! η2
1 ! η1

1 � ���������
������������	 $��� �����%���

X = R
2, Y = R, Z = R.

������������ ����  �� (η2
1n, η2

1 , η
1
1) �� (X1(1/n), X2(1/n)) ������"�� �� ������

#������������ �������� η2
1n! η2

1 ! η1
1 ! η1	 ������&&%� ����'�� ��������� ��������

�������	 �

����#���� �� �������� �������( �������	 )������ ��'����� ������( ������
�������� ��������������� ��������	 *� ��"�� �� ������ #������������ �������
�� Ω∗ ��������� ����%��� η1n! η1

1n! η2
1n! η2

1 ! η1
1 ! η1! �� ������ X(t)! t ∈ [0; 1/n]! �

��+� �� ��'������� �� ������ #������������ �������� �������� �������� ��������	
�����%��� Ω := (Ω∗)n! ω = (ω1n, ω2n, . . . , ωnn)	 ,� �-��� ����%��� ������������-
{η̂kn(ω), 1 ≤ k ≤ n} ����� %����

η̂kn(ω) = η1n(ωkn).

�� ��'�����&.

η̂kn
d= ξkn.

$� ����%�� η̂kn �����%��� ����� βkn! bn! Bn � ������� ����	 )���%��� ������

X̂n(t) :=
∑[nt]

k=1 η̂kn − tbn! t ∈ [0; 1]	 �� ��'�����&.

X̂n(t) d= Xn(t).

)���%��� ������

X̂n(t, ω) = X

(
1
n

, ω1n

)
+ X

(
1
n

, ω2n

)
+ . . .

+ X

(
1
n

, ω([nt])n

)
+ X

(
t− [nt]

n
, ω([nt]+1)n

)
, t ∈ [0; 1].

$� X̂n ������"�-�

X̂n(t) d= X(t),
�� X(t)! t ∈ [0; 1] / ��%������# ������ ����	 0���� %���� ������������- ���������

������� �������� {Ŷn := (X̂n, X̂n)} �������-�" ����� ������� ������ ����%���
�������-��( �����������(	 *������-�� ����������- ��'�������� �������� �������
�-� �� ����������& �����& ����	 123! 4256�	

7������%�� �� X̂n(t)! t ∈ [0; 1]! ��'���"�� �� �������� Ω ������� X̂1
n(t)! X̂2

n(t)! t ∈
[0; 1]	 ������� X̂1,n(t)! X̂2,n(t)! t ∈ [0; 1] �����-� ���! � X1 �� X2 �� ������� X 	

���� �� "� �������#� γ > 0

lim sup
n→∞

P

(
sup

1≤k≤n

∣∣∣∣X̂2
n

(
k

n

)
− X̂2,n

(
k

n

)∣∣∣∣ > γ

)
= 0.



��� �� �� ���	
����

���������� ��������	�∣∣∣∣X̂2
n

(
k

n

)
− X̂2,n

(
k

n

)∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣X̄2

n

(
k

n

)
− X̄2,n

(
k

n

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣k
∫

1<|u|<R

xFn(dx) − k

n

∫
1<|u|<R

xΠ(dx)

∣∣∣∣∣ ,

�

X̄2
n

(
k

n

)
− X̄2,n

(
k

n

)
= X̂2

n − k

∫
1<|u|<R

u Fn(du)−
(

X̂2,n − k

n

∫
1<|u|<R

u Π(du)

)
,

1 ≤ k ≤ n.

�� ���	� �����
������� {X̄2
n(k/n) − X̄2,n(k/n), 1 ≤ k ≤ n} � 	��������	 ��
���

��� ���������� {F̂n
k/n = σ((X̂2

n(s), X̂2,n(s)), s ≤ k/n)}� � ��
�������� 	���	������
���������� 
�� 	���������� � ��	�

∀γ > 0: P

(
sup

1≤k≤qn

∣∣∣∣X̄2
n

(
k

n

)
− X̄2,n

(
k

n

)∣∣∣∣ > γ

)
<

E |X̄2
n(1)− X̄2,n(1)|2

γ2
.

 ��!���"# ����
$���� % � �	��� H 	��	�� &�'

E |X̄2
n(1)− X̄2,n(1)|2

≤ 2

⎛
⎝n E |η̂2

1 − η̂2
1n|2 +

∣∣∣∣∣k
∫

1<|u|<R

u Fn(du)− k

n

∫
1<|u|<R

u Π(du)

∣∣∣∣∣
2
⎞
⎠→ 0,

n →∞,

��$� 	��	� ��������� �

���������� 	
 �	� ���
	����� γ > 0 ���

lim sup
n→∞

P

(
sup

1≤k≤n

∣∣∣∣X̂n

(
k

n

)
− X̂n

(
k

n

)∣∣∣∣ > γ

)
< γ.

���������� (����$	�� &� � ����������� 	�� Π ������� &�

1− exp(−Π(|x| > R)) → 0, R →∞,∫ ε

−ε

x2 Π(dx) → 0, ε →∞.

)�� ��*�
����! �������� ������
��� 
���
��� �&� ������ +�$� ����������,
γ > 0� 
�������� �*���	� R > 1 � ε > 0 ���� &�* �� *�� ��#� ������������� 	�� Π
� ����������� ��������� �

+�$� 	 �������� ������ ����� ����#���� 	���������� �����	����� �� ���	��
����
$���� - �� . ����� ����#���� �����"���� � K(γ, T ) = 1� /��	 #��	 	

���� ����� 	��������� ������	���" ������� 0��� X(t) �������	 Xn(t)�

.� ��������� �	
������ ��� � ����� ����

��������	� 	��������� ������� &� ��
������ 1)� ����
�

Z(t) = Z0 +
∫ t

0

a(Z(s)) ds +
∫ t

0

b(Z(s−)) dX(s), 234



������ ���	
���	� ���
	������ ��
���� ���� ���

�� X(t) � ������ 	�
�� � ��������
�� 
��� Z0 � ������� � F0 � 
������ 
������
�

�������� �� �������
����� �������
 Zn� n ≥ 1� ������� 
 ������ k

n � 1 ≤ k ≤ n
�������
�� ���

����������

Zn

(
k

n

)
= Zn

(
k − 1

n

)
+ a

(
Zn

(
k − 1

n

))
· 1
n

+ b

(
Zn

(
k − 1

n

))
·Δkn, � !

�� Δkn = Xn(k/n) − Xn((k − 1)/n) = ξkn − βn� � 
�������" 
 "��� ����� ������
����#��� �����$

Zn (t) = Zn

(
k − 1

n

)
+ (nt− k + 1)

[
Zn

(
k

n

)
− Zn

(
k − 1

n

)]
, t ∈

[
k − 1

n
;
k

n

)
.

%���������& "��
�& ���"
���� � '������� ���
(���" ' ���
�� ���������� )*+� , -+.!$
��! ���/����� "��
� 	������

∃L > 0∀x, y ∈ R : |b(x)− b(y)| ≤ L|x− y|, |a(x) − a(y)| ≤ L|x− y|.
������� �	 �� ��������� 	
�� �
� ��� �� ��� ������������� Zn n ≥ 1 ��������
�����	 
��������	 �������
���� ������	 Z�

���������� 0��������� ��/"��
��" 
�� ���" �������
 (X̂n, X̂n)� 1�/"�"'�� ���2

��� Ẑn� �� �"��������� � ������# ��
����& � ! 
�� ������" X̂n ������� Xn 
����2


����� 1����� Ẑn ������ �� ��������& %30 �4!� ��� 
 ������ �"�" 
������� ���2

��� X̂n� 5� ��/"��
�&� ���� (Ẑn, Ẑn) ����
�����' "��
" * ��������� �����
����6
�����������6� 7����
���� 
�����
���� ����
���'���� �� ��& 8 �����&� � � ��� ��2
��������6 ���� �������
� 9����� 
�������� � ���"�"' " �������" �"���� ���������
�����
����6 �����������6� �����"'���� �� ��������& ������"���6� �������6 
 :� 1��2
���� Ẑ1

n� Ẑ1,n� Ẑ2
n� Ẑ2,n /"�"&���� �� 
����
����� �������� " ������"���6 ��� X̂n

�� X̂n� 9����� ������� ;����"/�����< ���� ���� �� 
 *� =�
����� ������ ��� ��"����
;����"/�����<�

���� 	 ��� ���������� γ > 0

P

(
sup

1≤k≤n

∣∣∣∣Ẑ1
n

(
k

n

)
− Ẑ2

n

(
k

n

)∣∣∣∣ > γ

)
<

σn(ε)C(n, ε, R)
γ2

,

�� C(n, ε, R) ���
	� �� ������ ������ ��� n → ∞ � ���� ������ �!
�"���
 ���
ε → 0 �

σn(ε) =
1
n

[∫ ε

−ε

u2 Π(du) + Δn(ε)
]

,

P

(
sup

1≤k≤n

∣∣∣∣Ẑ1,n

(
k

n

)
− Ẑ2,n

(
k

n

)∣∣∣∣ > γ

)
≤ σ(ε)

γ2
B1e

B(ε,R),

�� B1 # ����� $� �!
�"	� 
�
���� �������� � Bε,R # ����� ��� ���� ������
�!
�"���� ��� ε→ 0 � %��������
	 R

σ(ε) =
∫ ε

−ε

u2 Π(du).

���������� =�
����� ����" ��
������ �����6 ������� >
����� ����� �����������

ΔZ
k,n = Ẑ1

n

(
k

n

)
− Ẑ2

n

(
k

n

)
, Δa

k,n = a

(
Ẑ1

n

(
k

n

))
− a

(
Ẑ2

n

(
k

n

))
,

Δb
k,n = b

(
Ẑ1

n

(
k

n

))
− b

(
Ẑ2

n

(
k

n

))
, Δξ

k,n =
(
ξ̂1
kn − ξ̂2

kn

)− (
β1

n − β2
n

)
,

β̄n =
∫

1≤|u|≤R

u Fn(du), β̃i
n = E ξ̂i

kn = βi
n + β̄n, i = 1, 2.
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P

(
sup

1≤k≤n
|ΔZ

k,n| > γ

)
≤ 1

γ2
E

(
sup

1≤k≤n
|ΔZ

k,n|
)2

.
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1
γ2

E

(
sup

1≤k≤n

∣∣ΔZ
k,n

∣∣)2

≤ 3
γ2

⎛
⎝E

(
sup

1≤k≤n

k∑
i=1

∣∣Δa
i−1,n

∣∣ · 1
n

)2

+ E

(
sup

1≤k≤n

k∑
i=1

∣∣Δb
i−1,n

∣∣ · β̄n

)2

+ E

(
sup

1≤k≤n

∣∣∣∣∣
k∑

i=1

{
b

(
Ẑ1

n

(
k − 1

n

))
·
[
ξ̂1
kn − β̃1

n

]

− b

(
Ẑ2

n

(
k − 1

n

))
·
[
ξ̂2
kn − β̃2

n

]}∣∣∣∣∣
)2

⎞
⎠

=:
3
γ2

(S1 + S2 + S3).
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n � Ẑ2

n� ���
1 ≤ k ≤ n ������	 ��%

E

∣∣∣∣Ẑ1
n

(
k

n

)
− Ẑ2

n

(
k

n

)∣∣∣∣
2

≤ 3B2σn(ε)

(
1 + 1

nL2Cε,R + rn,ε,R

)k − 1
L2Cε,R + nrn,ε,R

,

��

Cε,R =
∫

ε≤|u|≤R

u2 Π(du), rn,ε,R =
L2

n2
− 2β2

nβ̄n = ō

(
1
n

)
.
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� ���� ����� �������� Ẑ1
n � Ẑ2

n �����%

E
∣∣ΔZ

k,n

∣∣2 ≤ 4

[
E
∣∣ΔZ

k−1,n

∣∣2 +
L2

n2
E
∣∣ΔZ

k−1,n

∣∣2 + L2(β̄n)E
∣∣ΔZ

k−1,n

∣∣2

+ E

∣∣∣∣b
(

Ẑ1
n

(
k − 1

n

))[
ξ̂1
kn − β̃1

n

]
− b

(
Ẑ2

n

(
k − 1

n

))[
ξ̂2
kn − β̃2

n

]∣∣∣∣
2
] &'(

)�!����� ��	����� ������� ����! M � ������ � ������� � � ��� ���!

b

(
Ẑ1

n

(
k − 1

n

))[
ξ̂2
kn − β̃2

n

]
��	����

M = E

∣∣∣∣b
(

Ẑ1
n

(
k − 1

n

))∣∣∣∣
2

|Δξ
k,n|2 + D ξ̂2

kn E
∣∣Δb

k−1,n

∣∣2
+ 2 E b

(
Ẑ1

n

(
k − 1

n

))
Δξ

k,n · ξ̂2
knΔb

k−1,n.
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FZ
k−1,n = σ

{(
Ẑ1

n

(
l

n

)
, Ẑ2

n

(
l

n

))
, 1 ≤ l ≤ k − 1

}
,
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2 EE

[
b

(
Ẑ1

n

(
k − 1

n

))
Δξ

k,n · ξ̂2
knΔb

k−1,n

∣∣∣ FZ
k−1,n

]
= 0.
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4
[
E
∣∣ΔZ

k−1,n

∣∣2 +
L2

n2
E
∣∣ΔZ

k−1,n

∣∣2 + L2(β̄n)2 E
∣∣ΔZ

k−1,n

∣∣2 +
B2σn(ε)

n

+ L2 D ξ̂2
kn E

∣∣Δb
k−1,n

∣∣2]

= 4
[(

1 + L2(β̄n)2 + L2 D ξ̂2
kn +

L2

n2

)
· E∣∣Δb

k−1,n

∣∣2 +
B2σn(ε)

n

]
,
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(β̄n)2 + D ξ̂2
kn = (β̄n)2 + E(ξ2

kn)2 − (βn)2 − (β̄n)2 − 2βnβ̄n =
1
n

Cε,R − 2βnβ̄n.

����

E
∣∣ΔZ

k,n

∣∣2 ≤ 3
[(

1 +
1
n

Cε,R + rn,ε,R

)
E
∣∣ΔZ

k−1,n

∣∣2 +
B2σn(ε)

n

]
.

��
���� ������� �
�������� ����� �����
�
�  � ������ ��������! �
�������� ��"
�������� �
�#� �
�������� $
��� %�&���������� �����'��� ���&������ �� $
��
(�������� �����) �����&���) *+,) ������ � -./�� ������� ���
�
��! �
�������� ����"
����� ���'� ����&�� �
0����'��� �� $
�� 1 �����
�����2 ��������2 �
��������

���� �� ��� ������	�
� γ > 0

lim sup
n→∞

P

(
sup

1≤k≤n

∣∣∣∣Ẑ2
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(
k

n
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