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Abstract. We study a problem of equivalent definitions of the Hausdorff-Besicovitch dimension via
a system Φ(Q∞) of cylinders of the Q∞-expansion. Sufficient conditions for the system Φ(Q∞) to be
faithful for the determination of the Hausdorff–Besicovitch dimension on the unit interval are found
and fine fractal properties of probability measures with independent (generally speaking non-identically
distributed) Q∞-digits are studied.
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i1i2...ik−1

��������� ��	
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��
��
 ΔQ∞
i1i2...ik

���� ��
	���� ������

ΔQ∞
i1i2...ik−1

=
∞⋃
ik=0

ΔQ∞
i1i2...ik

,

������ ���� ∣∣∣ΔQ∞
i1i2...ik

∣∣∣ = qi1 · qi2 · · · qik =
k∏
s=1

qis ���


��������� ��∣∣∣ΔQ∞
i1i2...ik−10

∣∣∣ :
∣∣∣ΔQ∞

i1i2...ik−11

∣∣∣ : · · · :
∣∣∣ΔQ∞

i1i2...ik−1m

∣∣∣ : · · · = q0 : q1 : · · · : qm : · · ·.
����� � ΔQ∞

i1i2...ik
���������� ��	
����� k��� ����� Q∞�����	��� 
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 {ik}# ik ∈ {0, 1, 2 . . .}# 
���� ���	
���
���
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���


ΔQ∞
i1

⊃ ΔQ∞
i1i2

⊃ · · · ⊃ ΔQ∞
i1i2...ik

⊃ · · ·,
$�

∣∣ΔQ∞
i1...ik

∣∣ → 0# k → ∞ %��� 
���� ����� ����� x ∈ [0, 1)# ��� ��	����� �
� ���

��	
����� ΔQ∞
i1

,ΔQ∞
i1i2

, . . . ,ΔQ∞
i1i2...ik

, . . .  
& ������# �	� �����" ����� x ∈ [0, 1) 
���� ����� ����
	��� ����� ����� � ����

���� [0, 1) ��	����� �
�� ������ ��	
���� n��� ������ ���	
���
��� �	������

��	
���
 ΔQ∞
i1(x) ⊃ ΔQ∞

i1(x)i2(x) ⊃ · · · ⊃ ΔQ∞
i1(x)i2(x)...ik(x) ⊃ . . . # ��
 �
����� x# �����

x =
∞⋂
k=1

ΔQ∞
i1(x)i2(x)...ik(x) =: ΔQ∞

i1(x)i2(x)...ik(x)....
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 ��	����
  �������/
�� 0�1# .23# �� 
 ��	� ���4� ���� ����
� Q∞��������	����
�����������# ����	��� 

!	� �����
# ���(���� � ����
�5 f �����	��
 �
(���� ����	 ��� 0�.# ..3�# 
�����
����# $� Q∞�����	�� �
(���� ����	 � �������� ������� ��� ����� f �����	��


 ������������ ��������5 ������ ������5��5 ���������5 /����
�5 f # ��� �����
���� �� [0,+∞) ������6 f(0) = 0 
 f ������� 	
�
(�� �� ������� 
��
��� [n, n+ 1]
� f(n+ 1)− f(n) = qn �	� �
� n ∈ {0, 1, 2, . . .} 

7������� �����# $� Q∞�����	�� ����� �������� �� ��������5 ������ 
�����
5��� /����
( �&89# �� 0�:# �23� ;����
# ����	����� ������� 
����5��� /����
(#
$� ������������ ��������5 ����	����5 �������5 ������5��� ���������� ���
�
�����
6

F0(x) = q0 · x, Fi(x) = qi · x+ (q0 + · · ·+ qi−1), ∀i ∈ N.
'������# $� ������� [0, 1) � 
���
�����5 
������ ����" &89# ���
	��� [0, 1) =⋃∞
i=0 Fi([0, 1)) +�� ����� �	� �$���������� ��	
���
 Q∞�����	��� ��� �
��� �
�

�
���6 ΔQ∞
i1i2...ik

= Fi1 ◦Fi2 ◦ · · · ◦Fik([0, 1)) %��� �	� ��
	����� x ∈ [0, 1) 
���� �����
���	
���
��� (i1(x), i2(x), . . . , ik(x), . . . ) ∈ {0, 1, 2, . . .}∞ ����# $�

x =
∞⋂
k=1

Fi1 ◦ Fi2 ◦ · · · ◦ Fik ([0, 1)) = ΔQ∞
i1(x)i2(x)...ik(x)....
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������� ���	
 i � ������
 A = {0, 1, 2, . . .} � ������������� �������� qi ������� �
������
 ������������ ���	���� ��� �������!� �����	� Q∞ �" ��#$� ��� �� �����
��	� %�&�!�� ��#��� ���� � ��������!� ���	���� ��' ����� 	������� ����� ��(��)

lim
n→∞

n

√∣∣ΔQ∞
i1(x)...in(x)

∣∣ = e−H ,

�� H = −∑∞
i=0 qi ln qi� * 	�&��� �+� �������� ������� ���������, -� ���."���� �

������ 	�������� �� �	�������� ��������
/�!���'�� ��+���, -� ����#���� Φ ������$�� � [0, 1) ������'���" ������ ������

����#����� ���	����� ��������!� ���	����, "�-� �" �������� ���$��� E ⊂ [0, 1)
� �" �������!� ε > 0 ���
' �� &��0 "� �������� ε1���	���" {Ej} ���$��� E
�Ej ∈ Φ, |Ej | ≤ ε�� 2" �������!� �������!� α �� ������ �����!� ����#����
���	����� Φ ���������� α1����	�� ��	� 3�
���	�� ������$��� E ⊂ [0, 1) ��������
����#���� Φ ������'���" ����
���� �����

Hα(E,Φ) = lim
ε→0

⎡⎣ inf
|Ej |≤ε

{∑
j

|Ej |α
}⎤⎦ ,

�� �����
� ��"�� �� ����� �� &��0 "� ���������� ε1���	���"�� {Ej} ���$��� E,
Ej ∈ Φ�

*��!�� ��$
��, Hα(E,Φ) ���$��� ��� ����#���� Φ� 4���#���� ��� �&��$��� 
���$��, ����#���� ��� ����	��� ���$�� � ����#���� ��� �������� ���$�� �����
���
 � �
 ���
 α1��	�
 ��	
 3�
���	�� ����� ��5��, "�
 ���������� H α(E)�

��������� �	�	 6����	����� 3�
���	��78��������� ���$��� E �������� ����#1
���� ������$�� Φ ������'���" ���� �����.'��� ����, -�

dimH(E,Φ) = inf{α : Hα(E,Φ) = 0}. �+�

9�-� Φ ' ����#����� ��� �������� �����	��� � ������$�� � [0, 1] �&� ����#1
����� ��� s1������ �����	��, �� dimH(E,Φ) ��������' � �������� 	����	�����
3�
���	��78��������� dimH(E) ���$��� E ��:���

��������� �	
	 %������ ����� ����#���� ���	����� Φ ������'���" �������� �"
�&������" 	����	����� 3�
���	��78��������� ��� ���������
 ���	���
�, "�-� �"
�������� ���$��� E ⊂ [0, 1] ��' ����� 	�������

dimH(E,Φ) = dimH(E).

4���#���� ��� ������$�� ��������!� ���	����, ����#���� ��� ���	����� �����	��1
���, ����#���� ��� s1������ �����	�� ' �	������� ����	�� ��" �&������" 	��1
��	����� 3�
���	��78��������� �� ���������
 ���	���
� ����#���� 2������� 
����
����	����� ����#��� ���	����� �������� &�!����� ����	��� ����� ��, +, :, ��, ��, +�,
+;� �� ���������� �������"�� 9� �� �� ��	���������, ��	0� �	����� ������	�� 
������ ���	����� ������ � �������	���
 ������
 "� 	��
���� ������� ����1
�$��� �	������� ����������# ���������� ���$�� � <=1 	��� +=1!� ������"
����� �(��� /������, ��	0�� �� ������������� �	������ ��������	��� ������	���
������ ������ ������� ���	����� ' �
�
������ �����	�� �������!� ����!���!�
��&	�$���" ����� ��:��� *���	�����
��� ��� ��, "��# &
� ���	���������# >����
?�	���� �" ��������" ������	����� ����#���� �����	�� ����!���!� 	�����
, �
	�&��� �+� �������� ������	����� ����#���� �����	�� Q∞1	������� �	� ���������1
��# 0�������� �������" ����� ������������ {qi} ���&�� ���

A

(i+ 1)s
≤ qi ≤ B

(i+ 1)s
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��� ������ ��	� �	�
���� �	��
�� A � B �
 s > 1� �
 ��
����	 �	�
��� ��	�� ���	�
����	�� �
��� ������� ��	���� �
��
���� �
�	� �	�	�� � ��
�	������ �	�
����
��	� �	����	�� ��� ������
 ��������� Q∞��	���
��� ��	���� �� �
 ���	���
���
	����
��� ����� �
��� ��� �	�������� �	���� !�
��
� ��� ��
���	��� ��	����
����� ��� � ���
������� Q∞���!�
�� ��	���� "�# �	��	 �	�$	����� ��$
��	���
������� ����

ξ = ΔQ∞
ξ1ξ2...ξk...

, �"�

�� ξk % ���
����� ��$
��	�� ��������# &	 �
���
'� ��
��� � ��	���� A =
{0, 1, 2, . . .} � ��	����	���� p0k, p1k, p2k, . . . ���$	����	�

�� Q∞��������	 �
��	� �	��� �� ���
��
 �
������� ����	��
�

��		���� �
��
���

��������� �	�����	�� (
��	�!
)*����	���
 �
��� 	��	�������� ��	��� �#
�� $�
���	# �	�� �������
� �	' �
�
��'# $�	���� ��� �
��	�	 �	��
 +���
�	� �������� ��
� �	$������ $	������� �	 ����	,	 �	�
� �	 �	��	,	 ������

$	������� Φ# ��� � �	������� �	����	 �	����� � �
��� $���	� � �	�� ��$
���#
�	�� ��� 	�������� �	�����	�� (
��	�!
)*����	���
 ���	���	���� � $�����#
���� ��� �
$�	$	�	�
��� -
����	� *�����,�� � �	�	�
� ./# 01� 2	�� $�������
 �	�
����	�� ��� ��
�	������ �	�
���� ��	� �	����	��� ������ $	������� � �
����	'
�
�
��' !�
��
� �	,	 
�
����� -��+� ��	�� � � 	�� �
$����� ����# �
$���	# ��	��
���� 3�4� *����	����� �.51�# ���� �	��� �	������ ������
 ��������� �����	�	,	
�	���
��� 6�� ����� �
� ��� �	�+������ -� *�����,�� �./1� �
 ������	 s�
������
���������# �
 7�8� -�
� 	����� �.�91� �
 ������	 ��������� Q�S��	���
��� ������
����� ��:����� �� �	�������� $�� ��� ���	� �	������� �	����	��# ���� $	��,
� �
�	��# &	 $	�
���� � ����
��� �	�
��	� �	��
��� K ∈ N �
�	�# &	 ��� �	��� �	,	
�	�
��	,	 ε � ��� �	��� �	,	 �������
 [a, b] ���� �� ��� + �� K ��������� ���$	����
�	,	 ������
# ��� $	����
'� [a, b] � ��
���� �	��	,	 � ��������� �� $�����&�� ε�
;�	�����	# &	 ��� ������
 ��������� Q∞��	���
��� �
��� ���	� �
�		���
�� ��
�	��
� < � 	�� �	����� $����
����� �	�� ����� �
�� �		��	 �	����	�� ������

��������� Q∞��	���
���# ��� ��������'� � ��� ����� �
��� �	��� ."# =>1 �� ��� +	'
�
,
� ���'# �
� � ���	�	� �	��������

���� �� �
�
�� �	�,���
'� � �������� ��+� Q∞��	���
���# �	 ������� �����
?Q∞@ �� �����	 ���	���	���
��# � $�� ������	� Φ �����	 �	������ ������	
Φ(Q∞)# ��� ��
�
�� � � ��������� ���	������ �
�,�� Q∞��	������ ������
��
[0, 1)# �	��	

Φ = {E : E = Δα1...αn , n ∈ N,αi ∈ N ∪ 0, i = 1, 2, . . . , n}. �9�

������� ��	� ���� ����	
� ����� ����� c1 
� c2 
���� ��

0 < c1 ≤ qi
qi−1

≤ c2 < 1, ∀i ∈ N,


� ���
��� Φ ��������� Q∞��������� � �������	 ��� ���������� ���������
� �����
������ ���������!

"��������! A��
�

Hα
ε (E) = inf

|Ej|≤ε

⎧⎨⎩∑
j

|Ej |α, Ej = [aj , bj ], E ⊂
⋃
j

Ej

⎫⎬⎭ ,

Hα
ε (E,Φ) = inf

|Bj |≤ε

⎧⎨⎩∑
j

|Bj |α, Bj ∈ Φ, E ⊂
⋃
j

Bj

⎫⎬⎭ .
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��������	 
� Hα
ε (E) ≤ Hα

ε (E,Φ)	 ������� ������ ����� �������� �� ������
�� ����� ���������� ���������

����� Ej = [aj , bj]� ��� ������� � !����� ��!������ ����! Δ[mj−1] "�����	 ����
# Q∞�"������� ����������� ��$���� � ��� �	 
� ������ ����� aj �� bj ���������
%��$���� Δ[mj−1] �������# ! [0, 1)&� '�!������ ����! Δi

[mj ]
"������ mj� � ��� �	


� �������� � Δ[mj−1]	 �����

Δ[mj−1] =
∞⋃
i=0

Δi
[mj ]

.

'�� "���� ����� aj �� bj ����$��� �!��� "������� mj� � ��� �� (�! ������ ���
��$��� ������� �!�#��� � ��!��������� Ej �� "������ mj� � ��� ��

)& *�
� ����� "������ mj� � ��� � ���# ���� � ����	 ���� ������+ ����$���

�� [aj, bj ]	 �� !��������� "����� Δkj

[mj ]
	 ���� ������+ ����$��� [aj , bj ]  ��� "����

��� aj = inf Δkj

[mj ]
	 ��� aj ∈ Δkj−1

[mj ]
� ,�� Ej ⊂

⋃∞
i=kj−1 Δi

[mj ]
	
∣∣Δi

[mj ]

∣∣ ≤ 1
c1
ε� '�� "����

∞∑
i=kj−1

∣∣Δi
[mj ]

∣∣α ≤ ∣∣Δkj

[mj ]

∣∣α( 1
cα1

+
∞∑
i=0

cαi2

)
≤ |Ej |α

(
1
cα1

+
1

1− cα2

)
.

))& *�
� ����� "������mj� � ��� � �� ���# $���� �	 ���� �� ������+ ����$��

�� [aj , bj ]	 �� ����� aj �� bj ����$��� ���� ���$��� "������� Δsj

[mj ]
�� Δsj+1

[mj ]
�

����� Δlj
[mj+1] - "�����mj+1� � ��� �	 ���� ������ ����� aj 	 �Mj = sup Δsj

[mj ]
�

,��
∞⋃
i=lj

Δi
[mj+1] ⊃ [aj ,Mj), Δlj+1

[mj+1] ⊂ [aj ,Mj),

∣∣Δi
[mj+1]

∣∣ ≤ 1
c1
|Ej |, ∀i ≥ lj .

,���

∞∑
i=lj

|Δi
[mj+1]|α ≤ |Δlj

[mj+1]|α +
∣∣Δlj+1

[mj+1]

∣∣α + cα2
∣∣Δlj+1

[mj+1]

∣∣α + c2α2
∣∣Δlj+1

[mj+1]

∣∣α + . . .

≤ ∣∣Δlj+1

[mj+1]

∣∣α( 1
cα1

+
∞∑
k=0

cαk2

)
≤ |Ej |α

(
1
cα1

+
1

1− cα2

)
.

������� Mj - ����� ����� Q∞���!�����	 �� Mj # ���+ ��"���+ �����+ ���
����������� ��������� "������� '�!������ .�

Δ[mj+1], Δ[mj+2], . . . .

����� Δ[mj+tj ] - "����� ��� � mj + tj �����	 
� bj /∈ Δ[mj+tj ]	 ���

bj ∈ Δ[mj+tj−1].

,��
|Δ[mj+tj ]| ≤ |bj −Mj| ≤ |Ej |,∣∣Δ[mj+tj−1]

∣∣ = 1
q0

∣∣Δ[mj+tj ]

∣∣ ≤ 1
q0
|Ej |

 ��� "���� Δ[mj+tj−1] �������# [Mj , bj]�
��$�	 ��������� "������ Δlj

[mj+1],Δ
lj+1

[mj+1], . . . �� Δ[mj+tj−1] �������# Ej 	 ����

$��� "�� "������ �� ������
�+�� �������� |Ej | ·max{1/c1, 1/q0} = |Ej | · k0  .�
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|Ej |α
(

1
cα1

+
1

1− cα2
+

1
qα0

)
.

������������� ������� � ��������� ���
���� Ej ���� ���� 	��
���� ������
��
�� � ��������� Φ ���� � ������
� ��� ������
�� �� 	�
������� �������� k0ε�
�� k0 := max{1/c1, 1/q0}� � 	
� ����� �� ��������!� α ∈ (0, 1] ���	������� α������
���!� 	��
��� �� 	�
����� �������� F (α)|Ej |α� ��

F (α) =
(

1
cα1

+
1

1− cα2
+

1
qα0

)
.

"���� ������ �� ��������!� ε > 0� �� ��������!� α ∈ (0, 1]� �� ��������#
������� E ⊂ [0, 1) � �� ��������!� ε�	��
��� {Ej} ������� E �� ���
�����

Hα
k0ε(E,Φ) ≤ F (α)

∑
j

|Ej |α.

$���� �� ��������!� ε > 0� �� ��������!� α ∈ (0, 1] � �� ��������# �������
E ⊂ [0, 1) �����

Hα
k0ε(E,Φ) ≤ F (α)Hα

ε (E).
��
���� �� �� !
����� 	
� ε→ 0� ��
������ ��
�������

Hα(E) ≤ Hα(E,Φ) ≤ F (α)Hα(E)

�� ��������!� α ∈ (0, 1] � �� ��������!� E ⊂ [0, 1)� � � �������� 	
����������

�������

dimH(E,Φ) = dimH(E), ∀E ⊂ [0, 1). �

%& ����� ����	�
��� �
�	���	� ����������� ��� � ����
������

Q∞��������

'���� {ξk} ( 	������������ ���������� ��	������� ��������  �� ��������� ����
���� 0, 1, 2, . . . � �����
���� �� p0k, p1k, p2k, . . . �

∑∞
i=0 pik = 1 �� ���� k ∈ N & )���

!� ���� ��	������ ��������
ξ := Δξ1ξ2...ξk...,

 �� ���������� ��	������� ��������� � ����������� Q∞���*
���& +����
������

��	���� μξ ����������� ������������ �����
��Q∞ �� ���
���� P = ||pik||� � ����
���� 	���������� �����	��� �����& '���� Ωk = {0, 1, 2, . . .}� Fk = 2Ωk � μk(i) =
pik� (Ω,F , μ) =

∏∞
i=1(Ωk,Fk, μk) � ����� f : Ω → [0, 1) ( ����
�� �����
����� �

 �� ���������� �� ��������!� �������� ω = (ω1, ω2, . . . , ωi, . . . ) ∈ Ω ��
�� f(ω) =
Δω1ω2...ωi...& ,� ��������# ��
��������# ������� E ⊂ [0, 1) �������� ��
�����
� μ∗-
μ∗(E) = μ(f−1(E))� �� f−1(E) = {ω : ω ∈ Ω, f(ω) ∈ E}& "��� ��
� μ∗ �	��	���� �
�����
������ ��
�� μξ&

.�� �� �������� ����
���� ��
� λk ��
�� λk(i) = qi �� ���� k ∈ N ∪ {0}�
� 
��!� ���� (Ω,F , λ) =

∏∞
k=1(Ωk,Fk, λk)� �� ��
� λ∗ = λ(f−1) �	��	��� � ��
��

/���!� �� [0, 1)&
.� ������ 012345� ��	������ �������� ξ ��� 
��	���� �����!� ��	�� 	
�����
25 μξ � ����� ��������� ��	�
�
���� ���� � ������ ����� ����

ρ :=
∞∏
k=1

{ ∞∑
i=0

√
pik · qi

}
> 0; 065

75 μξ � ����� ����
����� ���� � ������ ����� ����

Pmax :=
∞∏
k=1

max
i
{pik} > 0; 035
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�� μξ � ����� ��	
���	� 	�������	�� � ���� �	��� ��������� ����� ���� � ������
����� ����

ρ = 0 = Pmax. ���

�	��� ������ ��  	����!�		 �������"� �������	�" 	�������	���� �� ��	
���	����
#��� μξ #�!	�  	���� � $%&'(

)������	� ������� *� 	������	�� �#���� �������	�" 	�������	���� μξ � +���#�,
�����	� � 
��!�	����- #����.� P∞ �� Q∞� ����� ����	�		 �#��� pik → qi� k →∞�
�� ���� i ∈ N0( )������	�� �#���� �������	���� � ����	�		 �#��� maxi pik → 1�
k →∞( / ���� �	��� �������� �� ����� μξ � ��	
���	� 	�������	�#� *� ��������
��� ��#�	���		 �� ��� �	�#� ��	��� ��	
���	���� �� ��	�
� ����� �#����	��	��
#��( / ��������	���� ��  ������	���	�
� � ������ $0�' ��
������	���
� 1�������	�,

� �	��� � ��	
���	�� �#����	��	�� #��� ���� ����	����		 1���� ��	
���	����
	�����	�#� �����#� �	��� � � ������!�		 ������
�,#�����	�� � 1�������	�� ���,
��������� ������� �#�	�#���	�
�  �#�	�	�
� 	���� Sμ �� ������� �� ��	��� 1���,
����	�� ������������ #���(

)�
����#� �$�'�� *� ��	
���	� 	�������	� �#����	��	� #��� μ 	� R1 	� �������
#���� �����
�

�� GS,����� �*� ��	�� ��������	���� �	���������	��� ����� ��� {[ai, bi]} ������
*� {

[ai, bi] ⊂ Sμ,
μ (
⋃
i[ai, bi]) = 1.

�� GC,����� �*� ��	�� 	��� 	� *���	� #	�!�	� E ����� *�⎧⎨⎩
E ⊂ Sμ,
μ(E) = 1,
∀x ∈ E ∃ε(x) > 0 : [x− ε(x), x + ε(x)] ∩ Sμ 2 #	�!�	� 	������" #��� 3���
�(

�� GP ,����� �*� ��	�� 	��� 	� *���	� #	�!�	� E ����� *�⎧⎨⎩
E ⊂ Sμ,
μ(E) = 1,
∀x ∈ E ∀ε > 0 : [x− ε, x+ ε] ∩ Sμ 2 #	�!�	� �����	�" #��� 3���
�(

4�	
���	� 	�������	� #��� 56,� 57, �� 58, ����� ��������� 	�������		� ��#��,
����( 9�:��	�		 .�� ��#����� 	� ���������  ��#������# ���� ��	
���	� 	�������,
	�� �#����	��	�� #�� 	� R1� �������� ��	���� ��	
���	� 	�������	� �#����	��	�
#��� 	� R1� �� 	� 	���!��� �� !��	�
�  ��*�	� ��	�� ������� ��� � ������ $0;'
������	�� *� ������	� ��	
���	� 	�������	� �#����	��	� #��� μ 	� R1 #�!� ����
����������	� � ��
���

μ = α1μ
GS + α2μ

GC + α3μ
GP , �&�

�� α1 ≥ 0� α2 ≥ 0� α3 ≥ 0� α1 +α2 +α3 = 1< μGS � μGC � μGP 2 ��	
���	� 	�������	�
�#����	��	� #��� GS� GC �� GP ,���� ��������	�(

=� ����#� �$%>'�� ?�	
���	� 	�������	� �� ������	� ��������� ������	�  	� �,
��!	�#� Q∞,��#����#� #�� ������ ������
�,#�����	�� ���( @����#�

%� μξ #�� ������ 58,��� ���� � ������ ����� ���� #����. P #������ ���� ���	,
��		� ��������� ����������� *� #����� 	������ ���#�	��(

0� μξ #�� ������ 56,��� ���� � ������ ����� ���� #����. P #������ 	����	��		�
��������� ����������� *� #����� 	������ ���#�	��� �

∞∑
k=1

( ∑
i : pik=0

qi

)
= ∞. �A�
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�� μξ ��� ���	�
 ��	�� 	��� � 	����� 	���� ���� ��	���� P ���	�	� �����������
�������	� �	��������� �� ���	�	� ������� ������	�� �

∞∑
k=1

( ∑
i : pik=0

qi

)
<∞. �� �

���������� �!�	 "��� ��#�
 ������������	��
� ���$�� �� �����%�����& ���'������$
��� (��
����� � ����'��%�& )�*+! ,�		����� ��� �-�$ ('�����$ ���$���� � ������.��
�� 	�����'����$ 	� ��	�����$ ����	����	�
 ����	�� ��(������ ���������& ��������
( ��(���.���� Q∞���������� ��� -��� ��������� � )�*+! "�������� �������� -���
(�����	� ���'� ��	��� �� 	�
 %��	� �� �����'���� ���-���� �������.���� ��-�'��
����& �	���	��� 	� 	�����'���	�����$ ����	����	�
 ����	��� �	������ ���������$

������� ( ��(���.���� Q̃∞��������� ������.������� � ��-�	� )�/+! "�� 	�'�� ��-

��	�� �	����� (�'����� �������� ��� Q̃∞��(����� (�(������� �� ��� �	�����	���
�� �����'�& ( �(������� �� ����	�� �	�		� Q∞��(������� ��� �������� �������'�
���'� ��(-���0	��� �� �������� ���	����'� ���'� �����0�� (���� �������� � ��
������ �����'� ���'� ��(-���0	��� �� �������� ���	����'� ���'� �����0�� ������
������ ����! ��	�����#� )�/� 12+�! 3�
 ��(���� ��
���$ ����� � ���	����� ��������
f ��(������� ��� -��� ������� � ��('��� � ��-�	� 4!5!4�66�789: �)/+� �� �(�'��������
����0'���$ ���-��� � �����.��	��� �	��'� ������0 ����������0 %������0 f � ���
��(������ �� [1,+∞) �������; f(1) = 1 � f ������ ����
�� �� ��.���� �����(��
[n, n + 1] ( f(n) − f(n + 1) = qn−1� ∀n ∈ N ���� ����� 	���$ %�����
 4! 5! 4�66�
789: �������	������ ��(������� Fp�! < ��
 .� ��-�	� (�����	������ ������.���� (
��	�����& 	����& 	���$ ��(������!

< �������$ �� 	� �� ����	�� ��������� ��� ��(������	� =������%�>?�(��������
��� ������0� �! @� ��-�� ������ �)��� 12+�� �	������� ��.���& ������ ��(������	�
=������%�>?�(������� ���.��� � (����� �������#�0 (�����0� ��. �	������� ���
�������$ ���$��$ ������! A������ ��� ������ (��(� ��(������	� ����	�� � ������� 1
�� �	������� �� �������� ����� ��������� %������ ��� �-�������� ��(������	�
=������%� dimH μξ 
����������& ���� μξ� 	�-	� ����� dimH μξ = infE∈B(μ) dimH(E)�
�� B(μ) B ����
�	�� �����.����$ ��� �-��C�(���� (�����	�$� -����������$ ����&�

����������& ���� μξ! D�������0 ���& %������ � ����������
 ����
 ��(���!

E�$�
 ν B ���������� 
���������� ���� �� -����������$ ������.���$ [0, 1]� Φ B
����
�	�� ��������� Q∞��(-�		�! F����

Hα(M,Φ, ν) := lim
ε→0

⎧⎨⎩ inf
ν(Ej)≤ε

∑
j

να(Ej)

⎫⎬⎭ ,

�� Ej ∈ Φ�
⋃
j Ej ⊃M ��(����	��� α����0 =������%�?�����'��� ������.��� M ⊂

[0, 1) �������� ����
�	�� �����		�� Φ 	� ���� ν!

��������� �	
	 F���� dimH(M,Φ, ν) = inf{α : Hα(M,Φ, ν) = 0} ��(����	��� ��(
������	0 =������%�?�����'��� ���.��� M �������� ����
�	�� �����		�� Φ 	� ��
�� ν!

@��� ν B ���� G�-�'� �� [0, 1]� 	� dimH(M,Φ, ν) = dimH(M,Φ)!
E�$�
 ν 	� μB ��� ���������� 
���������� ���� �� -����������$ ������.���$ [0, 1]�

Δn(x) = Δα1(x)α2(x)...αn(x) B ������� 7'� ���'� Q∞��(����� 	���� x! "�� ���	����
���� � ������ ��������� ���$ ��������$ 	����� ?�����'��� �)*+�� ��� (��	������� ��
Q∞��(������!

���� �	
	 
����

B =
{
x : lim

n→∞
ln ν(Δn(x))
lnμ(Δn(x))

≤ δ

}
,



��� �� �� ��	�
���� � �� � ������

� ����� Φ � ��	���
�� �������� Q∞������

�� ����� ��� ���������� δ ≥ 0 	��

	��� ��������
�

dimH(B,Φ, μ) ≤ δ.

���� ���� ����

M ⊂
{
x : lim

n→∞
ln ν(Δn(x))
lnμ(Δn(x))

≥ δ

}
, ����


�

dimH(M,Φ, μ) ≥ δ · dimH(M,Φ, ν). ����

�� ��!���� ���� ��	 
��
��	 ��� �� 
�������� ��
��� ����������� ���������
���� ��������� �� ����
����� �������� 	�� ��� �	
����� � ������ !"#� ����$���%
����������%& ������ � 	����� σ = {0, 1, 2, . . .} =: N0� � 	����� Ω ' ���(��$ [0, 1)�
� 	����� B ' ���������$ σ��� ��$ ��
���(�� ���(��� [0, 1)� � 	����� ν ' 
������$
������$ ����������$ ���$ �� B� ��	 
������� � ω ∈ Ω ���$) )
���� Q∞�������

��*�� ω&

ω = ΔQ∞
a1(ω)a2(ω)...an(ω)....

+���*��� ��������*��� ����� ����$���� *����&

∀ω ∈ Ω: xn(ω) = an(ω),

����� an(ω) ' n���� ������ Q∞�������
$ ��*�� ω� ,�� �����$ ������ -����������
�����
��.� 	�� /� $�$0�� � ������ ,� 1����� ���� ������
�0�� � Q∞������
�����

2���$����� 3� ����� �*��� ��
��
 ����0) � 
�	 ��4�� ������������ ��������� ��

����
����� �������� 	�� ����
(�� ��4��� ������
��� 
������ *��� �Q̃�������
�
�!�#�� ����0 ��� 
���� �� ��4���

��	
��� ���� "���� Φ � �����#� ��� ��#������� ���	�����
� $� ����%�&'��������

#� ��	���
�� �������� Q∞������

�� ����

∞∑
j=1

∑∞
i=0 pij ln2 pij

j2
<∞,

∞∑
j=1

∑∞
i=0 pij ln2 qi

j2
<∞, ����


� ���	�����
� $� ����%� 	��� μξ � ������!��	� Q∞��%��	� ������(�

dimH μξ = lim
n→∞

Hn

Bn
=: D, ��5�

��

Hn =
n∑
j=1

hj , Bn =
n∑
j=1

bj ,

hj = −
∞∑
i=0

pij ln pij , bj = −
∞∑
i=0

pij ln qi.

)��������� 6��� x = Δα1(x)α2(x)...αn(x)... ' ���� ����
���� ���*���� 3�

P(αj(x) = i) = pij

������ �����
�� ����
����% ���*��� x ����$)���	 ����0 μ�� 7�� �	��� 
�� 
������
(�� �����
������� ����
����� ���*�� {ηj(x)} = {ln pαj(x)j} �� {ψj(x)} = {ln qαj(x)}�

ηj ln p0j ln p1j � � � ln pkj . . .
p0j p1j � � � pkj . . .

ψj ln q0 ln q1 � � � ln qk . . .
p0j p1j � � � pkj . . .

2 ���� �������)� 3� 
�$ � ������ ����
����� ���*�� ηj ����*��� � �	

∞∑
j=1

Var ηj
j2



���������	 
�����
��	 
�����
�� 
������ ���

��������	
� ��� � ������ ������� ��	������ ���� ������� ��	��� ���������
�  �
 μξ!���"� �	�� x ∈ [0, 1) ��� ��	#� �����	��

lim
n→∞

(η1 + η2 + · · ·+ ηn)−M(η1 + η2 + · · ·+ ηn)
n

= 0. �$%�

&����"��� �

E(η1 + η2 + · · ·+ ηn) = E η1 + E η2 + · · ·+ E ηn = −h1 − h2 + · · ·+ (−hn) = −Hn.

'�������� � �$(� ��������� �  �
 μξ!���"� �	�� x ∈ [0, 1) ��� ��	#�

lim
n→∞

(ψ1 + ψ2 + · · ·+ ψn)− E(ψ1 + ψ2 + · · ·+ ψn)
n

= 0 �$)�

� E(ψ1 + ψ2 + · · ·+ ψn) = Eψ1 + Eψ2 + · · ·+ Eψn = −b1 + (−b2) + · · ·+ (−bn) = −Bn�
*���
��� ��"���

A =
{
x : lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηn(x)
ψ1(x) + ψ2(x) + · · ·+ ψn(x)

− Hn

Bn

)
= 0
}

=

{
x : lim

n→∞
(η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηn(x))− Hn

Bn
(ψ1(x) + ψ2(x) + · · ·+ ψn(x))

ψ1(x) + ψ2(x) + · · ·+ ψn(x)
= 0

}

=

⎧⎨⎩x : lim
n→∞

(
η1(x)+η2(x)+···+ηn(x)+Hn

n

)
− Hn

Bn

(
ψ1(x)+ψ2(x)+···+ψn(x)+Bn

n

)
(
ψ1(x)+ψ2(x)+···+ψn(x)+Bn

n

)
− Bn

n

= 0

⎫⎬⎭ .

+�
 �� ��� 	���	����� ������ Q∞ ���" � �	��� maxj{qj} =: κ < 1� ���∣∣∣∣Bnn
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∑n

j=1

∑∞
i=0 pij ln qi
n

∣∣∣∣∣ ≥ | lnκ|n
n

= | lnκ| > 0. �$,�

& ���	���- ������	�� .���	� � �� �  ��� �� ��� --  �� ��� �"�� ������ �
�/$)0��� 
�� ����	����� ���� "���1 �� ���� 2����	�� �� 	���� ��������34�������
�/$%0�� ��������� � hj ≤ bj � ���

Hn

Bn
=

∑n
j=1 hj∑n
j=1 bj

≤ 1. �$5�

6� 	����1��� �� ������ � � �$%�� �$)�� �$,� �� �$5� 	�� ��� �  �
 μξ!���"� �	��
x ∈ [0, 1) ��� ��	#� �����	��

lim
n→∞

(
η1(x)+η2(x)+···+ηn(x)+Hn

n

)
− Hn

Bn

(
ψ1(x)+ψ2(x)+···+ψn(x)+Bn

n

)
(
ψ1(x)+ψ2(x)+···+ψn(x)+Bn

n

)
− Bn

n

= 0.

7�"�� μξ(A) = 1�
*���
��� ����� ��"���

A1 =
{
x : lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηn(x)
ψ1(x) + ψ2(x) + · · ·+ ψn(x)

− Hn

Bn

)
= 0
}

;

A2 =
{
x : lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηn(x)
ψ1(x) + ψ2(x) + · · ·+ ψn(x)

)
≤ lim
n→∞

Hn

Bn

}
;

A3 =
{
x : lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηn(x)
ψ1(x) + ψ2(x) + · · ·+ ψn(x)

)
≥ lim
n→∞

Hn

Bn

}
.

7���� �� � A ⊂ A1� 6��"��� � A1 ⊂ A3 �� A ⊂ A2� 8�  ��� �� ��  �

 ��  ������� �	�� ��	���  ��	��� ��	�� {xn} �� {yn} ��� ��	#� �������	��

lim
n→∞

(xn − yn) ≤ lim
n→∞

(xn)− lim
n→∞

(yn).



��� �� �� ��	�
���� � �� � ������

���� x ∈ A1� ��

lim
n→∞

(
η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηn(x)
ψ1(x) + ψ2(x) + · · ·+ ψn(x)

)
− lim
n→∞

Hn

Bn

≥ lim
n→∞

(
η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηn(x)
ψ1(x) + ψ2(x) + · · ·+ ψn(x)

− Hn

Bn

)
= 0.

���	� x ∈ A3


���� x ∈ A� �� limn→∞
(
η1(x)+η2(x)+···+ηn(x)
ψ1(x)+ψ2(x)+···+ψn(x) − Hn

Bn

)
= 0, �

lim
n→∞

Hn

Bn
− lim
n→∞

(
η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηn(x)
ψ1(x) + ψ2(x) + · · ·+ ψn(x)

)
≥ lim

n→∞

(
Hn

Bn
− η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηn(x)
ψ1(x) + ψ2(x) + · · ·+ ψn(x)

)
= lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηn(x)
ψ1(x) + ψ2(x) + · · ·+ ψn(x)

− Hn

Bn

)
= 0.

���	� x ∈ A2

�������

A ⊂ A2 =
{
x : lim

n→∞
lnμξ(Δn(x))
lnλ(Δn(x))

≤ D

}
,

�� � 	�� �
� �������� �� dimH(A,Φ) = dimH(A,Φ, λ) ≤ D

��� ��

A ⊂ A3 =
{
x : lim

n→∞
lnμξ(Δn(x))
lnλ(Δn(x))

≥ D

}
,

�� � 	�� �
� �������� ��

dimH(A,Φ) ≥ D · dimH(A,Φ, μξ) = D.

���� dimH(A,Φ) = D

�������� ��������� �� ������� A � � ���� ����� ����������! ������ �� � μξ


"	#�$ C % &������$ ����$ �� � μξ
 ��&� ������� C1 = C ∩A �	� � ������ &� μξ �
C1 ⊂ C
 ���	� dimH(C1,Φ) ≤ dimH(C,Φ)
 '��	&	��� �� dimH(C1,Φ) = dimH(A,Φ)


������� C1 ⊂ A� �� dimH(C1,Φ) ≤ dimH(A,Φ)
 ( ��$ �	 )��

C1 ⊂ A ⊂ A3 =
{
x : lim

n→∞
lnμξ(Δn(x))
lnλ(Δn(x))

≥ D

}
� � 	�� �
� �������� �� dimH(C1,Φ) ≥ D


���	� dimH(C1,Φ) = D = dimH(A,Φ)
 ������� Φ % &��� )	 ���	$���� *���& ��
Q∞+ ����&�� �� dimH(A,Φ) = dimH(A)� � ���� ������� A � ���������� ,� �����
 ���� ����� -���&� .�/0	������)�1 ������ $���� �����2 �� � μξ
 �

�� ����&�� � &��	&	��2 �	� 	�� �� ������ ���	 ���������� .� ��� &� �*����
�����  ���� ����� -���&� .�/0	������)� ��	�� � $���� �����2 �� � � �	��	�����
Q∞+*�. ���
 "	#�$ Nj = {i : pij �= 0, } � q∗j =

∑
i∈Nj

qi� j ∈ N


������� ��	� ���� Φ � ����	
� �� ��
������ 	����	����� ������	������������


� ��������� ������	�� Q∞�	������ � ���������� �����

∞∑
j=1

∑
i∈Nj

qi

q∗j
ln2 qi

j2
<∞, ,�31

��

dimH(Sξ) ≥ lim
n→∞

H∗n
B∗n

,



���������	 
�����
��	 
�����
�� 
������ ���

��

H∗n =
n∑
j=1

h∗j , h∗j = −
∑
i∈Nj

qi
q∗j
· ln qi

q∗j
,

B∗n =
n∑
j=1

b∗j , b∗j = − 1
q∗j

∑
i∈Nj

qi · ln qi.

���������� �������� �	�
������ ��	�	�	 ξ �	��
�
����� �
��	�� P = ‖pik‖ �

����
��	��	� ������� Q∞� ��� ����� � ����
��	����� �����
 Q∞ ���������
��������� �	�
����� ��	�	�� ξa � ��
���	�	 Q∞ �	!�
�	 �
�����	� �	���"
paij = 0 ��#� pij = 0 � paij = qi/q

∗
j $ ��#� pij > 0�

%�
& Sξa ' ����� ��������� ���� ξa� (����	 Sξa �
 Sξ �����
�
���$ �������	
qai = qi � paij = 0 ���� � �����	 ����$ ���	 pij = 0� )������	 ����� ���	 ' �	*

��	� � ����	�	� �� ���������	� ������ +
 �
� ' �����
���	& �
����	& ����&,$ ��
dimH μξa ≤ dimH(Sξa)� -�	 �	���
��� ����	 +./, ��� ���������� �	�
������ ��	 
�	�	 ξa �	��������� ����	 ��������� ����	� 0���$ �
���������	 ����� 1�.
��� ���	����� ����������� 2
�����!
 ��������� �	�
������ ��	�	�	 ξa$ ���	�� 
��� dimH(Sξ) ≥ dimH μξa = limn→∞H∗n/B∗n� �
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