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Abstract. We consider representations of scalar and vector random functions on a set T in the form
of infinite or finite sums with terms, which are scalar functions on T with random coefficients, under
rather general assumptions on the set T and properties of random functions. In particular, the cases are
investigated when T is a compact topological space, measurable space with positive measure. In Part I
the Karhunen–Loeve type representations are considered. More general representations are studied in
Part II.
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Kϕj(t) = λjϕj(t), j ∈ J, �1��"∫
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�
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k(s, s)μ(ds).
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√
λjϕj(t)zj , t ∈ T, �1�<"

	� {zj, j ∈ J} � ������� �������������� ����	����� ������� � L2(ξ) ������ ��
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1√
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∫
T

ξ(t)ϕj(t)μ(dt), j ∈ J, �1�!"
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�������� ����	�� J ��� ����� ����� 
��� ���������� � ���������� ������
	������
!�"� ξ(t) ������ ������� �	������� ������� � �����	� ��������� 
� �������#

$�
	 zj ������� ����� $ ������	�	 �������	�	 �	������	�	 ��	�	���	 
�

��� ����� �����$
��� � ���������
 % ��	 ������� t ∈ T �

&��������� � ��	
�� �	���� ��� �	��������	�	 ���� k(t, s) 
�����	
	� ������� ξ(t)
��� ����� ����� �� ��
����� 
�!�" #�������� �	#��$���� ���%�� &� �	#��$���� �	'
$�� ��������
�� �� ������� ��" !	 ������� 
 �	���� (������� �)*" +	�� �*%,�
� ����-�	- ���	- �� ��	$��� J � .	�� �� ���- �	���	- ��� ��+�� �	#��$���� ���/�
0�
�	����� �#�$��+ ���� ����� 
 +�� ��� 	�	�	��� L2(Ω) � 
����
�� � ��
�	����	�
�#�$�	+� ���� ���%��

1������� ���/�" !	 �	����- +� �� �������� 2	����� 
�� 
��	�������� �������

ξ(t)ϕj(t) �� ���������� 
 ��� #��	
	�� ��	+	�� L2(Ω)" �+��- " #	 
��	��� +�
��	
� ∫

T

|ϕj(t)| · ‖ξ(t)‖L2(Ω) μ(dt) <∞
���
� )33,�� 4��+�
�
5� �	 �������� � ���/� �	#��$���� ����� � +�	��+�
5�+ 	�'
	�	��	
���+- ������� ϕj ���6� 	������	 ��
��+ ���/��

� ����" �	�� ������� ξ(t) � ���+�	- � ���+	
	- � ��� 	
�� +�������" ����	" !	
L2(ξ) +������ +� � ���+	
�� 
�����	
�� 
������ � ��� 	
�� +�������" �
���� 
���'
���� ����� � ���+	
��� � ���	��� 	
����� �" 	$�" ������$����7 ����� �#�$��+ 
���� ∑

j∈J

E(
√

λjϕj(t)zj)2 =
∑
j∈J

λj |ϕj(t)|2 = k(t, t)

��� ����� �#���� +� � ��	
����+- 3� �

0	�������	 ��+	+�
���� �	#��$���� ����� �	 �	�
8������ 	+�	
��� ���	�+���'
������ ����� ��� 
�����	
�� ��������

� ������ 	����� �	�	 ������	�	 ��	��	��
���� �������� 
�����	
�� ������'
�� ����	�	 �	����� ξ(v)" v ∈ V �� 	�	�	����	�� ��	+	�� V �� +�	+���$������
{ξ(t), t ∈ T }" �� T � �	�����	- 
��+�	- �����	$��	- V " �	��#�	 ����� ������'

!� 
 +��+� +����� 	�
�������	� �	��#�� 	����� ξ̂(v) ��� ξ(v)" v /∈ T " !	 ����$� 
��������- LT

2 (ξ) 
 L2(Ω) ������	� 	#	�	��� +�	+���$�� � � ������ 	����� �	� ��'
����	� ��� ����� �� +�	+���$������ {ξ(t), t ∈ T } �	��#�	 ����� ������!� �������
	����� η̂(v) ������ 
�����	
	� ������� ����	�	 �	����� η(v)" v ∈ V �����	� �� 	��
$ ��	
���	+�	�� ��	+	��" !	 � ξ(v) � ����$�	� 
�� ξ(v)�

4����+��	" 5	 ������� ξ(v) �������
�� 
 +����� 	�� �
�������	�� �� T �


��	�� �	��������� ������� k(v, t) = E ξ(v)ξ(t)" t ∈ T � k̃(v, t) = E η(v)ξ(t)" (v, t) ∈
V × T � ��	$ 
��+�� ������� � �������� ������� �	�	 	����	�� � ���	� k(t, s) =
E ξ(t)ξ(s)" t, s ∈ T �

������� ���� ��	 �����������	� ��	��"����� ������"	� �����	� ������� ξ(v)�
v /∈ T ��$ �	���

ξ̂(v) =
∑
j∈J

1
λj

(∫
T

k(v, t)ϕj(t)μ(dt)
)(∫

T

ξ(t)ϕj(t)μ(dt)
)

,

� ������"� ������ ������ η̂(v)� v ∈ V � ������ ���
����� ��$ �	���

η̂(v) =
∑
j∈J

1
λj

(∫
T

k̃(v, t)ϕj(t)μ(dt)
)(∫

T

ξ(t)ϕj(t)μ(dt)
)

.



��������	 
�������� ��������� �����	� ���

���������� �������� ���	
 ����
�
 �������� �� ���������� ���� ���������  �
����!��� zj 
"���##"� ��"����������$ ����� � ����"��� ����"������� LT

2 (ξ)� "�
ξ̂(v)�  � � ��"�%�������# �����&��# � L2(ξ) �� LT

2 (ξ)� ���� 	
��"� 
 ��%����

ξ̂(v) =
∑
j∈J

aj(v)zj , aj(v) = E ξ̂(v)zj .

'����&� ξ(v) − ξ̂(v) � ���������
����� �� LT
2 (ξ) � �"��

aj(v) = E ξ(v)zj =
1√
λj

∫
T

k(v, t)ϕj(t)μ(dt), j ∈ J.

(����� "� ��)� �������� ��"����� ����
�� ��
%� ����
�� "�������  � �"��
�"���
����!� ����"��&�* ������"��� �����%�!�� �

(�
�������  � ���
��"�"� &��%� ����%���
 �������#"� � ������##"� "�� ���
�������� ��"���� � +�,-

���� '��%������ ���������� "��
 .��
����/0���� ��� ���������1 �
��&�$ �� ���2
!������ � %������"���1 ����"���1
3�1�$ H 4 ����������$ %������"�� ����"�� � L(H, L2(Ω)) 4 ����1���$ ����"��

���1 ����$��1 ����������1 �����"���� Ξ� 	� ��#"� � H � L2(Ω) �� ���!�$��# �����#
"���1 �����"���� .����$ ������" Ξ ∈ L(H, L2(Ω)) � ���������� L2(Ω)2���!���
����$��� ����������� �
��&������� �� H � ���$ ����� ��"�����"
��"� �� 
��%���2
����$ ���������$ ������" � H  (��!�$��$ H2���!��$ ���������$ ������" ξ(ω)�
ω ∈ Ω� ��� ���%� E ‖ξ‖2 < ∞� �������!�� ������
� "���$ �
��&����� Ξ ������"#
Ξx = (x|ξ)H  5 "����
 ���� Ξ ����"����
�"��� � ξ � �������"��� ��%
������ 
��%���2
����� ���������� ������"�� � H  5 ��%�����$ ��"
�&�* Ξ ∈ L(H, L2(Ω)) ���� �
"�
������������ �� ���!�$��$ ���������$ ������" � ������
 ���	������ ����"��
 H
���� +6�-� 7� � ����"�� H ����!�����������$� "� �����$ ������" Ξx = (x|ξ)H �
��%
������ Ξ � � ��%������
 ������
 ��%
������� "��� � "����� "���� ���� ��� ���
����!���
 ����
 8������"�29���"� �� �����"�� � L(H, L2(Ω))
:�"���"�!�� ���������� m = E Ξ ������"� Ξ ∈ L(H, L2(Ω)) �����!��"��� ��

���"�� m ∈ H ��� ���%� E(Ξx) = (x|m)� x ∈ H � � ������&�$��$ �����"�� [Ξ, Ψ] ���
Ξ, Ψ ∈ L(H, L2(Ω)) �����!��"��� �� ������" ����1���* ��%���� B(H) ���1 ����$��1
����������1 �����"���� � H � ��� ���%�

([Ξ, Ψ]x|y) = E(Ξx)(Ψy), x, y ∈ H.

�!�������  � [Ξ, Ψ] = Ψ∗Ξ� �� Ψ∗ ∈ L(H, L2(Ω)) � ��������� �� Ψ �����"����� ���
���%�

(Ψ∗η|x)H = (η|Ψx)L2(Ω), x ∈ H, η ∈ L2(Ω).

(�
�������  � [Ξ, Ψ] � ���"�������$��# �����# �� L(H, L2(Ω)) ���!��
 [Ξ, Ξ]
������"� ��
����
 ���
�
 B+(H) ����"��1 ����"���1 �����"���� � B(H) � Ξ � ��2
%
������� ���� �����"�� [Ξ, Ξ] 4 ������$ :������ L(H, L2(Ω)) 
��%�������1 ��2
�������1 ������"�� � H ��� �"�
�"
�� �����%� 
��"����%� ���
�� ��� B(H) � ����%�

��"����%� ���
�� ��� B(L2(Ω))
;��%�������# ���������# �
��&��# ��
%�%� ������
 Ξt� t ∈ T �� ������� T

� ����"��� H ������"����� ���<# ���������1 ������"�� {Ξt ∈ L(H, L2(Ω)), t ∈ T }
=����!��� !���� m(t)� t ∈ T �
��&�# ��������%� ��� Ξt� m(t) = EΞt ∈ H � � !����
R(s, t) = Ξ∗sΞt� t, s ∈ T � * * ������&�$�� ����� R(t, s) ∈ B(H) >
��&�# Ξt� t ∈ T �
������"����� %�
����#� �� � Ξtx = ξ(t, x) �������������!�� %�
���� �
��&�� T ×
H 
B(H)2���!�� �����"���� ���� R(s, t)� t, s ∈ T � ������&�$��� ��� �����* �������2

��* �
��&�* Ξt� t ∈ T � H "��� � "����� "���� ���� ���� � ����"�� �����!����� "��"�



��� �� �� ����	
����

��� ���� �	
��	���� n� xj ∈ H � tj ∈ T � j = 1, . . . , n

n∑
j=1

n∑
r=1

(R(ti, tr)xj |xr) ≥ 0.

��� ���� ����� �	����	 ������� Ξt� t ∈ T � H �� �	�	��� ������������ �����
R(t, s) �	�	��� �������� m(t)�

������� ��	� ���� Ξt� t ∈ T � ���	�
���� ��������� ������� ���	�	� ������� �
H �� ����������� �������� � ���
������� ����� R(t, s) = k(t, s)A� � �������
A ∈ B+(H) � k(t, s) � ������� ������� ������ ���� �� T × T � �� ��� ����
���������

Ξt =
∑
j∈J

√
λjϕj(t)Φj , t ∈ T, �����

� {ϕj(t), j ∈ J} � ���������
��� ������ �
���� �������� ���������!�� �
�"
���� �������� {λj , j ∈ J} ���	��
���	� �������� K � ����� k(t, s)� � Φj ��"
������� 
���� � L(H, L2(Ω)) ����� �� Φ∗rΦj = δrjA# $�� ����� � ���� �
�����%
������� J ��� ����� ���	������ �� �����! L(H, L2(Ω)) ���������� �� T # $�� ���"
��� �� ������� A � ������� ��������� 
���� Φj � �	�
������ � ������� Ξt

� �	�
����! &����� %% ����� ���������� �� ��������! ���������! �������!
ξ(t) �� ��������� � H� E ‖ξ(t)‖2 < ∞ ��� t ∈ T #

'������#  ����	� 
������ !���� �����
	
�� �	������ ��"� #���
� ��$� ����
R(t, s) �	� ��%�	&����

R(t, s) =
∑
j∈J

λjϕj(t)ϕj(s)A, t, s ∈ T, ���$'�

�� ��� �#�	�	 �%��	�
�� �	 �����( � B(H) ���������� #� t, s� )	�
�����(!� �� ��*
%�	&���� ���$'� 
������ � � +$,- #�� ��%�	&���� ��	�	������ ��#	������ ������� �
���
����� 
�#�����!��� #���
��	� �	��� ��%�	&���� ������ )� �%�&���
� ���� ���$'��
�#��	��. ��"�� ��#���	� �%�&���
 ���� ���$'�� ��	�	�	 � ������(�	��� 
�������
) �������
� �#��
��	 A ��#���	� ����������
 ��#	������ ������
�� Φj � ���*

���. Ξt !���� �	�
� �	������ #���� 
������(� �

��	�  ���� #���
� ���������� #����	�� �	�
����	� 
������ ��� �� ������
���
����� ��#	������ ������� � H � /�	������ ��#	��� � !	�
����( ��
�	���( #��
dimH = 1�


����� ���� 0��	� Ξt � ��#	������ #������� �H �	 �������� [0, 
] � ������������
�����

R(t, s) = [min(t, s)]A, A ∈ B+(H), t, s ∈ [0, 
] ⊂ R+.

)����� ��#���	�� "� #����� Ξt �	� ��
����	��� #�����
�� 
�%
� #�� 0 ≤ t1 <
t2 ≤ t3 < t4 ≤ 


(Ξt4 − Ξt3)
∗(Ξt2 − Ξt1) = 0.

1�"� #���
��� H � L2(Ω) 2 ������� Ξt 2 �	���� � ������� ��������� 
� Ξt � ��	*
�	������ %���������� ����� �H �#�������  ����	�� ��� A = I� �� I 2 �����!���
�#��	
��� Ξt � #������� �
	��	�
���� %����������� ���� � H �
 �	��� ������. 
	 ��	!���� ��
���	����� �#��	
��	 � ����� min(t, s) �	 [0, 
]

�	(
 ������

ϕ̃j(t) = sin
(2j + 1)πt

2

, λj =

4
2

[(2j + 1)π]2
,

j = 0, 1, 2, . . . , ‖ϕ̃j‖2L2[0,�] =



2

���$$�



��������	 
�������� ��������� �����	� ���

����� ���	
� ������ ϕj(t) =
√

2/
 · ϕ̃j(t) � �������������� ���� �� �������� ����
������� ��� ��!����"

Ξt =
2
√

2


π

∞∑
j=0

sin (2j+1)πt
2�

(2j + 1)
Φj , t ∈ [0, 
], �����


�� Φj ∈ L(H, L2(Ω)) � Φ∗rΦj = δrjA�
#��������$ %� ���� �� �����
 ��� ��� �������� !���������&� ���� ��'� ��

������� � [0, 
] (����� g(t) = min(t, s) ��� ������ s� )��� ��������$ %�

R(t, s) =
8


π2

∞∑
j=0

sin (2j+1)πt
2� sin (2j+1)πs

2�

(2j + 1)2
A,

������ *���� ������� � � ��+	 ������� ��� ��!����" �����
�

������� �	�	 ,�-�. Ξt$ t ∈ [0, 
]$ ���������. ������ � H � ���� "��.�� "����

R(t, s) = 
−1[
 min(t, s)− ts]A, A ∈ B+(H).

)��� Ξ0 = Ξ� = 0 � ������ Ξt �������&�" ���-����*�� ������� � [0, 
]� /� �
Ξt 0����� � � &���� �������$ �� �� !������&��. ������� 1�� 
 = 1 !������&��.
������ Ξt ���� ������� "� ������ Wt − tW1$ �� Wt 2 ������ !������&��0� ��-�
� [0, 1]

3��0�� &�. �������� � "���� 
−1[
 min(t, s)− ts] ��� ������� � ���- (����.
� ��*�& ���4	


ϕ̃j(t) = sin
jπt



, λj =

π2j2


2
, ‖ϕ̃j‖2L2[0,�] =




2
, j = 1, 2, . . . . ����+


)��� �� �������� ���� �����$ %�

Ξt =

√
2


π

∞∑
j=1

sin jπt
�

j
Φj, t ∈ [0, 
], �����


R(t, s) =
2


π2

∞∑
j=1

sin jπt
� sin jπs

�

j2
A, ����4


�� Φj ∈ L(H, L2(Ω))$ Φ∗rΦj = δrjA�

������� �	
	 ,�-�. Ξt$ t ∈ [0, 1] ���������. ������ � H � ���� "��.�� "����

R(t, s) = e−|t−s|A, A ∈ B+(H). ����5


Ξt ������� ������� ���0� &��� �������� ��'��.�67 �!��� � H � 8�%� ���6
0 "���� Ξt � R = (−∞,∞)$ �� �� � ���������� �������� ��� ����� EΞt = m =
const � ����� "� ���0�� &� ��!����"

Ξt =
∫
R

eiλt Φ(dλ), t ∈ R,

�� Φ � L(H, L2(Ω))6��*�� ����0�� &�� ����� 9���� � R � � " !��� &���-
���� Δ1, Δ2 ⊂ R

Φ∗(Δ1)Φ(Δ2) =
(

1
π

∫
Δ1∩Δ2

dλ

1 + λ2

)
A.

3��0�� &�. �������� � "���� e−|t−s|$ t, s ∈ [0, 1] ��� � ��� (����� ϕ̃j � ��*�6
" λj ��0 "�� ����$ ��� ��5	


ϕ̃j(t) = sin αjt + αj cosαjt, λj =
1 + α2

j

2
,



��� �� �� ����	
����

�� αj � ������ ��	�
��
 2 ctg α = α− 1
α � �� �����

‖ϕ̃j(t)‖L2[0,1] = c2
j sin2 αj , c2

j =
3
4
− 1

4αj
+

αj

4
+

α2
j

2
.

���� ��� ����� �������

Ξt =
∑

j

⎛
⎝
√

1 + α2
j√

2cj sin αj

⎞
⎠ (sin αjt + αj cosαjt)Φj , t ∈ [0, 1], ������

�� Φ∗rΦj = δrjA�

������� �	
	 �� �! Ξt 	"����	� "��� 	 "������� H �� n#	������� "�������"�#
"��� Mn

� = ×n
r=1[0, 
r]$ 
 = (
1, . . . , 
n) � �����
��!�� 
����

R(t, s) =

(
n∏

r=1

min(tr, sr)

)
A = k(t, s)A, A ∈ B+(H), ����%�

�� t = (t1, . . . , tn)$ s = (s1, . . . , sn)� ���� Ξt$ t ∈ Mn
� ��� ����&������� n#	����� "�#

���� � ��� 	��� � &����	� � �����	� ��������$ �� �����"��������
 
 � ���&�������
"��� '����	�#(����� 	 H �

'���� �����"�����	�� ��������� 
��� k(t, s) ����&�����! �"������$ )� 	��"�#
	���� !���$ ��� 	����� *�����+ �� ���,���
 	&�
��

ϕ̃j(t) =
n∏

r=1

sin
(2jr + 1)πtr

2
r
, λj =

n∏
r=1

4
2
r

[(2jr + 1)π]2
, ‖ϕ̃j(t)‖2 =


1
2 . . . 
n

2n
,

�� ����������� j = (j1, . . . , jn) ∈ Zn
+ �Z+ � ������ ��� ��	��-��� ,����$

�&���� � ����������� "������ ����
.��� �� �������/ ��� ����� ���! �������

Ξt =
(2
√

2)n
√


1 . . . 
n

πn

∑
j∈Zn

+

(
n∏

r=1

sin(2jr + 1)πtr/2
r

(2jr + 1)

)
Φj , t ∈Mn

� , ����0�

�� Φ∗i Φj = δijA�

������� �	�	 �� �! Ξt$ t ∈Mn
� 	"����	� "��� 	 H � �����
��!�� 
����

R(t, s) =

(
n∏

r=1


−1
r [
r min(tr, sr)− trsr]

)
A, A ∈ B+(H). ����1�

2 ����1� �����$ )� Ξt = 0 "� t ∈ ∂Mn
� ���� ∂Mn

� � ���� "�������"�"��� Mn
� ��

3� ��� "�����	� ���	�� "��� Ξt 4��� ���,��/ �������/5 �� Mn
� "� n ≥ 3 �

4��� ���,�� "����������5 "� n = 2� 2������	�/, �����	���
 "���6�� �� � $
)� ��	����
 	 "������ ���7� � �����$ �� 	�� �	���
� "������ ���� ����� �������

Ξt =
(2)n/2

√

1 . . . 
n

πn

∑
j∈Nn

(
n∏

r=1

1
jr

sin
2jrπtr


r

)
Φj , t ∈Mn

� , ������

�� Φ∗i Φj = δijA � N � ������ ��������� ,����

������� �	�	 �� �! Ξt$ t ∈ R$ 	"����	! "����� 	 H � �����
��!�� 
����
	&�
��

R(t, s) = k(t− s)A, A ∈ B+(H),

�� k(t) � ��!��� ��"����	�� ������� 	���,��� *�����
� 8�)� EΞt = const$ ��
"����� Ξt � ���6�� ������������ 9��&�
���� "����� Ξt �� �����,���� 	�������
[−π, π]$ �� ����&�����! �"������ K � 
���� k(t− s) ��� 	����� ���,���
 λn = πan$



��������	 
�������� ��������� �����	� ���

an = 1
π

∫ π

−π
k(t) cosnt dt� n = 0, 1, 2, . . . � �������� λn� n ≥ 1 	 
�������� ��� ��
���

��
���� 
�� ������� ��������� ������ ������ cosnt � sinnt� n ≥ 1� � λ0 ��
����
�	
������ ������ ϕ0(t) ≡ 1  
��� !"#$%� &�
� �'�
�� �  (�)% ��	 ����� �����
 *��+	 �
����
����� ����'���������� ������	����� ��'��
�

Ξt =
√

a0

2
Φ0 +

∞∑
n=1

√
an

(
Φ1

n cosnt + Φ2
n sin nt

)
.  (�((%

������� �,� k(t) = cos2 t� �� �������� K ��	 ��������� ������ �������� λ0 = π�
λ2 = π

2 � ��
����
���� �������� �������� ϕ0(t) = 1� ϕ1
2(t) = cos 2t� ϕ2

2(t) = sin 2t�
-��� �����
  (�((% ��� ���	 ����� � ����. �������

/ ������� 00 ��1��� �� ���'������ 1���2 ��'����� �����
� ����
���. ������

��'�'� ����
��
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