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T
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���'� (��	� ��� f(y, ξ, β) =

f(y|λ)� λ = eβ0+β1ξ� (����������� �� ��
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 ���
	�� ξ ��
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��� ��
! a ∈ R Eeaξ <∞� *����

Eβy = EEβ(y|ξ) = E
1
λ

= Ee−β0−β1ξ = e−β0Ee−β1ξ,

Dβy = EDβ(y|ξ) + DEβ(y|ξ) = E
1
λ2

+ D
1
λ

= Ee−2β0−2β1ξ + De−β0−β1ξ

= e−2β0
(
2Ee−2β1ξ − (Ee−β1ξ)2

)
.
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T (q, u) =
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u1−q−1
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lnu, ���� q = 1�
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S(q)(y, ξ, β) =
∂

∂β
T (q, f(y, ξ, β)) = f−q ∂f

∂β
= eλy(q−1)λ1−q(1− λy)(1; ξ)T .
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β̂n = argmax
β∈Θ

n∑
i=1

ln(f(yi, ξi, β)),

�
 β̂n =
(
β̂0,n, β̂1,n

)T
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Eb

[
S

(q)
C (y, x, β)

∣∣y, ξ] = S(q)(y, ξ, β). &8'
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S
(q)
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Eb [h(y, x)|y, ξ] = f−q ∂f

∂β
= eλ(q−1)y ·

(
λ1−q − λ2−qy

)(
1
ξ

)
=

( ∞∑
n=0

λn−q+1(q − 1)nyn

n!
−

∞∑
n=0

λn−q+2(q − 1)nyn+1

n!

)(
1
ξ

)
,


��

�� λ = eβ0+β1ξ	 ��������� �������� ������������ 
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h(y, x) =
∞∑

n=0

(q − 1)nyn

n!

(
ϕn(x)
ψn(x)

)
−

∞∑
n=0

(q − 1)nyn+1

n!

(
ϕn+1(x)
ψn+1(x)

)
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E [ϕn(x)|ξ] = λn−q+1 = e(β0+β1ξ)(n−q+1), 
%�

E [ψn(x)|ξ] = λn−q+1ξ = e(β0+β1ξ)(n−q+1)ξ. 
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rnx	

,�����+�� E
(
ern(ξ+δ) · Cn|ξ

)
= Cne

rnξEernδ = ean+rnξ) ������ Cn =
(
Eernδ

)−1
ean 	

'�����+��) -� δ ∼ N (0, σ2
δ )	 . �����"�� E exp(rnδ) = exp

(
r2nσ

2
δ/2

)
��+��

Eδ exp(rnδ) =
d

drn
E exp(rnδ) = rnσ

2
δ exp

(
r2nσ

2
δ

2

)
.

.���"�

ϕn(x) = Cne
rnx =

e(β0+β1x)(n−q+1)

Eeβ1(n−q+1)δ

= exp
(

(β0 + β1x)(n− q + 1)− β2
1σ

2
δ (n− q + 1)2

2

)
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ψn(x) = ernx(C1,n + C2,nx) = −e
an+rnxEδernδ − xean+rnxEernδ

(Eernδ)2

=
e(β0+β1x)(n−q+1)

Eeβ1(n−q+1)δ

(
x− Eδeβ1δ(n−q+1)

Eeβ1δ(n−q+1)

)
= (x− β1(n− q + 1)σ2

δ ) exp
(

(β0 + β1x)(n− q + 1)− β2
1σ

2
δ (n− q + 1)2

2

)
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S
(1)
C (y, x, β) =

(
ϕ0

ψ0

)
− y

(
ϕ1

ψ1

)
=

⎛⎝ 1− y exp
(
β0 + β1x− β2

1σ2
δ

2

)
x− y(x− β1σ

2
δ ) exp

(
β0 + β1x− β2

1σ2
δ

2

)⎞⎠ .
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∑n
i=1 SC(yi, xi, β, qn) = 0! � ��
 � qn → 1 �
� n→∞!

�� (
S1(yi, xi, β, qn)
S2(yi, xi, β, qn)

)
= SC(yi, xi, β, qn) = S

(qn)
C (yi, xi, β).
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Sn(β) =
1
n

n∑
i=1

SC(yi, xi, β, 1),

Φn(β) =
1
n

n∑
i=1

(SC(yi, xi, β, qn)− SC(yi, xi, β, 1)) .
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����� 
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Eby
neβ1ξ = EEb

(
yneβ1ξ | ξ) = E

eβ1ξn!
λn(b0, b1)

= n! e−b0nEe(β1−b1n)ξ, &7'

Ebye
β1ξ = EEb

(
yeβ1ξ | ξ) = E

eβ1ξ

λ(b0, b1)
= e−b0Ee(β1−b1)ξ,

Eby|ξ|eβ1ξ = EEb

(
y|ξ|eβ1ξ | ξ) = E

|ξ|eβ1ξ

λ(b0, b1)
= e−b0E|ξ|e(β1−b1)ξ,

Ebyξ
2eβ1ξ = EEb

(
yξ2eβ1ξ | ξ) = E

ξ2eβ1ξ

λ(b0, b1)
= e−b0Eξ2e(β1−b1)ξ,

Eeax = Eeaξ+aδ = Eeaξe
a2σ2

δ
2 ,

Exeax = EξeaξEeaδ + EeaξEδeaδ =
(
Eξeaξ + aσ2

δEeaξ
)
e

a2σ2
δ

2 .

��6���� 
! "
 δ ∼ N (0, σ2
δ )� 8 
���
��� E exp(rnδ) = exp

(
r2nσ

2
δ/2

)
 �� 


Eδ2 exp(rnδ) =
d2

dr2n
E exp(rnδ) = (r2nσ

4
δ + σ2

δ ) exp
(
r2nσ

2
δ

2

)
.
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���� Ex2eax =
(
Eξ2eaξ + 2aσ2

δEξeaξ + (a2σ4
δ + σ2

δ )Eeaξ
)
exp(a2σ2

δ/2)� ��� �	
����� �	

���	����� �����
	��� ��������� ������ � ���
�� � ������� ����

���������� ���
� � ���� ���� ���  � SC(yi, xi, ·, 1) ∈ C1(Θ) �	!"� �	��
��� 
�

���
	# � 
������ $�#% 
�����
&���$�%' �	��"����( �� ��	�� C1(Θ) ���	�	#�  � ��

�����
�	 ��&����$�!�
	����( 
�����#�(�� �	 �����! 
�������! ���"����  � ������(

Θ� ����� 

����� ����� 
 R
2) ‖z‖ = |z1|+ |z2|� z ∈ R

2� *+��"��� �	������ �	���	


����� �����
	���� 
��������
���� ���	��"����( ξ �	 δ� ����	�(��! �������� δ �	

����
����( E|δ|eβ1δ ≤ σδe
β2
1σ2

δ � ��	 
����
	# � ����
����� ,�-�./
	�$	)

Eb‖SC(y, x, β, 1)‖ = Eb

∣∣∣∣1− y exp
(
β0 + β1ξ + β1δ − β2

1σ
2
δ

2

)∣∣∣∣
+ Eb

∣∣∣∣ξ + δ − y (ξ + δ − β1σ
2
δ

) · exp
(
β0 + β1ξ + β1δ − β2

1σ
2
δ

2

)∣∣∣∣
≤ 1 + exp

(
β0 − β2

1σ
2
δ

2

)
Eeβ1δEbye

β1ξ + E|ξ|+ E|δ|

+ exp
(
β0 − β2

1σ
2
δ

2

)(
Eeβ1δEby

(|ξ|+ |β1|σ2
δ

)
eβ1ξE|δ|eβ1δEbye

β1ξ
)

≤ 1 + E|ξ|+ E|δ|

+ eβ0−b0

(
E|ξ|e(β1−b1)ξ +

(
1 + σδ exp

β2
1σ

2
δ

2
+ |β1|σ2

δ

)
Ee(β1−b1)ξ

)
.
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��	�� 
 ��	
�! �	����� ����
����� �	 ���
�� � ������� ��� �+��"��� �
��0��

�	��� ������ Eb‖SC(y, x, β, 1)‖ <∞�
1 ���
� 2 ���� ��� &���$��

S∞(β, b) := EbSC(y, x, β, 1) = EbS
(1)
C (y, x, β) = EbEb

(
S(1)(y, x, β) | y, ξ

)
= EbS

(1)(y, ξ, β) = Eb(1− λ(β)y)(1; ξ)T = E

(
1− λ(β)

λ(b)

)
(1; ξ)T

= E (1− exp(β0 − b0 + (β1 − b1)ξ)) (1; ξ)T

�������
�	 �� β = (β0;β1)
T
�	 Θ�

3���
����� ���
� � ���� ���� 4	���$� 5��+�

∂S
(1)
C (y, x, β)
∂βT

= y exp(β0+β1x−β
2
1σ

2
δ

2
)
( −1 −(x− β1σ

2
δ )

−(x− β1σ
2
δ ) (σ2

δ − (x− β1σ
2
δ )2)

)
= (aij)2i,j=1

# 2× 2
�	���$��
6����� 
��������
�
	�� �	������ ����� ‖A‖ =

∑2
i,j=1 |aij |� *+��"��� �	���	


����� �����
	��� ����� $�#% �	���$� �
��0�� 
��������
���� ���
� � ������� ���)

Eb

∥∥∥∥∥∂S(1)
C (y, x, β)
∂βT

∥∥∥∥∥
≤ exp

(
β0 − β2

1σ
2
δ

2

)
Eby

(
1 + 2|x|+ 2|β1|σ2

δ + σ2
δ + 2x2 + 2β2

1σ
4
δ

)
eβ1x

≤ eβ0−b0

(
2E|ξ|e(β1−b1)ξ

+
(

1 + 2|β1|σ2
δ + 5σ2

δ + 6β2
1σ

4
δ + 2σδ exp

β2
1σ

2
δ

2

)
Ee(β1−b1)ξ

+ Eξ2e(β1−b1)ξ

)
<∞.



����������	 T (q)
����
����� ������ ���

��������	� 
	��
 � ��	
 ���� ����
�� �����

∂S∞(β, b)
∂βT

= −eβ0−b0

(
Ee(β1−b1)ξ Eξe(β1−b1)ξ

Eξe(β1−b1)ξ Eξ2e(β1−b1)ξ

)

� �
	���
�����

V :=
∂S∞(β, b)
∂βT

∣∣∣∣
β=b

=
∂S∞(b, b)
∂βT

� ���
�� !��� 	���
��" �� ## �
�����
� �� �������$�� �� % ������ �� 
	��
 � ���&
��	
 ���'

det
∂S∞(b, b)
∂βT

=
∣∣∣∣ 1 Eξ
Eξ Eξ2

∣∣∣∣ = Dξ �= 0.

(�� )�������
 
	��
 * ��	
 ��� ����+�!�	� �
���	
 ������$ �� ����� β'

S∞(β, b) = 0,

��� {
1− eβ0−b0Ee(β1−b1)ξ = 0,
Eξ − eβ0−b0Eξe(β1−b1)ξ = 0.

��,� β = b" �� � S∞(b, b) = 0�
-�
)
��
	�" ,� ���
� ���� β �= b" ,� S∞(β, b) = 0" )�����
	� f(β) = S∞(β, b)�

��������	� g(t) = (f(tb + (1 − t)β), b− β)" �� � �� )�
)
,����	 g(0) = g(1) = 0� .�
�����	�� ����� ���
� ���� τ ∈ (0, 1)" ,� g′(τ) = 0 �

(b − β)T

(
∂S∞(β, b)
∂βT

∣∣∣∣
β=b̄

)
(b− β) = 0, /�%0

 � ����� b̄ �����1����� �� �� ����
 � �����	
 b � β� . ���������� 2�1� �
)�
���" ,�(
Eξe(β1−b1)ξ/2e(β1−b1)ξ/2

)2

≤ Eξ2e(β1−b1)ξEe(β1−b1)ξ,

��� �


det
∂S∞(β, b)
∂βT

≥ 0.

3
� ���)��� � �
���
��$�� ������ ���������$" ��

ξe(β1−b1)ξ/2

e(β1−b1)ξ/2
= ξ

�� � ������ ���
�
��� ������ �� 
	��
 � �����	
 ���� .�� �
" �
���
����
��
 ��
&
����4 5
�$������" ��������� ���
	��	�" ,� 	���
��

∂S∞(β, b)
∂βT

∣∣∣∣
β=b̄

�� +�	�� �
�������  ��  �� ���6 b ∈ Θ" �� � )�
6� 
	�  � �
)��������� � �����&
��� /�%0�

3��
	 �
��	" �������� S∞(β, b) = 0 	�� � 
�
4 ����+���� �� Θ� 2��	 ����"
S∞(β, b) = 0 �� � � ���$�
 �� �" ���
 β = b�



��� �� �� ����	
��

��������	� 
	��
 � ��	
 ���� ��� ����� ��� �������
� �� supβ∈Θ |Φn(β)| P1−→ 0�
����
	�

‖Φn(β)‖ ≤ 1
n

n∑
i=1

‖SC(yi, xi, β, qn)− SC(yi, xi, β, 1)‖

≤ 1
n

n∑
i=1

2∑
k=1

sup
qn≤γn≤1,β∈Θ

∣∣∣∣∂Sk(yi, xi, β, γn)
∂q

∣∣∣∣ |qn − 1| ,

|qn − 1| · 1
n

n∑
i=1

2∑
k=1

sup
1−δ̃≤γ≤1,β∈Θ

∣∣∣∣∂Sk(yi, xi, β, γ)
∂q

∣∣∣∣→ 0, n→∞.

�
	����	�� ��� ��� ������� k = 1, 2 ∃δ̃ > 0:

Eb sup
1−δ̃≤γ≤1,β∈Θ

∣∣∣∣∂Sk(yi, xi, β, γ)
∂q

∣∣∣∣ <∞.
�
�������  !
 S

(q)
C (y, x, β) �� q� ���
	��	� ������� ��� ���"��� ��	������


#k = 1$%

∂S1(y, x, β, q)
∂q

=
∞∑

n=0

(q − 1)nyn+1

n!
exp

(
(β0 + β1x)(n− q + 2)− β2

1σ
2
δ (n− q + 2)2

2

)

+
∞∑

n=0

(q − 1)nyn

n!
(−β0 − β1x+ β2

1σ
2
δ (n− q + 1)

)
× exp

(
(β0 + β1x)(n − q + 1)− β2

1σ
2
δ (n− q + 1)2

2

)
−

∞∑
n=0

(q − 1)nyn+2

n!
exp

(
(β0 + β1x)(n− q + 3)− β2

1σ
2
δ (n− q + 3)2

2

)

−
∞∑

n=0

(q − 1)nyn+1

n!
(−β0 − β1x+ β2

1σ
2
δ (n− q + 2)

)
× exp

(
(β0 + β1x)(n − q + 2)− β2

1σ
2
δ (n− q + 2)2

2

)
.

&���
	� x ≤ |x| ≤ |ξ|+ |δ|� |β0| ≤ C0� |β1| ≤ C1 ��

E sup
|β1|≤C1

exp
(
−β

2
1σ

2
δ (n− q + 1)2

2
+ β1(n− q + 1)|δ|

)
≤ E sup

|β1|≤C1

exp
(
−β

2
1σ

2
δ (n− q + 1)2

2
+ β1(n− q + 1)δ

)
+ E sup

|β1|≤C1

exp
(
−β

2
1σ

2
δ (n− q + 1)2

2
− β1(n− q + 1)δ

)
≤ 2E sup

|β1|≤C1

exp
(
−β

2
1σ

2
δ (n− q + 1)2

2
+ |β1|(n− q + 1)δ

)
.



����������	 T (q)
����
����� ������ ���

�� ������	
� � �

� ��� 	� δ = σδτ � �
 τ ∼ N (0, 1)� ��������	� �
������	�

E sup
|β1|≤C1

exp
(
−β

2
1σ

2
δ (n− q + 1)2

2
+ |β1|(n− q + 1)δ

)
≤ C1σδ(n− q + 1)

√
2
π

+ 1,

E sup
|β1|≤C1

|δ| exp
(
−β

2
1σ

2
δ (n− q + 1)2

2
+ |β1|(n− q + 1)δ

)
≤ C2

1σ
3
δ (n− q + 1)2√

2π
+ C1σ

2
δ (n− q + 1) + σδ

√
2
π
.
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�
�
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�� �	��
�'
� �����
����	�

Eb sup
1−δ̃≤q≤1,β∈Θ

∣∣∣∣∂S1(y, x, β, q)
∂q

∣∣∣∣ .
��(���'
� δ̃ 	��� )�(

δ̃ < exp(b0 − |b1|K − C0 − C1K). �""�

*����#���� �� �
�+�#� ��
���
�	� �,���'	��& ���#�� ��
���
�	

∂S2(y, x, β, q)
∂q

.

-��#�&�

� �
��� . �

� ��"�
/
0�� n01 	���� ��

�� )� ��� ���0 n ≥ n0 ������'	��& qn ≥ 1− δ̃� �
 δ̃ ��������$

�&' �""�� 2�'
�

sup
n≥1

sup
β∈Θ

∥∥∥∥∂Φn(β)
∂βT

∥∥∥∥ ≤ sup
n≥n0

1
n

n∑
i=1

sup
β∈Θ;1−δ̃≤q≤1

∥∥∥∥ ∂

∂βT

(
SC(yi, xi, β, q)− SC(yi, xi, β, 1)

)∥∥∥∥
+ sup

n<n0

1
n

n∑
i=1

sup
β∈Θ

∥∥∥∥ ∂

∂βT

(
SC(yi, xi, β, qn)− SC(yi, xi, β, 1)

)∥∥∥∥ .
3������

sup
n<n0

1
n

n∑
i=1

sup
β∈Θ

∥∥∥∥ ∂

∂βT

(
SC(yi, xi, β, qn)− SC(yi, xi, β, 1)

)∥∥∥∥
�����
���� 
���

-��#�&�

�(
∂

∂βT
SC(y, x, β, q)− ∂

∂βT
SC(y, x, β, 1)

)
11

=
∞∑

n=0

(n− q + 1)(q − 1)nyn

n!
exp

(
(β0 + β1x)(n − q + 1)− β2

1σ
2
δ (n− q + 1)2

2

)

−
∞∑

n=0

(n− q + 2)(q − 1)nyn+1

n!
exp

(
(β0 + β1x)(n− q + 2)− β2

1σ
2
δ (n− q + 2)2

2

)
+ y exp

(
β0 + β1x− β2

1σ
2
δ

2

)
.
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��& ����

	�� 	��
� &�
 �����	�'
� ������ ��& λ�



��� �� �� ����	
��

����������	
� �������
��
�
� �� ��� ���� k, l = 1, 2

E sup
β∈Θ,1−δ̃≤q≤1

∣∣∣∣( ∂

∂βT
SC(yi, xi, β, q)− ∂

∂βT
SC(yi, xi, β, 1)

)
kl

∣∣∣∣ <∞,
�� �����	� (

∂

∂βT
SC(yi, xi, β, q)− ∂

∂βT
SC(yi, xi, β, 1)

)
kl

�	������
�
 � k��� �
��� � � l��� ��������� ������� 2× 2� ����

sup
n≥1

sup
β∈Θ

∥∥∥∥∂Φn(β)
∂βT

∥∥∥∥ <∞ ��	�

��� ����� ���� ��� ��������	�� � ����� �		
 ������ !�� �� !�" ����	�#�
�
 ��
����# ����

$� ��������

%������
�
 �����	����� ��������	� �����
 � 	�����
	� ���������	�# ����&��#
�����#��		
� '���������
�
� �� ��������
 σ2

δ ����&�� �����#��		
 ������� (�&
���	��� 	�������) �������� b = (b0; b1)T � ��&�����	� ��������	� T (q)�����*��	�
���	��� +�����	� ������	� ����� ,, ����*�, ��	�����	�	����� +����� �� 	� 	���*��
���
 �����&��� ����� ��	�����	�	���� � ������� ����������	� 	�����
	���
 ���	���
-���� ��
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�� ���

��

���� ��� 34�56� ����� (Ω,F ,P) � ��	
����
��� ��	
���� Θ � �	������� �����	���

�� R
m� ��	
���������
� ��������� 	����	
	 �	��	������ 
 R

k 
�����	
� 
���	��

Zi� i = 1, . . . , n� �	��	��� ���� �������� 
�� β ∈ Θ� ��� �����	 !	����
	 "#��

�$� q : Θ × R
k → R

m �	�������	 Sn(β) = 1
n

∑n
i=1 q(β, Zi)� β ∈ Θ� ����� �
�����

���%���� ��������� β �	��
��& b� ���%	�# b & 
�#���'��	� �	%�	� Θ�

����� 
��	�#���
� ��
�#��� #�	
�(

�� q(·, Z) ∈ C1(Θ) ����� ����
�	) Eb‖q(β, Z)‖ <∞� β ∈ Θ�

"� *#��$�� S∞(β, b) := Ebq(β, Z) �������
�� �	 β �� Θ�

7� Eb

∥∥∂q(β, Z)/∂βT
∥∥ <∞� β ∈ Θ�

!� V := ∂S∞(β, b)/∂βT
∣∣
β=b

� ��
��	����� �����$��

$� S∞(β, b) = 0� β ∈ Θ� �	�� � ������ �	��� �	�� β = b�

����� 
�����	
� 
���	��"#��$� Φn(β) = Φn(β, ω)� n ≥ 1� �� ���%������ 
 R
m

���	
	������� #�	
�(

�� ��� 

�� β ∈ Θ( Φn(β) → 0 � ��	
����
�� 1 ��� n → ∞� Φn(·) ∈ C1(Θ)
����� ����
�	�



����������	 T (q)
����
����� ������ ���

�� supn≥1 supβ∈Θ

∥∥∥∂Φn(β)
∂βT

∥∥∥ <∞ ����� ������	


�	�
 ����� �
��� �������
 �����������

�� �����	� 
���� �	�����	� 	�
�	��	�	 �
������ Sn(β) + Φn(β) = 0� β ∈ Θ�

�� 	�
��� β̂n ��������� β� � � ��	! �����	� �"�	������� Sn(β̂n)+Φn(β̂n) = 0�
� ���	�	 �	��"������	�


���� ���� #�$�� τ ∼ N (0, 1)
 �	�
 ����� �
��� �
��	��


E sup
|b|≤C

exp
(
−b

2

2
+ bτ

)
= C

√
2
π

+ 1,

E sup
|b|≤C

|τ | exp
(
−b

2

2
+ bτ

)
=

C2

√
2π

+ C +

√
2
π
.

%	�������  ��" 6.2
 ���	 |t| ≤ C
 �	

sup
|b|≤C

exp
(
−b

2

2
+ bt

)
�	
������
� ��� b = t
 � ��� |t| ≥ C ��� |b| = C� �	�������	

E sup
|b|≤C

exp
(
−b

2

2
+ bτ

)
=

1√
2π

∫ ∞

−∞
exp

(
− t

2

2

)
sup
|b|≤C

exp
(
−b

2

2
+ bt

)
dt

=
1√
2π

∫ C

−C

exp
(
− t

2

2

)
sup
|b|≤C

exp
(
−b

2

2
+ bt

)
dt

+
1√
2π

∫ −C

−∞
exp

(
− t

2

2

)
sup
|b|≤C

exp
(
−b

2

2
+ bt

)
dt

+
1√
2π

∫ ∞

C

exp
(
− t

2

2

)
sup
|b|≤C

exp
(
−b

2

2
+ bt

)
dt

=
1√
2π

∫ C

−C

exp
(
− t

2

2
− t2

2
+ t2

)
dt+

1√
2π

∫ −C

−∞
exp

(
− t

2

2
− C2

2
− Ct

)
dt

+
1√
2π

∫ ∞

C

exp
(
− t

2

2
− C2

2
+ Ct

)
dt

= C

√
2
π

+ 1.
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