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Abstract. There are well-known for �1 results of maximum asymptotic stability of independent
random variables on q-concave Banach ideal spaces that are being generalized at work. And also one
theorem of maximum relative asymptotic stability is being obtained.
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1 � �������� ��
���� F (x)� ξi ���������

�
�� ξ� zn = max1≤i≤n ξi�
����� � ! 
"������"� (zn) ����"� "����� #���� ��
���� �#����� $�! �"���

�	"��� 
"������"� (an) ����� ! 
�	 n → ∞
zn

an
→ 1 #��� ���

� ���
����� (zn) "����� #���� $�! 
�	 n → ∞
zn − an → 0 #��� �%�

&� � ���"	���� �'�� (� )� *������� +�, �	�����" �'����"� �"��'��� � �	�-
����	� ������� ��	����� ��$ �	�����$ �"	#
��	��	� "
������.�� ���� �%� � R

1

���� �'�� ���#� ��	�� +%� /,�0 1�$� ������ �'�� 
 �'���"�� � �	�����	�
������ #�"�	� "$ � �+/,��

2 ����� �'�� "���	� "$ ������ ��	#��	 "
������.���$ ���� �%� � ��"�������-
�	#���#� �	
�����

3�$��$ #��"	#�#� ��� �' '�� .� �	
����	� ���#����� ������ #�� '��	 ���-
���� � '�����	� 1������ +4,� )���	�	# 
�	����# '������ 1����	 � '������ ���-
�� �	� 
�"��� �(53� +6,� (53 7 �� '������ 
�"��� B �	#���	� ������� �� �	#��-
�#� 
�"��� (T, Λ, μ)� μ 7 σ-"��������� σ-��	�	��� � �����8�#�� #���� ��$ $�1
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����� B � ��	 
 ����� ‖ · ‖ � ������� | · |� X � ���� 
������ �� ������������
������ (Ω, A, P) �
 
��������� � B� Xi � ��
������ ����� X � Zn = max1≤i≤n Xi� �
�����

X = {X(t), t ∈ T }, SX = {σ(t), t ∈ T },
X(t) = σ(t)X̃(t) ��� ���� t ∈ T

 !"

� ��� ���� t ∈ T

P(X̃(t) < x) = P(ξ < x) = F (x),

��#�� �������$�%��� &� ��� ���� t X(t) �� X̃(t) ����
'��� �
�(��%����� ���������)��%  *"�  +" ��� ��	 
���)��%�� ���,

lim
n→∞

∥∥∥∥Zn

an
− SX

∥∥∥∥ = 0 ����,  -"

lim
n→∞ ‖Zn − anSX‖ = 0 ����  ."

/��� 
#������� 
� ����� �  -"�  ." �� ���������� ����� �������� 
#������%
����������

��(���$��� &� ������������% ��������� (xn) #�������� (���� B ��
���$�%�� 01

#����� �� �������� x� x = o-limn→∞ xn� ��&� ����$ ���� ������������% (vn)� &�
|x − xn| < vn � vn ↓ 0� ��#�� v1 ≥ v2 ≥ . . . � infn≥1 vn = 0  2.� 34"�

����5��� (���� B ��
���$�%�� q1�(������ 1 ≤ q < ∞� ��&� ��� ������ ������
D(q) = D(q)(B) ������$�%�� ��������%( n∑

i=1

‖xi‖q

)1/q

≤ D(q)

∥∥∥∥∥
( n∑

i=1

|xi|q
)1/q

∥∥∥∥∥ .

	�������� τ(F ) = sup(x : F (x) < 1)�

ϕ(y) = inf
(

x ≥ 1:
1

1 − F (x)
≥ y

)
,

an = ϕ(n) = inf
(

x ≥ 1: F (x) ≥ 1 − 1
n

)
.  3"

6��� #����� �������� &� F (x) ��������� 
������� 7���8�� � τ(F ) = ∞�

������� ���� ����� X � ��	�
����� ������ �� ���������� � q��������� ��� B�

1 ≤ q < ∞� ���� ��������� !� � ����
�  !"� ϕ(y) 	��� �� ����"�� !� �� ��!����

�����!��� an � ��
��� !� �����!�"  3"# $�%� ������"� !� �����&

∃t0 :
∫ ∞

1

1 − F (x)
x [1 − F (x/t0)]

dx < ∞  9"

∀t0 > 1:
∫ ∞

1

dF (x)
1 − F (x/t0)

< ∞,  :"

��

o-lim
n→∞

Zn

an
= SX �#�#  ;"

�

E

∥∥∥∥sup
n≥1

(Zn)+
an

∥∥∥∥q

< ∞,  *<"


� x+ = max(x, 0)� x− = max(−x, 0)#

	�
���� ���� ' ������ ������� (#( �������� !� �!��	������� !	����
��)���

��  -"#
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���������� ���	 � ������ 	
� ������� ������������ ������� �
� ��� ����� ∀t0 > 1∫ +∞

−∞

|x|q dF (x)
1 − F (x/t0)

< ∞. ����

�������� ��� ���� ������ !�" ��#������� � ���!� ������ �������" ������" ���$
����% ��& &��'� ���� �(� �� ����� ���&%  ��" ��� &� ���� �)�% �*� ���������&�

+��#������ ����,% �� � �������� lq ���� �)� ���� � ����-����� ��& ������$
�& ��.��

������� ��	� 
���� X �������� ������� �� ��������� � q��������� ����

1 ≤ q < ∞� ��� ������� �!"� � ������ �/�� an # ���� �!"� �����"�$ �(� �

�����$�!"� ����%

∃x0 :
∫ +∞

x0

xqdF (x)

1 − F
(
(xq − xq

0)
1/q

) < ∞ ��0�

∀ε > 0:
∫ +∞

1

dF (x)
1 − F (x − ε)

< ∞. ��/�

&���

o-lim
n→∞(Zn − anSX) = 0 �	�	 ��
�


������ ��	� ' ������ ������ (	) ����� �!"� �"�������� "��������*���

�� �1�	


������ ���� +�,� � ������ ������ (	) ������ ����� ��0� ������%

∀ε > 0 : lim
x→∞

1 − F (x + ε)
1 − F (x)

= 0 ��1�

�� ∫ +∞

−∞
|x|q dF (x) < ∞, ��(�

�� ��"�������"�! Zn ���� "�����$ �� ��������"�$� �����

‖Zn − anSX‖ P→ 0. ��)�

0� ��������� ���	�
� ��

2������� ������� ������ ������,��- ��#�������  R
1�

���� 	��� 
���� ψ(s) �����!�� ���"��$�� -���.�� �� ��"��������"�� � "��"� /��

������ an = ψ(n)� a1 > 0	 &��� �� m → ∞
m∑

n=1

1
an

∼ m

am
. ��*�

3��� 0�� ��#���������� ����� �# ������� 4������� �	)% �� 0% �� /00% �������
���� ��� y → ∞ ∫ y

1

dx

ψ(x)
∼ y

ψ(y)
.

5�"���% ��������

1
ψ(n + 1)

≤
∫ n+1

n

dx

ψ(x)
≤ 1

ψ(n)
,

�� #���� ��'�"�� ������ � ��*��
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���� ���� ����� ξ ����	
���� ���	���� ������ � �������� �����	��� F (x)� (ξi)
��������� ����� ξ� (αn) � �����	�� ������ �����	������� �����  � αn ↑ ∞ � αn > 0
� �����

λ(t) =
∑

αn<t

1
αn

.

!�	� ∀t0� 0 < t0 < ∞�

E sup
n≥1

ξn

αn
≤ t0 +

∫ ∞

α1t0

λ

(
t

t0

)
(1 − F (t)) dt ����

� 	�" m = med(supn≥1 ξn/αn)

E sup
n≥1

ξn

αn
≤ m

2
+

1
2

∫ ∞

α1m

λ

(
t

m

)
(1 − F (t)) dt. ����

��	
 ��� ��
������
 � ������ ����

���� ���� ����� ξ ����	
���� ���	���� ������ � �������� �����	��� F (x)� (ξi)
��������� ����� ξ# !�	� ����� ��� ������������ ����������$ ∀q� 1 ≤ q < ∞

E sup
n≥1

∣∣∣∣ ξn

an

∣∣∣∣q < ∞, ����

	� an ����������" �������� ���#

%���	���" ��� &#'# ����
��� ���
��	� !� (7) ⇒ (21)� "���
#�	�

λq(t) =
∑
aq

n<t

1
aq

n
, Mq = E sup

n≥1

∣∣∣∣ ξn

an

∣∣∣∣q
� $
���%	� �&���� (19) ��	' ��� ��' a1 = 1 1 < t0 < ∞� (
%	�

Mq ≤ t0 +
∫ ∞

t0

λ

(
t

t0

) (
1 − F

(
t1/q

))
dt. ����

)�� !� ����� �	����
&�*

aq
n ≤ t ⇔ F (an) ≤ F (t1/q) ⇔ n ≤ 1

1 − F (t1/q)
.

+�#� ����,�' aq
n �����,�� $���
% �
 ������������ $
 ��	�- ��� ��'

m =
[

1
1 − F (t1/q)

]
� t → ∞

λq(t) ∼ m

aq
m

∼ 1
t(1 − F (t1/q))

. ��.�

/$ ���� ��.� �'��'�
% !� Mq ��#� ��������- ���'�'��- ���' ��' #�0��	� 1 <
t0 < ∞ ��	����'1 ����2�
�∫ ∞

t0

1 − F
(
t1/q

)
t
[
1 − F ((t/t0)1/q)

] dt =
[

t1/q = x

t
1/q
0 = x0

]
= q

∫ ∞

x0

1 − F (x)
x(1 − F (x/x0))

dx < ∞, ��3�

!� �����
������ �	��� ����
4�
���'	� �������� �	����
&�- (21) ⇒ (7)� 4'�'�
%	�

t0 = m = med
(

sup
n≥1

∣∣∣∣ ξn

an

∣∣∣∣q)
� ���'�
%	�, �&����- ���� ��	' ���

∞ > Mq ≥ to
2

+
1
2

∫ ∞

t0

λq

(
t

t0

) (
1 − F

(
t1/q

))
dt.
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�� ������	��
�	�	 ������	����� ���� ��������� �	 	��������� 	������	�	 ��
������ �!��������� 	������	�� �������� � ���	�� ��"� �	��	 �#�  ����	����
�	$ �

��������� ���	�
� �� %�������	� �	 zn = max1≤i≤n ξi� (ξi) �������� !	�& �$�$ ξ�
(an) ������ �����' �(�$ )�	�	� �	 ���  �	� �*� ��!	� ����� �+� ����$ ,�� �$ �-./
�-#� ��	���� "$"$"0� ��  ����	����	 �!����������� �+�  �*��$

1���� ��	� ��	� �	 ∀t ∈ T

Z̃n(t)
an

→ 1 �$�$�

�� Z̃n(t) = max1≤i≤n X̃n(t)$ 2 	��� ∀t ∈ T

Zn(t)
an

→ σ(t) �$�$ ��.�

3	� �� ��	���	' 4 ��

P

(
Zn(t)
an

→ σ(t) ��5�� �!��� �� T

)
= 1 ��(�

6��  ����	���	� �	 �� � �$�$ Z ∈ B ��!�5� �	 ��� ��7 n ≥ 1

P

(∣∣∣∣Zn(t)
an

∣∣∣∣ ≤ Z(t) ��5�� �!��� �� T

)
= 1. ��#�

8��������� ��! ����� �	!�� '��� �	 ��� n ≥ 1

(Zn)+
an

≤ sup
n≥1

(Xn)+
an

,
(Zn)−

an
≤ |X1|, ��*�

2 	���

sup
n≥1

∣∣∣∣Zn

an

∣∣∣∣ ≤ V + |X1|,
��

V := sup
n≥1

(Xn)+
an

.

9������ �������� ����	���� �	 	:�!� ��#� ��� Z = V + |X1|� �!�	 ��  ����	�
���	� �	

E

∥∥∥∥sup
n≥1

(Xn)+
an

∥∥∥∥q

< ∞. ��;�

�� ��*�� ��;� ����	�������	 �������� �������� �+-� ��	���� +$+$
<	� ������� 	:�! ��;� �!	�������	�� ��	�	' �������' ,"0= ��� � �� �!	�	

�$�$ Y � ���
������  q���� �	� >�? B 1 ≤ q < ∞
(E ‖Y ‖q)1/q ≤ Dq

∥∥∥(E |Y (·)|q)1/q
∥∥∥

Dq = Dq(B) @ !	������� q���� �	��$
A���	

(E ‖V ‖q)1/q ≤ Dq

∥∥∥(E |V (·)|q)1/q
∥∥∥ ≤ Dq‖SX‖

(
E sup

n≥1

∣∣∣∣∣(X̃n(t))+
an

∣∣∣∣∣
q)1/q

< ∞. ��-�

B!�
������ ����
���

E sup
n≥1

(
(X̃n(t))+

an

)q

@ :� �����	!  �	�� �#� �� ���� �$�$
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�������� �	
�� �	� ������������ ��������� ��������� (Zn/an) � ���� ����� ����
����� � � � �����!� "#" �$%� �# &
'(�# �

���������� 	#"	 q��)����� q < ∞� ����*��� )����� ���� σ������� � σ����������
����������� �$
� �# '&(�# +���! ��)� ����� ,� ���� )����� �� !���-�� ������������
���!��.�-* l∞# /�!� q��)���-0 ��� !�1 ��������� ���������� ���!� �$%� �# &'&(�#
2 ����!� �������� �-����1���� �!�3���4��

o-lim
n→∞ xn = x ⇒ lim

n→∞ ‖xn − x‖ = 0.

+���� ���3���- "#"� "#	 ������������� �-3-����� �� �����! "#"� "#	 ����������#

&# ��������� ���	�
� ��

5�3� ��! ���� �������� ���� �3�!������� 3�!�# 6�! �� ���3��� ���0�- � 3����
������ �������7 �4���-#

���� ���� 
���� x > 0 y > 0	 ���� ��� q ≥ 1

|x − y|q ≤ |xq − yq|. �&"�

��������� ���� �	�	 5��-�� ���)3����- �-����� q > 1# 6�*�0

y ≥ x > 0, 0 < z =
x

y
≤ 1.

8���� ,� ���������� �&"� ������3����� ����0

|1 − z|q ≤ 1 − zq. �&	�

���3���!�

f(z) = 1 − zq − (1 − z)q, 0 ≤ z ≤ 1.

/��� !��-!�!�

f ′(z) = −qzq−1 + q(1 − z)q−1 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, z = 1

2 ,

> 0, 0 ≤ z < 1
2 ,

< 0, 1
2 < z ≤ 1.

/��-! �-��! .���4�� f(z) ������1 �� �������3� (0, 1
2 ) � �����1 �� (1

2 , 1)# +���! ��)�
f(0) = f(1) = 0# 9����- �����!�3�� ,� f(z) ≥ 0 ��- z ∈ (0, 1)� ����� ���������� �&	�
�������3���# �

+�����-0 !�!��� ��������� �����!-� ���:����-0 � ��������� 3�!��#

���� ���� 
���� ξ �	�	 � �������� ��������� F (x) (ξi) ��������� ���� ξ	 !�"��#

�����"$% an �����&��� �����"$� �
� zn = max1≤i≤n ξi	 '�(� �������$%"� �����

�"	� �"&� $�

E sup
n≥1

|zn − an|q < ∞. �&&�

��������� ���� �	)	 �#� ����# ;-����� q = 1# +���-���� ,� !�0�� �������

sup
n≥1

|zn − an| ≤ max
(

sup
n≥1

(zn − an)+, sup
n≥1

(an − zn)+

)
/��-! �-��! ���-�� �������-�- �4���-

E sup
n≥1

(zn − an)+ < ∞. �&<�

E sup
n≥1

(an − zn)+ < ∞. �&%�



����������	� ��
��
�� ��������� �

�������� 	�
������ ������ ����� �� �
������ an �� ������ �������������� ����

	�
������ �� ����

sup
n≥1

(zn − an)+ ≤ sup
n≥1

(ξn − an)+

� ����  ��� �!��!���! �
 ��	�������

E sup
n≥1

(ξn − an)+ < ∞.

�����! ���� �� ���!�� ����
��! � ��"������ �����	���∫ ∞

1

P

(
sup
n≥1

(ξn − an) > x

)
dx < ∞ ��#�

��!�� $%� �� &%'(��
)���!�� 
��	*� ��������	����!+ �!	�
 � ��#�

P

(
sup
n≥1

(ξn − an) > x

)
≤

∑
n≥1

P(ξn > x + an) =
∑
n≥1

(1 − F (x + an)) .

,�����-��� �� an = ϕ(n)� n ≥ 1� �� ϕ(y) �!
������ � 	������� �#�� �

1 − F (x + an) ≤
∫ n

n−1

(1 − F (x + ϕ(y))) dy.

���!� �!���∑
n≥1

(1 − F (x + an)) ≤
∫ ∞

0

(1 − F (x + ϕ(y))) dy =
∫ ∞

0

(∫ ∞

x+ϕ(y)

dF (z)

)
dy

=
∫ ∞

x+1

(∫ 1
1−F (z−x)

0

dy

)
dF (z) ≤

∫ ∞

x+1

dF (z)
1 − F (z − x)

.

)����� ������ �� ����� (12) ��
���.�� ����!�! �����	�� ��#�∫ ∞

1

(∫ ∞

x+1

dF (z)
1 − F (z − x)

)
dx =

∫ ∞

2

dF (z)
∫ z−1

1

1
1 − F (z − x)

dx

≤ C

∫ ∞

2

z dF (z)
1 − F (z − 1)

< ∞.

�� �� ��	������� ���� ������������ /���"��� ��	�����!����� �����! ��0��
1� ������ �$2(�� �	! �!������� ����! (13)

lim
n→∞(zn − an) = 0 ����

���� ��  ���3���� x > 0{
sup
n≥1

(an − zn) > x

}
⊂

⋃
n≥1

{an − zn > x, an+1 − zn+1 < x},

� �	�*���.�!� �� an ��������� 
	����.�� �������������� ��	!��-��

P

(
sup
n≥1

(an − zn) > x

)
≤

∑
n≥1

P(zn < an − x, ξn+1 > an+1 − x)

≤
∑
n≥1

Fn(an − x)(1 − F (an − x)).
��%�

4� ������ ��� ����� � � � �!����� ��	������� ����� ��	���	!�� � ��"������ ����3
�	���

I(x0) =
∫ ∞

x0

P

(
sup
n≥1

(an − zn) > x

)
dx



� �� �� ����� � �� 	� 
����

��� �����	
 x0� 1 < x0 < ∞�

I(x0) ≤
∫ ∞

x0

[∑
n≥1

Fn(an − x)(1 − F (an − x))
]

dx

=
∑
n≥1

∫ ∞

x0

Fn(an − x)(1 − F (an − x)) dx

=
∑
n≥1

∫ an−x0

−∞
Fn(y)(1 − F (y)) dy =

∫ ∞

−∞

[ ∑
n≥m

Fn(y)(1 − F (y))
]

dy

���

��

m =
[

1
1 − F (x0 + y)

]
.

���������� an − x0 ≥ y � ���
 �������� 1 − 1
n = F (an) ������������ �����

n ≥ 1
1 − F (x0 + y)

.

������	� y0 ����� �� 0 < F (y0) < 1� ����∫ y0

−∞

∑
n≥m

Fn(y)(1 − F (y)) dy ≤
∫ y0

−∞

1 − F (y)
1 − F (y0)

dy

≤ 1
1 − F (y0)

∫ ∞

−∞
|y| dF (y) < ∞.

� �

!���∫ ∞

y0

∑
n≥m

Fn(y)(1 − F (y)) dy =
∫ ∞

y0

(F (y))m+1 dy ≤
∫ ∞

y0

(F (y))
1

1−F (x0+y) dy. "#�

$������	� F (y) = 1 − F (y)� %��������&��� ���	�������	� �'����	�

(1 − x)1/x ≤ exp(−1) �� exp (−x) <
1
x

, x > 0,

(���&�	� �������� ����)��� � "#� ���∫ ∞

y0

(
(1 − F (y))

1
F (y)

) 1−F (y)
1−F (x0+y)

dy ≤
∫ ∞

y0

1 − F (x0 + y)
1 − F (y)

dy

≤ C

∫ ∞

t0

1 − F (t)
1 − F (t − x0)

dt

"*�

�� t0 = x0 + y0�
+���&�,���� ��	������ �� ����)��� � 
	��� *-� ��� q = 1 	�.�� (����(��� 


����	
 ��)�����∫ ∞

y0

y dF (y)
1 − F (y − y0)

= − y(1 − F (y))
1 − F (y − y0)

∣∣∣∣∞
y0

+
∫ ∞

y0

(1 − F (y))
1 − F (y − y0)

dy

+
∫ ∞

y0

y(1 − F (y))
(1 − F (y − y0))2

dF (y − y0).
"-�

/���� �� ���&�� ������� ������ ��	�.����� � ��
)�� ������������� ����)���
 "*��
����	 0���	 
����������� �� ��	�.������ ����)���
 *-� �������� ��� ����1

���������� �'���� �2� ��� q = 1�
��� ����� ��3�� q > 1� $���
���	� ���0���
� �� ∀k ≥ 1� ξk ≥ 0 	���� +� ��	�4 ��*

sup
n≥1

|zn − an|q ≤ sup
n≥1

|zq
n − aq

n| . "��



����������	� ��
��
�� ��������� �

���������
ξ∗k = ξq

k, a∗
n = aq

n, z∗n = max
1≤k≤n

ξ∗k,

F ∗(x) = P(ξ∗k < x) = F
(
x1/q

)
.

	
 �������� ��� ��������� ���� ����� q = 1� �����

E sup
n≥1

|z∗n − a∗
n| = E sup

n≥1
|zq

n − aq
n| < ∞,

���� �� ������� y0 > 0∫ ∞

y0

y dF ∗(y)
1 − F ∗(y − y0)

=
∫ ∞

y0

y dF (y1/q)
1 − F ((y − y0)1/q)

=
∫ ∞

t0

tq dF (t)

1 − F
((

tq − tq0
)1/q

) < ∞, ����

�� t0 = y
1/q
0 � ������ �	 
���
 ����� ���� ���	��
 ������	� �����

���	� ����� ξk �
������ ���� �  !
�	� ��
��!� ���� "# ���
!�� ���!���	���� ��$
����
���� 
���!	�!


sup
n≥1

|zn − an|q = sup
n≥1

|(zn)+ − (zn)− − an|q ≤ 2q−1

(
sup
n≥1

|(zn)+ − an|q + sup
n≥1

|(zn)−|q
)

.

����
��
# !��
� %


(zn)+ = max
1≤k≤n

(ξk)+, ��&�

	
(zn)− ≤ |ξ1|. ��'�

"# 
#�	(���) an )��
� %
 ��� �����
�� ��� ���� (ξn) �
 ���� ((ξn)+) �
����
������ an

�� #!��*����)�
+
! �# �	�����
�
 ��%� �	 ��&�,��'� 
���-�!


E sup
n≥1

|(zn)−|q < ∞, E sup
n≥1

|(zn)+ − an|q < ∞.

.� 
���� �	#
! # ���������* ���� � #	���/ *�� �
������) ��!� ���� �

��������� ���	�
� �� +���� �
����� ��
��! ��� �-� ���	-
� 0��� ��/� �
��
$
���� !�� �	��) �# �
������) ��
��!� ���� 1�� ��
! #	!���� ��������
/��� ��&� �
��'� 2 ��!
 !	�� ����
����
3

P (Zn(t) − anσ(t) → 0 !	�-� ���#� �	 T ) = 1 ��4�

�	

P (|Zn(t) − anσ(t)| ≤ Z(t) !	�-� ���#� �	 T ) = 1, ��5�

�� Z(t) = σ(t) supn≥1 |Z̃n(t) − an|�
6������� (48) ������	� �# ��# ���	��� 7�8 �	 ��
��!� 9 2����
:2!�-������ ����(��� E ‖Zn‖q ���
�����) �# q$��� �
��� ;"1 �	 
���� ���� ��$

!� ���� �

<
������) �	���� ��� �	
- =	��(�
 !�������) � �
������� ��
��!� ���� <��$
��
� #	  !
�
* (15) !	�!
3 ��� n → ∞

zn − an
P→ 0,

����� 7�8� 7�8�� :��	��� ��������
/���) �	 ���������� (16) #	2�#��( *�� �	
- � #2�$
-����� !
!����� 7583

E |zn − an|q → 0, n → ∞
> #������ �	 �	!
 ) �  ��
��!� ���� 
���- �!


E ‖Zn − anSX‖q → 0.



�� �� �� ����� � �� 	� 
����

��������� �� �������	
�� ��������� ���	������ �� ������� 
��������

F1(x) =

{
1 − exp(− lnα x), �
� x > 1,

0, �
� x ≤ 1,

�	��������� ����� � !� �"! �
� α > 1� #
� α = 1 �� ����� �� ������������ $����	%
����� �� ����	 ���! �� ����������� ��� F1(x) �
� α = 2 � q = 1�

&� '������ 
��������

F2(x) =

{
1 − exp(−xα), �
� x > 0,

0, �
� x ≤ 0,

�	��������� ����� ��&!� ��(! �
� α > q� #
� α = q ����	 ��&! �� ������������

����������

�� �� �� ������	
� ��� �� ���	��
�	��� ���	 �� 	��� ���� ����� ����� ����	����� ���� ����
�� ������� �
� �� ��������

�� �� �����
������� ��� �� 	�� ���	 
�������� �� ��	��� ����� �	�	��	���� ���� ���� !���� ��
�� ���"��� �
� �� �����##��

�� $� %&'&()*+� ������������� ! ���"�! #���"�� $%&'( ��"!)��*'( �� ������� ,-&.�
/&0� 1*2/3&� ��4��

�� 5� 6� 1&7&/� 8� 1� 9'�:/*� +"� � ����,�� &�- $�.&�( *�� )��*�( �$���&��* , /,&0

�1�2&�2 3 & (�*�2 4" �1�� ;<*=�> ?(*3�=� @& (&@<(� 2@&@A2@� �� ������� �#����"�
�� B� C� 6&D@*=*3A:� %� 9� 8/A'*3� 5,&�1��& $%&'2  & $�-� ,-&./&0� 1*2/3&� ��4��
"� E� F����� ���G ��� F� HI�J����� 6�������� 7����� �8����� !K���L��� ������ ����� ��M��
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�� E� O�P	��� � <���	 ������=���� �� ��8�� ��	����� ���� ���� !���� �� �� ���"4�� �
� ��
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