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Abstract. The sharp values for subgaussian norms of two-valued random variables are founded. The
exponential bounds for the distributions of sums of independent two-valued random variables are
studied.
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 �
��� ������ �� ���������� !����	������� �	����	� {Ω, F, P}�

�
������� ���
�
�� ξ ���
����� ������������	
� 
�"� ���!�����
 ���� �
���
a ∈ [0,∞) "� ��
 ���� λ ∈ R = (−∞,∞) �
����#���
 ��	�������

E exp{λξ} ≤ exp
{

a2λ2

2

}
.

���������� ���
�
��

τ(ξ) = inf
{

a ≥ 0: E exp{λξ} ≤ exp
{

a2λ2

2

}
, λ ∈ R

}

���
����� ������������	�
 ��������

 �
�������$ ���
�
�
 ξ� �
������� ���
�
�
�� ξ # ��������������� ���� � �����
 ���� ���
 τ(ξ) < ∞� %	
 �����

E exp{λξ} ≤ exp
{

τ2(ξ)λ2

2

}
, λ ∈ R.
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�
�
 ξ # ����	����
�
 ,E ξ = 03 E ξ2 ≤ τ2(ξ) �
�������������
! ������	� τ(ξ) # ��	��� ,������������	
� �
�

�3 �������� 
��$
�	����	 ���� �������������
� �
������
� ���
�
� Sub (Ω) # �������
� )� / 1+� 4�"�
τ2(ξ) = E ξ2 �� �
������� ���
�
�� ξ ��������� ���
�
 ������������	
��
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� �� ��� ����� 	��� �
���
�
���� 	�����		��	���� ���������� �
����� ξ1, . . . , ξn 	��������
�	� �
�����	
�

τ2

( n∑
j=1

ξj

)
≤

n∑
j=1

τ2(ξj). � !

"�� ���������� 	�����		��	���� ���������� �
����� �������
�	� 
�	���
�#������
�
�����	
�� $ %�  &� '� (� )*+ ,��� ξ ∈ Sub (Ω)� 
� ��� �	�� x > 0

P{ξ ≥ x} ≤ exp
{
− x2

2τ2(ξ)

}
, P{ξ ≤ −x} ≤ exp

{
− x2

2τ2(ξ)

}
, �'!

P{|ξ| ≥ x} ≤ 2 exp
{
− x2

2τ2(ξ)

}
.

-�
 � ���� ��������� �� exp
{− 1

0

}
= 0+

.������� #
�
������ ���		��	��� ��������� �
������ � 	�����		��	���� 
� ����
���
 // 	�����		��	���/ ����� ������
�	� � ��	�
�	���+ ������ ����+ $)� (*!� �� ��
����� P{|ξ| ≤ c} = 1� �
 c > 0� #
�
������ ��������� �
������ ξ � 0�����		���
	���� � τ(ξ) ≤ c+ 1�
 ������� 
���� ����
��� 	�����		��	���� ���� ���� ������� � /�
�������
��� ���
 ��
� 	������� �����
�+

2 ������� ' #��/ ����
� ���3�
�� 	�����		��	��� ����� #
�
������/ �
�������	���/
���������/ �
������� � � ������� ( ���3�
�� 	�����		��	��� ����� #
�
������/ ���
�����/ ���������/ �
������� 
��
� ���������/ �
������ ��� ���3��� ��4
 ��� ����
�
���+ 5������ #���� � ������� 6 �	
�����
�� 
���� ����
��� 	�����		��	���� �����
�

��	
�� 
��������� 7���#�3 ���������� � � ������� 8 �	
�����
�� 
�	���
�#������
�
�����	
� ��� ���������� 	�� ��� ���
���� 
�� � �
���
����! �������� ����������
�
�����+ 9�	���
�#������ �
�����	
� ��� ���������� 	�� �
�������	���� ����������
�
����� ���������
�	� � ������� %+ "�� 	�� �
�������	���� 
� �������� ����������
�
����� ��
����� �
�����	
� � �
���� �������� �
�����
� �
�����	
� .
��4

3�
�� $8* 
� :
7����� $ 6*+ 2 ������� & �	
�����
�� ������ �� ���� 0��� �
	����
����
����� #
�
������� �������� ���������� �
����� � 	�����		��	�����+

'+ ������� ���	�
�

;
��3 β(p) < ��
��������	� �����	
�� ��������� 
��
� ��������� �
������� ���
���3��� ����
���  
� = � ��������	
��� p ∈ [0, 1] 
� q = 1 − p� ����������+ >����
� β(p) ���
�� ��������
� ����

���� ��
��������	� �����	
�� �������� � ��
����

�

� p ?

β(0)(p) = β(p)− E β(p) = β(p)− p,

��� ���3��� ����
��� q 
� (−p) � ��������	
��� p 
� q� ����������+ 2 ��	
����3


��
�� �	
�������
�	� 	�����		��	��� ����� ���������/ �
������ β(0)(p)+

���	�
� �
�
 ����� β(0)(p) � ����

���� ��
��������	� �����	
�� �������� � ���


����

� p ∈ [0, 1]� �
��
τ2(β(0)(p)) = K(p), �(!

��

K(p) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, p ∈ {0, 1};
1/4, p = 1/2;

p−q
2(ln p−ln q) , p ∈ (0, 1) \ {1/2} .
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���� ���� ��� �����	
 K ���
������� �������	 �������
��	�

���� K ���������� �	��
��
 p = 1/2 	 �
����� �� 	�������	 (0, 1)�
���� K ���������� �� �	��	��� [0, 1]�
���� K ��
���� �� 	�������	 [0, 1/2] 	 ������ �� 	�������	 [1/2, 1]�
����

max
p∈[0,1]

K(p) = K (1/2) = 1/4; ���

���� K 
����� �
�
�� �� �	��	��� [0, 1]�
��	� ��� �������
�
 p ∈ (0, 1) \ {1/2}

|p− q|
| ln(p ∧ q)| =

|p− q|
ln

(
1

p∧q

) < 2K(p) =
|p− q|

ln
(

1
p∧q − 1

) �	�

<
|p− q|

| ln(2p ∧ 2q)| =
|p− q|

| ln(p ∧ q)| − ln 2
<

1
| ln(p ∧ q)| − ln 2

,

�� p ∧ q = min{p, q}�
��
�

lim
p↓0

K(p)| ln p | = lim
p↑1

K(p)| ln(1− p) | = 1/2, �
�

�
��
 K(p) ∼ 1/|2 ln p | ��!
 p ↓ 0 	 K(p) ∼ 1/|2 ln(1− p) | ��!
 p ↑ 1�

���� ��� �������
�
 p ∈ (0, 1) \ {1/2}
K(p) =

q − p

2H ′(p)
, ���

��

H(p) = −p ln p− q ln q

" ����
�	� �������	����

 ������
�

 �������� β(p) 	 H ′(p ) " �
#	��� �����	


H(p )$

�
�������$ �
������ K(p) = K(1 − p) ��� ���������� p ∈ [0, 1]� �� K 
������� !
"�� �
 � p = 1/2  ! "����#�� [0, 1]$ %��� ����� ��&� p ∈ (0, 1) \ {1/2}� ��

K(p) =
|p− 1/2|

ln (1/2 + |p− 1/2|)− ln(1/2− |p− 1/2|) .

'��!� �
�� (� �)�* K  ! � ���"!�� (0, 1) "�+��"!, # ���$
- �# !��  � (� �)�* K "�+��"!,� &� ��� +���"���� **  �+����" �
��  ! "����#��

[0, 1] ����! ��"�
�� **  �+����" �
�� ��.� " ����!/ p = 0� p = 1 � p = 1/2$ �
������

lim
p↓ 1

2

K(p) = lim
p↓ 1

2

|p− 1/2|
ln (1/2 + |p− 1/2|)− ln(1/2− |p− 1/2|) = 1/4,

lim
p↑ 1

2

K(p) = lim
p↑ 1

2

|p− 1/2|
ln (1/2 + |p− 1/2|)− ln(1/2− |p− 1/2|) = 1/4

� K(1/2) = 1/4� �� K  �+����" ! " ���)� p = 1/2$ 0� �)�� K  �+����" ! �!��1 �
����!/ p = 0 � p = 1� �
������

lim
p↓0

K(p) = lim
p↓0

|p− 1/2|
ln (1/2 + |p− 1/2|)− ln(1/2− |p− 1/2|) = 0,

lim
p↑1

K(p) = lim
p↑1

|p− 1/2|
ln (1/2 + |p− 1/2|)− ln(1/2− |p− 1/2|) = 0

� K(0) = K(1) = 0$ 2!��� �� ���  �+����" �
�� (� �)�* K  ! "����#�� [0, 1] ��"��� �$
'!��� #!  ���" �
�3 %�.�45� ���"
�����

ln p− ln q =
∫ p

q

du

u
≤

√
(p− q)

∫ p

q

du

u2
=

p− q√
pq

.
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�� �����	���� ������
� ��

���� ��� ���	
����� p ∈ (0, 1) \ {1/2}

K(p) ≥
√

pq

2
> pq. 
��

�� ������� (0, 1) \ {1/2} ������� ������� K ��� ������

K ′ (p) =
pq −K(p)

pq (ln p− ln q)
.

������ �� � 
�� �������� !� K ′ (p) < 0 ��� ���� p ∈ (1/2, 1) � K ′ (p) > 0 ��� ����
p ∈ (0, 1/2)" ���� ������� K ������ �� �#������ (1/2, 1] � �#����� �� �#������
[0, 1/2)" ����� $���� ��������	�� 
%&� �����	�� ������� K �'�'#'#��� �� [0, 1]"
������ �#�����($� 
)� �������� 
*� � �#�� ���� �'#������	

K(p) < 1/4, p �= 1/2. 
+,�

�� ������� (0, 1) \ {1/2} �#��� ������� ������� K ��� ������

K ′′ (p) =
2
(
K(p)− 1

4

)
p2q2 (ln p− ln q)4

.

���� ������ � 
+,� 

K ′′ (p) < 0, p ∈ (0, 1) \ {1/2} .

-��' �'�'#'#��� ������� K ������ ����#� �� �#������� (0, 1/2) �� (1/2, 1) � ����
���� ������ ����#� �� ���#���� [0, 1]"

.#� p ∈ (0, 1/2)

|p− q|
| ln p | =

|p− q|
ln

(
1
p

) < 2K(p) =
|p− q|

ln
(

1
p − 1

) <
|p− q|
ln

(
1
2p

) <
|p− q|

| ln p | − ln 2
<

1
| ln p | − ln 2

,

������ �������� 
/�" 0 ���( $'#�� ���������1'��� 
2� �������� � 
/�" ��#'1�� 
�����	�� H ′(p) = ln q − ln p ��� ���	
���� p ∈ (0, 1) �� 
3� �������� � 
)�" �

.'#'4�'�� �� ���'�'��� �'�#'�� 5"+"

���������� 6�� ���	
����� p ∈ [0, 1] ��������� �'��$��� β(0)(p) � �'��#�����( ��
���'�'��( ������ �������� !� β(0)(p) ∈ Sub(Ω) 
���" 7� &8�"

9�!� p = 0 ��� p = 1 �� β(0)(p) = 0 ��4�' ���'��� ����� τ(β(0)(p)) = 0 !�
����' 
&�" 9�!� p = 1/2 �� ���#' ������ !� τ2

(
β(0)(1/2)

)
= 1/4 
���" ���#����� 

7+/ +2 &8�" ���� �#� p = 1/2 ��������	�� 
&�"
��� ����1����	 ���'��� #������	 
&� �#� p ∈ (0, 1)\{1/2}" -����	�� ��� ���	
���:

�����������	��: ���������: �'��$��� ξ

τ2(ξ) = sup
λ�=0

lnE eλξ

λ2
,

��

τ2(β(0)(p) = sup
λ�=0

Gp(λ),

�'

Gp(λ) =
2 ln(peλq + qe−λp)

λ2
, λ ∈ R \ {0}.

-��' ��� ���'�'��� �'�#'�� ���#���� �������� !�

K(p) = sup
λ�=0

Gp(λ) 
++�

��� ���	
����� p ∈ (0, 1) \ {1/2}"



�� �� �� ����	
�� � 
� 
� ���
�	����

����������	
 �������
� ���
����� ��

Gp

(
2 ln

(
q

p

))
= K(p), p ∈ (0, 1) \ {1/2}.

��
�� ��	��� ������	�� ��
������ �� ��
 �����

�� p ∈ (0, 1)\{1/2} � λ ∈ R\{0}
Gp(λ) ≤ K(p) ��� 

���� �� ���	�����	��

hp(λ) ≤ 0, ��! 

��

hp (λ) = ln
(
peλ + q

)− λp− K(p) · λ2

2
.

"�
 ������		
 	����	���� ��! ���#�
	��� �����	� $�	
%�& hp �� ����	����� 	�
&�	�� ����������
�' (����� �������		
 ��
���)��� ��

h′p (λ) =
peλ

peλ + q
− p−K(p) · λ,

h′′p (λ) =
qpeλ

(peλ + q)2
−K(p) � h′′′p (λ) =

qpeλ
(
q − peλ

)
(peλ + q)3

.

* ����		��& ���	���� ��������� ��+ h′′′p (λ) = 0� 

�� λ = ln (q/p), h′′′p (λ) > 0� 

��
λ < ln (q/p)� � h′′′p (λ) < 0� 

�� λ > ln (q/p)' -�.�+

�/ h′′p ������� 	� �����.
� (−∞, ln(q/p)),
�0 h′′p ������ 	� �����.
� (ln(q/p),∞),
�1 h′′p ���
#�� ��
������� ��� λ = ln (q/p)'

2��� ��#�� � �3 �� ��4 �������)�� �������	�5�		


h′′p (2 ln(q/p)) = h′′p (0) = qp−K(p) < 0, ��6 

�

h′′p (ln(q/p)) =
1
4
−K(p) > 0. ��7 

8	���� ������	
� $�	
%�& h′p ���	��� � ��#�� ��

h′p (0) = 0, ��9 

h′p (ln(q/p)) = 0 ��: 

�

h′p (2 ln(q/p)) = 0. ��; 

"��� ������ ���#�
���� �
���� ��� �����
�+ p ∈ (0, 1/2) � p ∈ (1/2, 1)'
<���= p ∈ (1/2, 1)' ���� � �������	�5�	� ��6 � ��7 � �����������= �8 >�? � 	����

����	���� $�	
%�& h′′p ��������

�@ ���	���� h′p (λ) = 0 ��.���� ����
� � ���� ���
�� λ1 � λ2 ��
��� ��

λ1 ∈ (2 ln(q/p), ln(q/p)) � λ2 ∈ (ln(q/p), 0) .

* �/ >�@ �������)��� 	�����	� ����������� $�	
%�& h′p+

�A h′p ������� 	� �����.
� λ ∈ (λ1, λ2),
�B h′p ������ 	� �����.
�� λ ∈ (−∞, λ1) � λ ∈ (λ2,∞),
�C h′p ���
#�� ��	������ ��� λ = λ1,

�D h′p ���
#�� ��
������� ��� λ = λ2'



������������	� 
��
� ��
��
�� �����	���� ������
� ��

������ ����	�
��
 ��� �	

hp (0) = 0 ����

�

hp

(
2 ln

(
q

p

))
= 0, ����

��	������
��	 �	������
 �
���� hp �� �!�" ��	#
�� �
�������$%
& ��'�� ���� �� �(� �
��
���

�)� hp (λ) < 0 � hp ��	!��� �� ��������� (−∞, 2 ln(q/p))%
* !�	� ���+
� � �(� �� ����	!��" ��,� � ���� �
��
���

�))� hp (λ) < 0 � hp !����� �� ��������� (0,∞)%
-��� �	+	� � ���!�
�	!��" �.�/�0� �� ����	!��" ��1�/��'� �
��
���

�)))� hp (λ) < 0� ��
 λ ∈ (2 ln(q/p), ln(q/p))%
2���3��� � ���!�
�	!��" �.�� �(�� �4� �� � ����	!��" ��,�/��1� �
��
���

�)5� hp (λ) < 0� ��
 λ ∈ (ln(q/p), 0)%
6��!�
�	!�� �)�/�)5� �	���
��7� �	 �� �������
 [2 ln(q/p), 0] �
����$ hp ��� �	8

���7�� ���!
�
�
� � �	���� λ = 0 � λ = 2 ln(q/p) � 9 �	���7�
" �����
� � �	���
λ = ln(q/p)% �	�
 �
����$ hp �	!$+�� ���!
���7�	+	 �������$ � �	���� λ = 0 �
λ = 2 ln(q/p)% &���!
 �
��
���� �	 ��$ �!�� λ ∈ R �
�	�
��7!$ ������	!�� ��:� � ����%
;�#�� �� 
�	�
 p ∈ (1/2, 1) �
!�	 K(p) � ���!
���7�
� �������$� �
���� Gp� �	<�	
�
�	�
��7!$ �����!�7 ����%

2���" ����� p ∈ (0, 1/2)% & �
�� �	�����	+	� ����	�
��
 !
����
���!�7 �
���� K
����	!�	 p = 1/2 � ��� �	

Gp(λ) = Gq(−λ), λ ∈ R \ {0},
��!����	 �����!�7 ���� ��
 p ∈ (0, 1/2)%

���
� �
�	�� ��	���
 �%� �	�����	% �

:% �����������	
� ��
�� ����
��� �����
���� ��������

=
<+�
!!��!7�� �	��� �����	���	 <���
����!7�	 �
����	�	 ���
�
�
 �	��	�$�
���"�
 �	��� �������$ !
<+�
!!��!7�	 �	��
 ����������	 
������	 ��
������	 �����

����%

������� ��	� ����� X � ��
������ ��������� ��� 
������ �������� b �� a� b > a�
� ������������� p ∈ [0, 1] �� q = 1− p ���
������� ����

τ2(X − EX) = (b− a)2K(p), ����

�� K � � ������ �������� � �>�%

!��������� ;!���7�


EX = b · p + a · q = (b− a)p + a,

�	

P{X − EX = (b − a)q} = p � P{X − EX = −(b− a)p} = q,

�	<�	

X − EX = (b − a)β(0)(p).

�� β(0)(p) 9 �����	���� <���
����!7�� �
����	�� ���
�
�� � ��������	� p% �	�


τ (X − EX) = (b − a)τ(β(0)(p)).

&���!
 �� � ��	���
 �%� �
��
��� ����% �



�� �� �� ����	
�� � 
� 
� ���
�	����

���������� 	
�
 ���� X � ���	
���	 ����
��	 � ������� ���� �� E(X−E X)2 =
(b− a)2pq� ���
�� �	 � ������
������ ���� � ��� ������	�� �� ��������

τ2(X − EX) = E(X − EX)2

����������� ���� ��
�� ���� p = 0 	�� p = 1 	�� p = 1/2� ����� ���� �  �! ����!

���	
�	!  ������	�	 ���	��	 ���	
���	 ����
��	 X−EX � ����"� ���"	���������#�

$��� ��"�� ������
������� �	� � ��
� ���	��#��� �� τ2 (X − EX) ≤ (b − a)2/4 �

�������� 
���"	����� ���� ��
�� ���� p = 1/2�

��
�� Xj� j = 1, . . . , n� � ��������� ������� ��������� ��� ������� ! "������� bj

� aj � bj > aj � " ��������# ��� pj ∈ [0, 1] � qj = 1−pj� ����������� $#���!�� τ % ������
& ���# ��� #&�'�&##��#!��
 ���������
 ��������  � "  ������ ��� �������%� (�

τ

( n∑
j=1

(Xj − E Xj)
)
≤

n∑
j=1

τ(Xj − E Xj) =
n∑

j=1

(bj − aj)K
1
2 (pj) ����

�

τ2

( n∑
j=1

(Xj − E Xj)
)
≤

( n∑
j=1

(bj − aj)K
1
2 (pj)

)2

. ����

)��& ��� �������� ��"��������
 Xj � j = 1, . . . , n� ��� ������� ! "������� b � a�
b > a� " ��������# ��� p ∈ [0, 1] � q = 1− p ����������� �����&% !#� �������# !

τ2

( n∑
j=1

(Xj − E Xj)
)
≤ n2(b− a)2K(p). ��*�

+�(� ��������� ������� �������� Xj � j = 1, . . . , n� % ��"���,�����  � �������# �
����-��*� ��,�� �����(� �� .��#��� " �������# � ���  �  ������ ��� �������%� (�

τ2

( n∑
j=1

(Xj − E Xj)
)
≤

n∑
j=1

τ2(Xj − EXj) =
n∑

j=1

(bj − aj)2K(pj). ��	�

��# &��� ���� ����"&%� (� ��� �������� ��"��������
 #&�'�&##��#!��
 �������/
��
 ������� & ��� ��#�'�% !#� �����# !�

��
� 	
�
 %�!	& ξ1, . . . , ξn � ���	����� ���"	��������� ���	
���� ����
���� �
�	'

���� �����
����� � ξ� (�
�)

τ2

( n∑
j=1

ξj

)
=

n∑
j=1

τ2(ξj) = nτ2(ξ), ��0�

τ2

(
1√
n

n∑
j=1

ξj

)
= τ2(ξ) � τ2

(
1
n

n∑
j=1

ξj

)
=

τ2(ξ)
n

. ��1�

*���
����� +�(� Sn =
∑n

j=1 ξj �  �

τ2(Sn) = sup
λ�=0

lnE eλSn

λ2
= sup

λ�=0

ln
(
E eλξ

)n

λ2
= n sup

λ�=0

lnE eλξ

λ2
= nτ2(ξ),

� ��0� ��������� $#���!�� τ % �������  � ��1� �������% " ��0�� �

���������� 	
�
 *�� ���	�����! ���"	���������! ���	
����! ����
�� ξ1, . . . , ξn�

�������� � ����& 
	����� ������
������� ��0� ������������ ���� ��	&
����� 
����
λ0 �= 0 �	��� �� 
�� ���! j = 1, . . . , n

sup
λ�=0

lnE eλξj

λ2
=

lnE eλ0ξj

λ2
0

,



������������	� 
��
� ��
��
�� �����	���� ������
� ��

���� ���� �	� 
��
 j = 1, . . . , n

sup
λ�=0

lnE eλξj

λ2
= lim

λ→0

lnE eλξj

λ2
= E ξ2

j .

�� ���
� 
����������� ����� ������	��� ξ1, . . . , ξn� ����� ������
�� �������	� ��

� 	��� ���� ��� � ������ ���������
�������

����	
��
� ��
�� ���	���� �����
� ��� �� 	�
� ����

�������� 	
�
 ��
�� Xj � j = 1, . . . , n� � ����	� �� ������
� �������	��� 
������
�
������� 
�	�!���� ��� ��������� ���!���� b � a� b > a� � ���
��������� p ∈ [0, 1]
� q = 1− p� 
����
����� "���#

τ2

( n∑
j=1

(Xj − EXj)
)

= n(b− a)2K(p),

τ2

(
1√
n

n∑
j=1

(Xj − E Xj)
)

= K(p) � τ2

(
1
n

n∑
j=1

(Xj − EXj)
)

=
K(p)

n
.

�������� 	
�
 ��
�� βj(p)� j = 1, . . . , n� � ����	� �� ������
� �������	��� �����	$
	�
���� 
������
� 
�	�!���� � ���������� p ∈ [0, 1]� "���#

τ2

( n∑
j=1

(βj(p)− p)
)

= nK(p),

τ2

(
1√
n

n∑
j=1

(βj(p)− p)
)

= K(p) � τ2

(
1
n

n∑
j=1

βj(p)− p

)
=

K(p)
n

.

�� �����������	
� ����

����
�
� ���������� ���
��� ���������

����� ηj � j = 1, . . . , n� � ����	���� ��������� ��	������ �������� �������	��� � η�

�� 
��  !��"�# �������	! F (t) = P{η < t}� t ∈ R� $��������! �
������!  !��"�#
�������	!

Υn(t) = F̂n(t)− F (t) =
1
n

n∑
j=1

1{ηj < t} − F (t) =
1
n

n∑
j=1

(1{ηj < t} − F (t))

%!��
� ����	
���� 
� ���������� ���"�� �� ����
����
 t ∈ R� &���	'�� 1{ηj < t} �
%���!		���'��# ���������# ��	�����# � ����
����
 p(t) = F (t) � ��� s < t �������
1{ηj < t}− 1{ηj < s} ����� � %���!		���'��# ���������# ��	�����# � ����
����

p(t, s) = F (t)−F (s)� �� � ���	���! ��( �� ���������
 )*+, 	�
� (�� ���	���� ����!���
���������
�


������ �
�
 ��
�� ηj � j = 1, . . . , n� � ����	� �� ������
� �������	��� 
������
�

�	�!��� � %���&�� �������	� F (t)� t ∈ R� "���

τ2 (Υn(t)) =
K(F (t))

n
, τ2

(√
nΥn(t)

)
= K(F (t))

�

τ2 (Υn(t)−Υn(s)) =
K (F (t)− F (s))

n
,

τ2
(√

n (Υn(t)−Υn(s))
)

= K (F (t)− F (s)) .

��
�� ηj � j = 1, . . . , n� � ����	� �� ������
� �������	��� 
������
� 
�	�!��� �
%���&�� �������	� F (t)� t ∈ R� "���

τ2 (Υn(t)) =
K(F (t))

n
, τ2

(√
nΥn(t)

)
= K(F (t))



�� �� �� ����	
�� � 
� 
� ���
�	����

�

τ2 (Υn(t)−Υn(s)) =
K (F (t)− F (s))

n
,

τ2
(√

n (Υn(t)−Υn(s))
)

= K (F (t)− F (s)) .

���� ����	�
 ���
����� F ��
�������� �� ��
 �����
���� n ≥ 1 
�� (t− s) → 0

τ2
(√

n (Υn(t)−Υn(s))
) ∼ 1

2 ln(F (t)− F (s))
.

�������� 
��� F (t) = t� t ∈ [0, 1]� ����� ηj � j = 1, . . . , n� � ��������� ����������

���
������� �� �������� [0, 1] ��
������ ��������� �� 
�� 0 ≤ s < t ≤ 1

τ2 (Υn(t)) =
K(t)

n
, τ2

(√
nΥn(t)

)
= K(t),

τ2 (Υn(t)−Υn(s)) =
K(t− s)

n
, τ2

(√
n (Υn(t)−Υn(s))

)
= K(t− s)

� ��
 �����
���� n ≥ 1 
�� (t− s)→ 0

τ2
(√

n (Υn(t)−Υn(s))
) ∼ 1

2 ln(t− s)
.

�� ���������	
���	 ��	��
 ��� ������	�	� ��� �	�
��
� �
�
����
�

���
�
�

� ������	 
�� �	
�	����� ���
����������� ���������� ��� ���
������ ��� ������	�
�	
�����	� ���	�	��

������� ��	� �� �! Xj � j = 1, . . . , n� � ��
������ ��������� 
�� 
��!��"�� ����

����
 bj � aj� bj > aj � � ��������#�
�� pj ∈ [0, 1] � qj = 1 − pj � ���
������� S
(0)
n =∑n

j=1(Xj − E Xj) � K � ����	�
� �������� � � !� $���%

��! ��
 �����
���� x > 0

P
{
S(0)

n ≥ x
}
≤ E(x; p1, . . . , pn), P

{
S(0)

n ≤ −x
}
≤ E(x; p1, . . . , pn), �"#!

P
{∣∣S(0)

n

∣∣ ≥ x
}
≤ 2E(x; p1, . . . , pn),

��

E(x; p1, . . . , pn) = exp
{ −x2

B(p1, . . . , pn)

}
�

B(p1, . . . , pn) = 2
( n∑

j=1

(bj − aj)K
1
2 (pj)

)2

;

���! 
��� ��
������ �������� Xj � j = 1, . . . , n� & ������������ �� ��
 �����


���� x > 0 ������&��#
 �"#!� ��

B(p1, . . . , pn) = 2
n∑

j=1

K(pj)(bj − aj)2.

'�������
( $����%���� ��! �	
�	��& � ����������' �"! �� �"
!� ( ���� ���)�* ����+
�%���� ���! �	
�	��& � ����������' �"! �� �"�!� ,�-� �	
������ ���	�	�	 Xj * j =
1, . . . , n* & ������%�	�	* �� �


����
���� ��	� )#������ K(pj) = K(qj)� j = 1, . . . , n� ��

B(p1, . . . , pn) = B(q1, . . . , qn).



������������	� 
��
� ��
��
�� �����	���� ������
� ��

������� ��	
������
����� �������	�� ��� 	�� ��������� ���
������ ���������

�������� ��

������ ������� � �������	�� �������
 !"#$% &����� � ���� �������	��
��� ���������� x > 0

P

{ n∑
j=1

(
Xj − EXj

)
≥ x

}
≤ exp

{
−2x2∑n

j=1 (bj − aj)
2

}
, '()*

�� Xj  j = 1, . . . , n + ���
����� ��

����� �������� �
�� ,� P{aj ≤ Xj ≤ bj} = 1 
j = 1, . . . , n% ��
������� �� ,� K(p) < 1/4 ��� ���������� p �= 1/2 �
���� ,�
������ � ����������� '-* ������� .%" ��� ���
������ ��

������ ������� 
��/

�������	�� � '(0* �����/
 �
 �������	�� '()*% 1�� ����� 2�����	��3 ���� ��
���
���	�
�� 
�� pj �������� �� ���� 
�� �������% 4�/� 
�� pj = 1/2 j = 1, . . . , n 

�
�� �
	���� � ��� �������	��� ����
���	�%

5% ���������	
���	 ��	��
 ��� ������	�	� ��� �������	����
�

�
�
����
� ���
�
�

6�� ���������	���� ��

������ ������� ������
 .%" 
��7�
� �
	��
���� ������
��%

������� ��	� ����� βj(pj)� j = 1, . . . , n� � ��	
���
����
 ��������
 ������
�� Sn =∑n
j=1 βj(pj)� S

(0)
n = Sn −

∑n
j=1 pj� 
 K � ��
��
�� ��
���
� � '#*% ���
�

'�* ��� ���������� x > 0 ����
�� ��� '(0*� ��

B(p1, . . . , pn) = 2
( n∑

j=1

K
1
2 (pj)

)2

;

'��* ��!� ��������
 ������
� βj(pj)� j = 1, . . . , n� � 
�����"
�#��  � ��� �����
����� x > 0 ����
�� ��� '(0*� ��

B(p1, . . . , pn) = 2
n∑

j=1

K(pj).

8��������� �
	����� ������� 5%" ��� ���
���� ���
�������� ���������	���� ���


������ �������%


���
��� ��	� ����� βj(p)� j = 1, . . . , n� � ��
����� 	�����
��

 ��	
���
����
 ���
������
 ������
�� Sn =

∑n
j=1 βj(p)� 
 K � ��
��
�� ��
���
� � '#*% ���
�

'�* ��� ���������� x > 0

P{Sn − np ≥ x} ≤ exp
{ −x2

2n2K(p )

}
, P{Sn − np ≤ −x} ≤ exp

{ −x2

2n2K(p )

}
,

P{|Sn − np | ≥ x} ≤ 2 exp
{ −x2

2n2K(p )

}
;

���	�#�� ��� ���������� x > 0

P

{
Sn

n
− p ≥ x

}
≤ 2 exp

{ −x2

2K(p )

}
;

'��* ��!� ��������
 ������
� βj(p)� j = 1, . . . , n� � 
�����"
�#��  � ��� �����
����� x > 0

P{Sn − np ≥ x} ≤ exp
{ −x2

2nK(p)

}
, P{Sn − np ≤ −x} ≤ exp

{ −x2

2nK(p )

}
,

P{|Sn − np | ≥ x} ≤ 2 exp
{ −x2

2nK(p )

}
;



�� �� �� ����	
�� � �� �� ������	��


�������� 	
� �
	������� x > 0

P

{
Sn

n
− p ≥ x

}
≤ 2 exp

{ −nx2

2K(p )

}
.

������� �	
	 ����� βj(p)� j = 1, . . . , n� � �	������ �����	�
��� ����


������ ���

��	���� ��
������ 	� p ∈ (0, 1/2)� ��	��
��� 	
� �
	������� x > 0

P

{
Sn

n
− p ≥ x

}
≤ 2 exp

⎧⎨
⎩
−x2 ln

(
1−p

p

)
1− 2p

⎫⎬
⎭ ;

���� ���� ����	���� ��
����� βj(p )� j = 1, . . . , n�  ����
�!����� "� 	
� �
	��

����� x > 0 �����
 "��� ��������"�

P

{
Sn

n
− p ≥ x

}
≤ 2 exp

⎧⎨
⎩
−nx2 ln

(
1−p

p

)
1− 2p

⎫⎬
⎭ ,

��� ����� "��� � ��	����	��# ��������"# 
 ����"� �����

�	
 ��
�	����� �������� ��
����	���� ���������� ��	���� ���������� � ������
��� ��� !�� �
"����#�$�
 �
 �������� ���������
�� ��	���� �����	��$ ����� ������
�	�� ��� ���� ���� ����� % ���& �������� �	
 
�	����� � ����� �	
 ��
�	�����
���������� ��
����	���� ���������� ��	���� '� ���������� ��#�$ ��������� ��(���
��'�#�

)��	��������� 
 n �����*����$ +����		� � ,���� 
 
��� 
 ����������# pj ���*��
��%�$�
 ��
�� ����
 �-�����.� ���������% ���	��������$ *����		���$��� ����������
��	���� βj(pj) j = 1, . . . , n � /� ����

∑n
j=1 βj(pj) ������#% ���	� -�������0 � n ���

���*�����
� +����		�� 1�2� �����*�����
 
�	���� ���
�	����� �� ���������� *���
��		���$�� ��������� ��	����� ����� 
�	���� ���
�	������ 3 '�%/ ����� 
��� ������
����� 
 ������� !�� ��#�$ ��������'��	$�� ���������� �	
 ��
����	� ���	� -�������0
� ���	��������� �
� 
�	����� ��� � ��
�	����� 
� ���������� ��� � �������������
�����*����$ +����		� � ������##�$ ������ �'���� �� ! �� �4 ����

5� ���� ����	��
 �����
���
 �������

6 ��������7 ������� �������	##�$�
 ����� 
� 
��� 8��� ������������ �
���
'���������� *������� ���������� ��	���� % ��*"�������$�����

��
���� �	
	 ����� Xj � j ≥ 1� � ���
�	�����"� �������� ����	����� ��
����� ���

������#"� �������� bj � aj � bj > aj� � ���������"��� pj ∈ [0, 1] � qj = 1 − pj

��	����	��� � K � $
��%��� �������� � ���� ��	��

��� ����

B∞({pj}) =
( ∞∑

j=1

(bj − aj)K
1
2 (pj)

)2

< ∞, �94�

"� ��	
∑∞

j=1(Xj−EXj) ����� "��� ���!� ������� � 
 ����"��� Sub (Ω)� �
�� %����

��	
 S
(0)
∞  �
���
��������# ����	����# ��
�����#� τ2(S(0)

∞ ) ≤ B∞({pj}) � 	
� �
	��

����� x > 0

P{S(0)
∞ ≥ x} ≤ exp

{ −x2

B∞({pj})
}

, P{S(0)
∞ ≤ −x} ≤ exp

{ −x2

B∞({pj})
}

, �9��

P{|(S(0)
∞ )| ≥ x} ≤ 2 exp

{ −x2

B∞({pj})
}

;



������������	� 
��
� ��
��
�� �����	���� ������
� ��

���� ���� ����	���
 ����
��� (Xj , j ≥ 1) � ����������� 


B∞({pj}) =
∞∑

j=1

(bj − aj)2K(pj) < ∞, ����

�� ����������� ����	����� ���� 	� ����
��� B∞({pj}) ����
��� � �����

����	����� �� ��	
���� 
���� ���� � ������� ���
∞∑

j=1

E |Xj − EXj | ≤
∞∑

j=1

τ(Xj − E Xj) =
∞∑

j=1

(bj − aj)K
1
2 (pj) < ∞.

���
 ��	�
∑∞

j=1 |Xj−EXj | �
∑∞

j=1(Xj−EXj) ��������
� ����� ��������  �!�"�
����# �
$�!�$� τ % ������ 
 ���
���� Sub (Ω)# ��	��
�� �$�& '�� ���
��� % ����(����#
�� ��	

∑∞
j=1(Xj − E Xj) �����%��
� 
 ���
���� Sub (Ω) � ���� 

�� S

(0)
∞ % 

���


��)


�$�� ����	$���� ��!�*���� ��$��# +� τ2(S(0)
∞ ) ≤ B∞({pj})# 	� ��!�*��� B∞({pj})

����*��� 
 ����� ,��	
� �� � ��� ���!���% ����� -���# ����	����� ��� 	���	����
.!� 	���	���� ����	����� ���� ����

����# +� ����	$��� ��!�*��� Xj # j ≥ 1# %

����!������# � ��
������# +� �� 
���� ����
∞∑

j=1

E(Xj − EXj)2 ≤
∞∑

j=1

τ2(Xj − EXj) =
∞∑

j=1

(bj − aj)2K(pj) < ∞.

���
 ��	
∑∞

j=1(Xj − EXj) �����%��
� ����� �������� /��� ����# � 
�����	��"����
��0� ���!���%# +� 	!� �
	�)�$�( n, m ≥ 1

τ

(n+m∑
j=n

(Xj − E Xj)
)2

≤
n+m∑
j=n

τ2(Xj − E Xj) =
n+m∑
j=n

(bj − aj)2K(pj).

,��	
� �� � ���� ���!���%# +� ��
!�	����
�� *�
�$���( 

� ��	

∑∞

j=1(Xj − EXj)
% ��
!�	����
�� /�"� 
 ����(����
 ���
���� Sub (Ω)# � ���
 '�� ��	 % ������� 

���
���� Sub (Ω) � ���� 

�� S

(0)
∞ % 

���


��
�$�� ����	$���� ��!�*���� ��$��#

+� τ2(S(0)
∞ ) ≤ B∞({pj})# 	� ��!�*��� B∞({pj}) ����*��� 
 ����� 1�����	��"���� ���

�����"
% 	���	���� ����	����� ����� �
���������� 	
�
 ����

0 < lim inf
n→∞ (bj − aj) 
 lim sup

n→∞
(bj − aj) < ∞.

�� ��
	�� � ����	������� �23� 
 �24� ���� ����
��� ����� ���� ������������ ��	
 
 �
���� ��	
� ����

∞∑
j=1

1√| ln(pj ∧ qj)|
< ∞,

��� �����

B∞({pj}) ≤
( ∞∑

j=1

bj − aj√| ln(pj ∧ qj)| − ln 2

)2

;

���� ����� ���� ������������ ��	
 
 �
���� ��	
� ����

∞∑
j=1

1
| ln(pj ∧ qj)| < ∞,

��� �����

B∞({pj}) ≤
∞∑

j=1

(bj − aj)2

| ln(pj ∧ qj)| − ln 2
.



�� �� �� ����	
�� � 
� 
� ���
�	����

������� �	
	 ����� d = bj − aj > 0� j ≥ 1� �

pj = 2−(j+1)α

, j ≥ 1, ����

�� α > 1	 
���

Aα =
∞∑

j=1

pj =
∞∑

j=1

2−(j+1)α

<∞,

�� �
�� α > 2� ��
∞∑

j=1

1√| ln(pj ∧ qj)|
=

(√
log2 e

) ∞∑
j=1

(j + 1)−α/2 <∞,

�� �
�� α > 1� ��
∞∑

j=1

1
| ln(pj ∧ qj)| = (log2 e)

∞∑
j=1

(j + 1)−α <∞,


�
�� ������ ��� α > 2� ��
�������� ����� ���� � ����� ���	 ���������� ��	� �

��� α ∈ (1, 2] ��
�������� ���� ����� �����


 ��
���� ��	� ���������� ��	 �� �������� ��	 �������� �������� �����������

����
��� �	
	 ����� ��� ������������  ������! pj � j ≥ 1� � ���
�������� ��������"

����� ���������� �����#����� $������� ��
�������� �������������� ���� � S∞ %

�����  �������! � &�� �������������	 
��� ES∞ = Aα � (S∞ − Aα) � ��#'��������
��

�����
���� ��������� ��
��� �� τ2(S∞ −Aα) ≤ (log2 e)
∑∞

j=1 j−α	

����  ��� �
�!�������� ������"���� ��
��
����� �
����
�����# ���������$ ��%
��
 ����# &������� � '�
����
����� (����$�) pj � j ≥ 1� ��� � ���$ �
� �!���#��� ���
���

∑∞
j=1(βj(pj)− pj) � �!���#�� ��'�� ������
 � � ��
��
�� Sub (Ω)� *��� �
����
�%

�
��� ����
��
 ������+�# � �����#���� (����$ � ����#) �����$ ���
�����$ �$��
����
 ����# &��������

,�$�' (��������
����) �
����
�����# ����
 ����# &������� ������#�� '�
����
%
����� ��!��-� pj� j ≥ 1� �� ���  ��#%��
!
 j ≥ 1

pj = 1 � 
 pj = 0. ��.�

/� 
���"��� 0
 �����#������ ����
 ����# � ��������
���� �
��1� � "���
 (����$��) ��
n ����
 ����#  ��� ��������
�
+ ����"��
+

Vn =
n∑

j=1

pj, n ≥ 1.

2��� �
!
� ��$�'
∞∑

j=1

pj =∞,

�
 �
 Vn →∞ ��� n →∞� 3�� 4#
�� �
����
� $
"� � �� 
 
�5���
�
� 0

∞∑

j=1

(1− pj) =∞,

�
 �
 n− Vn →∞ ��� n →∞�
3��������
� 0
 ������� (����� � �������) ��
����
��� (����$�) pj� j ≥ 1� ����%

��
�++�#�� � pj � j ≥ 1� ���� 0


|pj − pj | = δj ∈ (0, 1/2), j ≥ 1. ��6�

7 �����#����� ������# ��������
���
1 �
����
��
��� "���� (����$��) Vn� n ≥ 1� ��
���%
��!���#�� ������
�� ����"��� Sn =

∑n
j=1 βj(pj)� ,������� ���������� �
������ 0




������������	� 
��
� ��
��
�� �����	���� ������
� ��

��� ������	
� ����
 �����		�
 δj � j ≥ 1� ����������
�� ����	������������ ��
����
Zn = Vn − Sn� n ≥ 1�

�������� 	
�
 ����� ����	
���
	 ����	��� pj� j ≥ 1� � ����	�����	� ����	����	�
	

���
������� ��
����	 � 
������ �� �������
��� ��	��	�������� ���  ��! � 	 K !

"���#	�� �$������ � �� � %��	&
�� ����

∞∑
j=1

K
1
2 (δj) < ∞, ��" 


� ����	����	�
� Zn = Vn − Sn� n ≥ 1� $�	'��
��� �� '
������( �������

Z∞ = Δ∞ + S(0)
∞ ,

��

Δ∞ =
∞∑

j=1

δj < ∞

! ��
�
�	������ ��������
� '
������( ������� 
�

S(0)
∞ =

∞∑
j=1

(pj − βj(pj)) ��# 

! ��������� ��
������
� '
������( ������� 
���� �� 
�� � ��# $�	'��
��� ���)

*� ������� 
� � �
��
�
	 Sub (Ω) 	

τ2(S(0)
∞ ) ≤

( ∞∑
j=1

K
1
2 (δj)

)2

; ��$ 

��� ���� ���
�������� ��
����	 � ��$���*���� 	

∞∑
j=1

K(δj) < ∞, ��% 


� �������
��� 
��
�*���� �� $ 
	�� 
	$��#��� �� 
�� � ��# � 
���� $ ��$���)

*��� #��

������ ��
����	������ ���������� ������� 	

τ2(Z∞) ≤
∞∑

j=1

K(δj). ��& 

+��������, ' ���� ��� � ��! ��������� (� δj = pj ∧ (1−pj)� j ≥ 1� '����� �� � ����)

���		� �*+ ���� ,�+ ��������� (� �� ���� ��" � ��% ���-�.�
�� ����
∑∞

j=1 K
1
2 (pj)

�
∑∞

j=1 K(pj)� ��������	�� /���� � �������		�
 �� �� ��� ����	���
 ����

∞∑
j=1

(pj − βj(pj))

� 	����	���� ��$ � ��& �������.�
 � ������� #�+� /����
�� ����� �%  

δj = pj ∧ (1 − pj) ≤ 2pj(1− pj) ≤ 2K(pj) ≤ 2K
1
2 (pj),

�� ����	���
 ���
)���-� � �����
∑∞

j=1 K
1
2 (pj) �

∑∞
j=1 K(pj) ��-	� ����	���
 ����∑∞

j=1 δj� 0���� 1�	��� 	������� #�, ������	�� �
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� �������
��  �������

�� ��� ����
������	���
��������� *�� +2 3���+ � !� ��!��� 4!�!
4!� �� #����$� �()((�

5� -� �� �� �6!�3�� �� ����� ������������� ���
������
 !���"��
 � � �����"�����  ��#

��
� $
�

�
� ��� ��7� ������8
44�� ��9�� �� �
��� :!�� ��!��� #���.$� % �� (�).��
&� -� �� �� �6!�3�� ����
��� ���������� !� .� 
������� ,�4���� ��&.�
'� �� �� ��;��
2� �� �� ��� �<;��
2� �� =� *� 
������� �

�� ����
��������� �
��
����
�
������ � �
�
����� ������
����
�� �� � ��!� "� �� #���5$� % �� ���')�����

�� �� �� ���������� %���
��� ����� ������������� � ����������& ������� ����
�����	���

���
������ ��������� 0�7��+�+ >� �?-?� � #��&�$� ��()��5�
�� @� =� :4! ��4�
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�	 ��4��	�
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����� 
�������

,�4���� ���'�
��� B� CDEFGHI� + ,-./01- 23 ./4,5626�7 -87�-974 321 6-/6/ 23 . :452/-/�/ ;./-< 29 6:- /0, 23

2;/-1=.6�29/� JGGKLM HN OKPDEQKP+RKL SPKP+MP+RM �� #��5�$� .�()5�'�
�(� T� U+VL+KGH JGPHG+G+ KGW XV� Y� �HZKRDEG[H� + 926- 29 6:- ./4,5626�7 ;-:.=�21 23 /->0-97-/

23 ?-9-1.@�A-< /0;?.0//�.9 1.9<2, =-7621/� TKGW� \]EF� SPHRD� ^_V� �� #���5$� % �� (�)5��
�.� `� BHEIW+Ga� B12;.;�@�64 �9->0.@�6�-/ 321 /0,/ 23 ;209<-< 1.9<2, =.1�.;@-/� b� JQEF� SPKP+MP�

JMMHR� �� #��&($ % (��� �()(��
�5� O� \[KQHPH� C2,- �9->0.@�6�-/ 1-@.6�9? 62 6:- 5.16�.@ /0, 23 ;�92,�.@ 512;.;�@�6�-/� JGGKLM HN

PDE cGMP+PVPE HN SPKP+MP+RKL OKPDEQKP+RM �� #��5�$� ��)(5�
�&� b� d� �KDKGE� B1251�D-6D-/ @27.@-/ <-/ 32976�29/ E. /-1�-/ <- F201�-/ .@D-.621�-/� SPVW+K OKPD� ��

#��&�$� % �� �)�5�
�'� b� d� �KDKGE� �
��
����  �������

	��� ����� 
,
 �� ,�4���� ��'(�

������� �������	
��
� ������� � ������ ������������� ����������	� �����
�	� ����
����	��� ������	 �� !"#$� %���& !�����
	� '(� �	�� )')*+� �������

G����
 �
��������H ��"��e �����������	
��
�
���

������� �������	
��
� ������� � ������ ������������� ����������	� �����
�	� ����
����	��� ������	 �� !"#$� %���& !�����
	� '(� �	�� )')*+� �������

G����
 �
��������H ��"��e �����������	
��
�
���

)�
��*�� +,-+,-.,++


