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Abstract. The problem of optimal estimation of linear functional Aζ =
�∞

j=0 a(j)ζ(−j) depending

on the unknown values of periodically correlated stochastic sequence ζ(j) from observations of the
sequence and noise ζ(j)+ θ(j) for j ≤ 0 is considered. Formulas for calculating mean square error and
spectral characteristic of optimal linear estimation of the functional are proposed in the case where
spectral densities are exactly known. Formulas that determine the least favorable spectral density and
the minimax spectral characteristic are proposed for the given set of admissible spectral densities.
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��� �	����� ��� ��������� ������ �ξ(j)� � ������������
�� ���	��������� �ξ(j)+
�η(j) ��� j ≤ 0�
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�a(j) = {ak(j)}T−1
k=0 =

{
a(j)e−2πijk/T

}T−1

k=0
, j ≥ 0,

 � ��! ��������	 A�ξ = Aζ� �����	��
! �����

∞∑
j=0

T−1∑
k=0

|ak(j)| = T

∞∑
j=0

|a(j)| <∞,
∞∑

j=0

(j+1)‖�a(j)‖2 = T

∞∑
j=0

(j+1)|a(j)|2 <∞. "#$

% ���� "#$ ��������	 A�ξ = Aζ �! ���������� ������ �������

&��� �������� ���	��������� �ξ(j) + �η(j) ������! ��������� ����	� ����'
���� ����������(

�ξ(j) + �η(j) =
j∑

u=−∞
d(j − u)�ε(u),

�� d(k) = {dij(k)}j=0,...,m−1
i=0,...,T−1 � �ε(u) = {εk(u)}m−1

k=0 ) ������� �������� ���	����'

����� *�	��� +���� ��*��

E εk(n)εj(m) = δkjδnm,

�� δkl ) �����	 ,�������( δkk = 1� δkl = 0 �	
 k �= l�

-��� �����
 ������	���.  �	������ ���	��������� �ξ(j) + �η(j) � ���������+��'
�
� "/$ �! ���	
�

f
�ξ(λ) + f�η(λ) = T−1V −1(Tλ)

(
f

�ζ(Tλ) + f
�θ(Tλ)

)
V (Tλ)

� ������! �������� ����������

T−1V −1(Tλ)
(
f

�ζ(Tλ) + f
�θ(Tλ)

)
V (Tλ) = d(λ)d∗(λ), d(λ) =

∞∑
k=0

d(k)e−ikλ, "0$

�� d∗(λ) = d(λ)
�
) ����	��������
��� �� d(λ) �����
�

&��� ������	��  �	������ T−1V −1(Tλ)f �ζ(Tλ)V (Tλ) ������! �������� �'
���������

T−1V −1(Tλ)f �ζ(Tλ)V (Tλ) = ϕ(λ)ϕ∗(λ), ϕ(λ) =
∞∑

k=0

ϕ(k)e−ikλ, "1$

�� ϕ(k) = {ϕij(k)}j=0,...,m−1
i=0,...,T−1 � 2*� ������	��  �	������ T

−1V −1(Tλ)f �θ(Tλ)V (Tλ)
������! �������� ����������

T−1V −1(Tλ)f �θ(Tλ)V (Tλ) = ψ(λ)ψ∗(λ), ψ(λ) =
∞∑

k=0

ψ(k)e−ikλ, "3$

�� ψ(k) = {ψij(k)}j=0,...,m−1
i=0,...,T−1 � -��� �	
 ���������. "0$  �	������

T−1V −1(Tλ)
(
f

�ζ(Tλ) + f
�θ(Tλ)

)
V (Tλ)

�������� ����	
������ ����!. ��  �	������� "1$ *� "3$�
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��������� �	
	� L2(f) ����	
��� �
����
 �	���
�������� b(λ) = {bk(λ)}T−1
k=0 � ���

���	�
����� �� ��
�� � �������� f(λ) = {fkj(λ)}T−1
k,j=0�∫ π

−π

b�(λ)f(λ)b(λ) dλ =
∫ π

−π

T−1∑
k,l=0

bk(λ)bl(λ)fkl(λ) dλ < +∞.

��������� �	
	� L−
2 (f) ����
����
 � L2(f)� ��
�� 	��� ��������� ������

eijλδk, δk = {δkl}T−1
l=0 , k = 0, 1, . . . , T − 1, j ≤ 0.

!������ ������ Âζ ���������� Aζ� �� ������ �����	
	 	�� ζ(j)+θ(j) �
� j ≤ 0�
�������"���� ��	��
����� #�
���	
������� h(eiλ) ∈ L−

2

(
f

�ζ + f
�θ
)
�� ��" �����

Âζ =
∫ π

−π

h�
(
eiλ
) (
Zξ+η(dλ)

)
=
∫ π

−π

T−1∑
k=0

hk

(
eiλ
) (
Zξ+η

k (dλ)
)
, $%&'

�	 Zξ+η(Δ) =
{
Zξ+η

k (Δ)
}T−1

k=0
( �
��������� ��������� ��
� ���� ����������

��	� �ξ(j) �� �η(j)� ��� ��
�� ���� ζ(j) �� θ(j)� ����������)
*	
	��������
������ ��#���� ������+ ������ Âζ �� ��	��
����� #�
���	
�����

��� h(eiλ) =
∑∞

k=0
�h(k)e−ikλ �� �� �������� �� ��
����

Δ
(
h; f �ζ , f

�θ
)

= E
∣∣∣A�ζ − Â�ζ∣∣∣2

=
1

2πT

∫ π

−π

A� (eiλ
)
V −1(Tλ)f �θ(Tλ)V (Tλ)A(eiλ) dλ

+
1

2πT

∫ π

−π

[
A
(
eiλ
)− h (eiλ

)]�
× V −1(Tλ)

(
f

�ζ(Tλ) + f
�θ(Tλ)

)
V (Tλ)[A(eiλ)− h(eiλ)] dλ

− 1
2πT

∫ π

−π

[
A
(
eiλ
)− h (eiλ

)]�
V −1(Tλ)f �θ(Tλ)V (Tλ)A(eiλ) dλ

− 1
2πT

∫ π

−π

A� (eiλ
)
V −1(Tλ)f �θ(Tλ)V (Tλ)[A(eiλ)− h(eiλ)] dλ

= ‖Ψa‖2 + ‖D(a− h)‖2 − 〈Ψ(a− h),Ψa〉 − 〈Ψa,Ψ(a− h)〉,
�	

A
(
eiλ
)

=
∞∑

j=0

�a(j)e−ijλ, ‖Ψa‖2 =
∞∑

k=0

‖(Ψa)k‖2, (Ψa)k =
k∑

l=0

ψ�(k − l)�a(l),

‖D(a− h)‖2 =
∞∑

k=0

‖(D(a− h))k‖2, (D(a− h))k =
k∑

l=0

d�(k − l)
(
�a(l)− �h(l)

)
,

〈Ψ(a− h),Ψa〉 = 〈Ψa,Ψ(a− h)〉 =
∞∑

k=0

〈(Ψ(a− h))k, (Ψa)k〉.

*�	��
���� #�
���	
������ h(f �ζ , f
�θ) ���������+ ������+ ������ Âζ �
� �����

��# ��������# f
�ζ(λ)� f �θ(λ) ��������" �	
	��������
������ ��#����

Δ
(
f

�ζ , f
�θ
)

= Δ
(
h
(
f

�ζ , f
�θ
)

; f �ζ , f
�θ
)

= min
h∈L−2 (f�ζ+f�θ)

Δ
(
h; f �ζ , f

�θ
)

= min
Â�ζ

E
∣∣∣A�ζ − Â�ζ∣∣∣2 . $%%'



�� �� �� ����	
��� � �� �� ������

����� ���	
��� �����
��
�� ��������
���� �� ����������	��� � ��������
����
�� ���
��	��� ��������	 ����������� �� � �! � ��������
�" #��� ����$����%�

����&� �'' (���	 �������	
� ������������ h(f �ζ , f
�θ) � �����
	��������&
�

����(�� Δ(f �ζ , f
�θ) ���%��	
�� ���
�� Âζ� ��� �(&�����	�� �� ���%���%�

h
(
f

�ζ , f
�θ
)

= b�(λ)r�ζ
(
eiλ
)
, �') 

Δ
(
f

�ζ , f
�θ
)

= 〈c�ζ , a〉 −
∥∥∥C�ζb

∥∥∥2

, �'* 

��

b(λ) =
∞∑

k=0

b(k)e−ikλ, b(λ)d(λ) = Im,

r
�ζ
(
eiλ
)

=
∞∑

k=0

(
C

�ζb
)

k
e−ikλ,

(
C

�ζb
)

k
=

∞∑
l=0

b(l)c�ζ(l + k),

c
�ζ(k) =

∞∑
l=0

ϕ(l)(Φa)l+k,

�'+ 

(Φa)k =
k∑

l=0

ϕ�(k − l)�a(l),
〈
c
�ζ , a

〉
=

∞∑
k=0

〈
c
�ζ(k),�a(k)

〉
,

∥∥∥C�ζb
∥∥∥2

=
∞∑

k=0

∥∥∥(C�ζb
)

k

∥∥∥2

.

,��� ���	
��� ��������
���� �� ����������	��� � ��������
��� -�%� �������.

�	 ����������� �� � �/ � ��������
�� � �������	
� ������������ h
(
f

�ζ , f
�θ
)
�

�����
	��������&
� ����(�� Δ
(
f

�ζ, f
�θ
)

���%��	
�� ���
�� Âζ �(&�����	�� ��
���%���%�

h
(
f

�ζ , f
�θ
)

= A
(
eiλ
)− b� (λ) r�θ

(
eiλ
)
, �'0 

Δ
(
f

�ζ , f
�θ
)

=
〈
c
�θ, a

〉
−
∥∥∥C�θb

∥∥∥2

, �'1 

��

r
�θ
(
eiλ
)

=
∞∑

k=0

(
C

�θb
)

k
e−ikλ,

(
C

�θb
)

k
=

∞∑
l=0

b(l)c�θ(l + k),

c
�θ(k) =

∞∑
l=0

ψ(l)(Ψa)l+k,

�'� 

(Ψa)k =
k∑

l=0

ψ�(k − l)�a(l),
〈
c
�θ, a

〉
=

∞∑
k=0

〈
c
�θ(k),�a(k)

〉
,

‖C�θb‖2 =
∞∑

k=0

∥∥∥(C�θb
)

k

∥∥∥2

.

23�� ����������� 
����
� ����%�"

������� ��	� ����� ζ(j) �� θ(j) � ��	
���
���� ��� �
�
� T �����
����
 	
�

���
���� �����	
�� �
����
��
��� � ��������� ���	������� ����
���� f
�ζ(λ)

�� f
�θ(λ) T ��������� �����
������ �
����
��
���� �ζ(j) �� �θ(j)� 
�������� �
���

�
� 
��
�������� ����
����
 	
���
����� �
����
��
���� ζ(j) �� θ(j) �� ��
	�

�
����
� T � ����
����
� �� ����� ���	������ ����
��� �
���	��� 	��
�����



���������	 
�������� ������������ 
������������ ��

���������	
� ���� ��� �� ���� ���� ���
 �
�
��� ���������� �	
��� ����	
����� Aζ
�� �
������ ��������������� ����
�������
 ζ(j) + θ(j) ��� j ≤ 0 ������������
�� �������� �����  ���������� !������������� h

(
f

�ζ , f
�θ
)
����� �	
��� �������"

���� �� �������� ���� �� ��	�� �
����
���� #������� �������������������� ��!�"

�� Δ
(
f

�ζ , f
�θ
)
����������� �� �������� ��
� �� ����� �
����
����

�������� 	
�
 $�!�� ζ(j) �� θ(j) % ������������
 �
� ���� T "���
������ ����"

������
 ��������
 ����
�������
� �ζ(j) �� �θ(j) % T "���
��
 ���	
�����
 ����
�����"
��
� �������
 ���
��� �������
���! ���
������ �����������! ����
��������� ζ(j)
�� θ(j) �� ���� �������� T � �
����
���� &���������� '� ���� � ����
���������
�ζ(j) �� �θ(j) � ��������� ����
����
��� 
��(� )��� � �������
�� ��������� σ2�

���
 ����������� !������������� h
(
f

�ζ , f
�θ
)
����������� �
�
���� �	
��� ����	
�"

���� Aζ ����������� �� �������� ���� �� ��	��  ������������������ ��!���
����(� ���(���� ���
���������

Δ
(
f

�ζ, f
�θ
)

= σ2‖�a‖2 − σ4

T 2
‖ba‖2,

��

�a = (a(0), a(1), . . . ), ‖�a‖2 =
∞∑

k=0

|a(k)|2, ‖ba‖2 =
∞∑

k=0

‖(ba)k‖2,

(ba)k =
∞∑

l=0

b(l)�a(l + k).

�������� 	
�
 # �����! ����
��� *�+ ������������������� ��!��� �����������

�
�
���� �	
��� a(N)ζ(−N) �� ������ ������������� ����
�������
 ζ(j)+θ(j) ���
j ≤ 0 ����������� �� ��������

Δ
(
f

�ζ, f
�θ
)

= σ2|a(N)|2 − σ4

T 2

N∑
k=0

∥∥b(k)�a(N)
∥∥2
.

������ 	
�
 �������� ����������� ��������� ����������  ���!����� �ξ(n) =(
ξ0(n)
ξ1(n)

)
�� �η(n) =

(
η0(n)
η1(n)

)
" n ∈ Z" ����" # ξ0(n) $ !�������� ����������  ����

!������ %��&��'��()���*��� �� � ��������+ #�������+

f0(λ) =
5/4

2π|1− 1/2 · e−iλ|2 ,

ξ1(n) $ ����������� � ξ0(n) !�������� ����������  ���!������ �� #�������+
f1(λ) = 3

2π |1 + eiλ|2" η0(n) $  ���!������ *��� &,�, �� � ��������+ #�������+

g0(λ) = 3
2π " η1(n) $ �����������' � η0(n) *���' &,� �� #�������+ g1(λ) = 2

π - .��!�
� �����+ /��!�&��� �-� �0��  *,!,����  ���!�1� ���������  ���!�����
�  ���!� T = 2

ζ(n) = ξ0(n) + eπinξ1(n) �� θ(n) = η0(n) + eπinη1(n).

%����� ����'��' 2,������� Aζ = αζ(0) = αξ0(0) + αξ1(0)" !� a(0) = α" α ∈ R"
a(k) = 0" k � 1-



�� �� �� ����	
��� � �� �� ������

����� ����	
���� 	�����
��� ���������	���� h(f �ζ , f
�θ) �� �����
�� ����� ������

� ���� �����
� ��!� �������������

Âζ = α

(
3
2

)3/2

(ξ0(0) + η0(0)) +
α

3
(ξ1(0) + η1(0))− α

√
3
2

1367
3456

(ξ0(−1) + η0(−1))

+ α
2
9
(ξ1(−1) + η1(−1)) + α

√
3
2

1367
6912

(ξ0(−2) + η0(−2))− α2
9
(ξ1(−2) + η1(−2))

+ 2α
∞∑

k=3

(−1)k−1

3k+1
(ξ1(−k) + η1(−k)),

� 	������������������ ������ ����" ������ ����	
�#��	$ �� �����
�� ��%�

Δ
(
f

�ζ , f
�θ
)

= α2 · 0.596.

&�����
��� '�
���	�� �(�������" 	����������" �	
������	�� �ζ(n) �� �)� �������#

f
�ζ(λ) =

1
2π

⎛
⎝ 5

|2−e−iλ/2|2 + 3
∣∣1 + e−iλ/2

∣∣2 5e−iλ/2

|2−e−iλ/2|2 − 3e−iλ/2
∣∣1 + e−iλ/2

∣∣2
5eiλ/2

|2−e−iλ/2|2 − 3eiλ/2
∣∣1 + e−iλ/2

∣∣2 5

|2−e−iλ/2|2 + 3
∣∣1 + e−iλ/2

∣∣2
⎞
⎠ .

*��
� ����� ������$ 	�����
���" '�
���	�� �(�������" 	����������" �	
������	��
�θ(n) ����#��	$ �����
��

f
�θ(λ) =

1
2π

(
7 3e−iλ/2 − 4e−iλ/2

3eiλ/2 − 4eiλ/2 7

)
.

)+ ����������	 
�������	� ����� ����������

,�'� ������ ������� 	�����
���� '�
���	��- f(λ) �� g(λ) T (�������� 	�����(

������ �	
������	��- �ζ(j) �� �θ(j)� ���������� ��������� ���
�� ������������ �(
�������� ����
������� �	
������	��- ζ(j) �� θ(j) �� �
��� ���.��� /� �� �
$ ����(
	
���$ 	�����
���" ���������	���� �� 	������������������" ������ �����
���"

���-��" ������ ���������
� Aζ ��.�� ����	������	� �����
��� ����0��1�+ ,�'�
. ������� '�
���	��- ����� �� ������� �
� ������ ���.���D = Df×Dg ���	�����
	�����
���� '�
���	��-� ��	��	���#��	$ �������	��- ����� �� ������ ���������$
���������
� ��� ��������� ������� ��������� ����
������" �	
������	��+ 2� ��(
��#�� ������� $�� ��������# �������$ 	������������������" ������ ������	�� �
$
�	�� 	�����
���� '�
���	��- �� ������ � �
�	� D+

��������� �	
	 3
$ ������" ���.��� �� 	�����
���� '�
���	��- D = Df ×Dg

������� 	�����
���� '�
���	��- f0(λ) ∈ Df � g
0(λ) ∈ Dg ���������	$ ��-����

	��$�
����� � �
�	� D �
$ �����
���" 
���-��" ��
������" ���������
� Aζ� $�'�

Δ(f0, g0) = Δ(h(f0, g0); f0, g0) = max
(f,g)∈D

Δ(h(f, g); f, g).

��������� �	�	 3
$ ������" ���.��� �� 	�����
���� '�
���	��- D = Df ×Dg

	�����
��� ���������	���� h0(λ) �����
���" 
���-��" ������
$��" ���������
�
Aζ ������#��	$ �������	��� �����	������ $�'�

h0(λ) ∈ HD =
⋂

(f,g)∈D

L−
2 (f + g), min

h∈HD

max
(f,g)∈D

Δ(h; f, g) = max
(f,g)∈D

Δ
(
h0; f, g

)
.

4����$�� �� ����� �������� �� ��������� ��'� 	����������� �5�0��1�� ��.��
��������� 	������
���	�� ��	����� 
�� 6�78+



���������	 
�������� ������������ 
������������ ��

���� ���� ������� �	
�������� �������
� f0(λ) ∈ Df � g
0(λ) ∈ Dg� ��� ��	��

����� ��������� ������������ �������� ����� ����
� �	������!��� ! ����� D
��� �	�������� �������� ��������� Aζ� ���� ��
����"��� ������������ �������
!�������� ���!#���� ������ �� ���!��� 
����
���

Δ(f, g) =
〈
c
�ζ , a

〉
−
∥∥∥C�ζb∗

∥∥∥2

→ sup,

f(λ) = TV (λ)ϕ (λ/T ) (V (λ)ϕ (λ/T ))∗ ∈ Df , ����

g(λ) = TV (λ)
(
d (λ/T ) d∗ (λ/T )− ϕ (λ/T )ϕ∗ (λ/T )

)
V ∗(λ) ∈ Dg,

��� ������ �� ���!��� 
����
���

Δ(f, g) =
〈
c
�θ, a

〉
−
∥∥∥C�θb∗

∥∥∥2

→ sup,

g(λ) = TV (λ)ψ (λ/T ) (V (λ)ψ (λ/T ))∗ ∈ Dg, ����

f(λ) = TV (λ)
(
d (λ/T )d∗ (λ/T )− ψ (λ/T )ψ∗ (λ/T )

)
V ∗(λ) ∈ Df .

��	
 
�� �� 	����
���� ���� ��� ���
�� �
 ���� ����� ���� ������
�������
� ���� � ��
���� ��������� �� � � �
����
������ �
�!�"�#���� {b(k), k ≥ 0}
������
$ !���"�$ b(λ) =

∑∞
k=0 b(k)e

−ikλ%

���� ���� $
��� �	
������� ������� f(λ) !����� �� ��	����" ��������� ���
���������� ���% &��� �	
������� ������� g0(λ) ����' ��	����" ��������� ���

���������� ���� ��� �� ���
 ����
� �	������!�� ��� �	�������� �������� ����
������ ����������� Aζ� ����

f(λ) + g0(λ) = TV (λ)d0 (λ/T )
(
V (λ)d0 (λ/T )

)∗
,

�
 d0(λ) =
∑∞

k=0 d
0(k)e−ikλ � ���������� ��
����"����� {d0(k), k ≥ 0}� ��� !�����

������ ���!#������ {b0(k), k ≥ 0} ������ �� ���!��� 
����
���∥∥∥C�ζb
∥∥∥2

→ inf, g(λ) = TV (λ)d (λ/T ) (V (λ)d (λ/T ))∗ − f(λ) ∈ Dg. �&'�

���� ��	� $
��� �	
������� ������� g(λ) !����� �� ��	����" ��������� ���
���������� ���% &��� �	
������� ������� f0(λ) ����' ��	����" ��������� ���

���������� ���� ��� �� ���
 ����
� �	������!�� ��� �	�������� �������� ����
������ ����������� Aζ� ����

f0(λ) + g(λ) = TV (λ)d0 (λ/T )
(
V (λ)d0 (λ/T )

)∗
,

�
 d0(λ) =
∑∞

k=0 d
0(k)e−ikλ � ���������� ��
����"����� {d0(k), k ≥ 0}� ��� !�����

������ ���!#������ {b0(k), k ≥ 0} ������ �� ���!��� 
����
���∥∥∥C�θb
∥∥∥2

→ inf, f(λ) = TV (λ)d (λ/T ) (V (λ)d (λ/T ))∗ − g(λ) ∈ Df . �&��

(���� ���������� ���������� 	����
��� f0(λ) ∈ Df � g
0(λ) ∈ Dg � �����)

��� ��������� *���������� h0 = h(f0, g0) ���
����� ����
�� �
��� !���"�$
Δ(h; f, g) � ��
+��� HD ×D% (�����
��� ����
�
$ �
���

Δ
(
h0; f, g

) ≤ Δ
(
h0; f0, g0

) ≤ Δ
(
h; f0, g0

)
, ∀h ∈ HD, ∀f ∈ Df , ∀g ∈ Dg

���
�������� ��	
 h0 = h(f0, g0)� h(f0, g0) ∈ HD � (f0, g0) # �
��,���
� ���� �
��
���� ���������

Δ
(
h(f0, g0); f, g

)→ sup, (f, g) ∈ D, �&&�



�� �� �� ����	
��� � �� �� ������

�� ������	�
�

Δ
(
h(f0, g0); f, g

)
=

1
2πT

∫ π

−π

(
r

�θ,0(eiλ)
)�

b0(λ)V −1(Tλ)f(Tλ)V (Tλ)
(
b0(λ)

)∗
r�θ,0(eiλ) dλ

+
1

2πT

∫ π

−π

(
r

�ζ,0(eiλ)
)�

b0(λ)V −1(Tλ)g(Tλ)V (Tλ)
(
b0(λ)

)∗
r�ζ,0(eiλ) dλ

������	 
������ ��� �����	��� �����	���� (f, g) � ��	���� �	�������� �����	�

���� D� ������� r
�ζ,0(eiλ)� r�θ,0(eiλ) 	����������� 
 �	����
��  !"#�  !$# 
 ��	��

f
�ζ(λ) = f

�ζ,0(λ)� f �θ(λ) = f
�θ,0(λ)%

&
�
�
 �
 ��	���� ���������  ''# �����
�����
 �
������� 
�
�� �
 ����	����
���������

ΔD(f, g) = −Δ
(
h(f0, g0); f, g

)
+ δ((f, g) | D)→ inf,

�� δ((f, g) | D) ( �����
�	��
 ������� ��	����D% )	�*�	� (f0, g0) 	��
���	� 
�
�
�� ���
�
+���� ��	�	� 0 ∈ ∂ΔD(f0, g0)� �� ∂ΔD(f0, g0) ( ������������
� 	����	,	
������	�
�� ΔD(f, g) � �	��� (f, g) = (f0, g0) -'./%

0% ������� �	
������ �	��
����� �������� � ����� DF,G

)	,�����	 
�
�� �����
���	,	 	�����
��� ������	�
�
 Aζ ��� T �����	����	
�	����	�
�	� �	����	��	��� ζ(j) ��� ��	���� ������
����� �����	���� T ���������

��
��	�
���� �	����	��	���� �ζ(j) �
 �θ(j)� ��� 	����
�� �	������ ζ(j) �
 θ(j) �

��	�� �	����� T 1

DF,G =
{(

f
�ζ(λ), f �θ(λ)

)
:

1
2πT

∫ π

−π

V −1(Tλ)f �ζ(Tλ)V (Tλ) dλ = F,

1
2πT

∫ π

−π

V −1(Tλ)f �θ(Tλ)V (Tλ) dλ = G

}
,  '2#

�� F � G ( 
�
�� ����	�� �
�����% )	�*
�3� 
�
�� �
 ��	���� ���������  ''#

 �	�	�	,	� ���	�� �����
����� ��	������ 4
,�
��
 �
�	���	� �	 �
����3

���������� ������
���� �����	��� f
�ζ,0(λ) �
 f

�θ,0(λ) 
�	�	������� �
������ ��������
�	3����1

V (Tλ))
(
b0(λ)

)�
r

�ζ,0(λ)
(
r

�ζ,0(λ)
)∗
b0(λ)V �(Tλ) = �α�α∗,

V (Tλ))
(
b0(λ)

)�
r

�θ,0(λ)
(
r

�θ,0(λ)
)∗
b0(λ)V �(Tλ) = �β�β∗,

�� �α = (α0, . . . , αT−1)�� �β = (β0, . . . , βT−1)� ( �����
���� ��	����� 4
,�
��
%
5��
��� ��������	3���� ���	�������� ���	

r
�ζ,0(eiλ) =

(
V (Tλ)d0(λ)

)�
�α,

r
�θ,0(eiλ) =

(
V (Tλ)d0(λ)

)� �β.

6	�� �
����3 ���������� �����	��� 
�	�	������� ��������	3����

f
�ζ,0(λ) + f

�θ,0(λ) = �γ
(
r

�ζ,0(eiλ/T )
)�

r�ζ,0(eiλ/T )�γ∗,  '"#

f
�ζ,0(λ) + f

�θ,0(λ) = �δ
(
r

�θ,0(eiλ/T )
)�

r�θ,0(eiλ/T )�δ∗,  '0#

�� �γ = (α0, . . . , γT−1)�� �δ = (δ0, . . . , δT−1)� �
 �γ�α� = IT � �δ�β� = IT %

7����	�� ��	����� 4
,�
��
 �γ� �δ� �
������ �	�����+��� {b0(k), k ≥ 0} ���
�
�
�����  ������� �
�	����	� �
��	��
���  $#8 9# �
����� ������
����� �����	����
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f
�ζ,0(λ)+f �θ,0(λ)� f �ζ,0(λ)� f �θ,0(λ) �� ������	
� �� 	�������
�� 	� ��
	���� � ����
DF,G�

���� ��	� �� �������
	�� ��
	����� ������� �� �� ������		� 	����	� �����
������ �������
	�� ��
	����� ����	� � ����DF,G �������������
 ��	� �� �����

���	���	
 !"#$ ��� !"%$� ���� �����&� �������
	�' ��
	���� f
�ζ(λ) ( ������� ��

	����	� ��������� �������
	� ��
	���
 f
�θ,0(λ) ∈ DG �����	�)

f
�θ,0(λ) =

[
�γ
(
r

�ζ
(
eiλ/T

))�
r�ζ
(
eiλ/T

)
�γ∗ − f �ζ(λ)

]
+

. !"*$

���� �����&� �������
	�' ��
	���� f
�θ(λ) ( ������� �� 	����	� ���������

�������
	� ��
	���
 f
�ζ,0(λ) ∈ DF �����	�)

f
�ζ,0(λ) =

[
�δ
(
r

�θ
(
eiλ/T

))�
r�θ
(
eiλ/T

)
�δ∗ − f �θ(λ)

]
+

. !"+$

,���� ���������� 	�����	� ��������

������� ��	� ������� �	
������ ��
��� �	��
������ ��������� f
�ζ,0(λ)�

f
�θ,0(λ) � ����� DF,G ��� �	�������� ����
���� ����������� Aζ ����������� �


������ !"#$� !"%$� ����
������ !+$�!-$� �	����������� !./$� !.-$ � � � ��!���

����� DF,G" #��������� �	��
����� ��
���
����� h
(
f

�ζ,0, f
�θ,0
)
������ Âζ � $

�����%��� �� ��
����� !."$ � � !.%$" &������� ��
���������
������ 	��� ��

Δ
(
f

�ζ,0, f
�θ,0
)
� �����%��� �� ��
����� !.0$ � � !.*$"


������ ��	� '��� ��
��� �	��
������ �������� f
�ζ(λ) (f

�θ(λ)) ������ �
��	�*��% ��������� ����
������ !/$ ( !-$)� ��� ������� �	
������ �	��
���$

�� �������� f
�θ,0(λ) (f

�ζ,0(λ)) �������%��� �	�������������� !"*$� !"1$� !+$�!-$
( !"+$� !".$� !+$�!-$) � � ��!������ ����� DF,G" #��������� �	��
����� ��
�$

��
����� h(f �ζ,0, f
�θ,0) ������ Âζ � �����%��� �� ��
����� !."$ � � !.%$" &�$

������ ��
���������
������ 	��� �� Δ(f �ζ,0, f
�θ,0) � �����%��� �� ��
����� !.0$

� � !.*$"

������� ��	� 2���� T = 1� f �θ(λ) =
∣∣1 −√2e−iλ

∣∣2 �� F = 5� ������� 	
�������
Aζ = κζ(0)� κ ∈ R�

�� ��������� ������� ���������� ����������� �������� ������
��� 	�� 
�

 !"#$� %���&�'�� ���	������� {b(0), b(1)} � ����(������ ��'��� !")$ �� 
������
�������
� {

(3b(0)−√2b(1))2 + 2b2(0)→ min,
b2(0)− b2(1) = 1

8 .

*�'� ������� ��������� ���������� �������� � ���
 DF ��� ��+�'

f
�ζ,0(λ) =

⎡
⎣16

3

∣∣∣∣∣1−
√

2
2
e−iλ

∣∣∣∣∣
2

−
∣∣∣1−√2e−iλ

∣∣∣2
⎤
⎦

+

.

,�
��-���� �� f
�ζ,0(λ) �� ���-��� ��' �������� ���	������� κ�

.��������� ���������� &�������������� �������� �� 	���
�/ !)0$� '�����/�

h(f �ζ,0, f
�θ) =

κ

2

(
1 +

1
2
e−2iλ

)
.

,+�'�� 	���
� !)1$ �
���� ������ 	
�������� Aζ '�����/�

Âζ =
κ

2
(ζ(0) + θ(0)) +

κ

4
(ζ(−2) + θ(−2)).
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���
 ������
 Âζ �����
� �
������� ��
���� Δ
(
f

�ζ,0, f
�θ
)

= 5
2κ

2�

������� �	
	 ���
� T = 2� f �θ(λ) = I2 �
 F =
(

2 6
6 11

)
� ������� ��������
�

Aζ = 7
2ζ(1)−

√
23
2 ζ(0)�

 �� ���!����� �
����� !�������	�" !�����
����" #�����!�� �
!��!���� ���$
���� %&'(� ) 	��
��� �
������*� �
�*� m = 1 ��������� �
����� �����������
{b(0), b(1)} � ���	+���
�� ��!����
����" �
�
� %&,(⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

(
b(0)(

√
23/2,

√
23/2)� − b(1)(7/2,−7/2)�

)(
b∗(0)(

√
23/2,

√
23/2)

−b∗(1)(7/2,−7/2)
)
+
(
b(0)(7/2,−7/2)�

)(
b∗(0)(7/2,−7/2)

)→ min,

I2 + b(1)(I2 + F )b∗(1)− b(0)(I2 + F )b∗(0) =

(
0 0
0 0

)
.

-��� �
����� !�������	
 !�����
���
 #�����!�� � ��
!� DF �
� 	�*���

f
�ζ,0(λ) =

[(
2 6
6 11

)
− 178

√
23

10569

(
1 2
2 4

)(
e−iλ/2 + eiλ/2

)
.

]
+

.

.����
�!�
 !�����
���
 �
�
�����!���
 � ����*������ �� !���� �!��	��� ���$
�������
��� ���!���
 �
 �������/ %,0(� ����	�/�

h
(
f

�ζ,0, f
�θ
)
≈
(

7.14e−iλ − 3.23
−6.74e−iλ − 3.61

)
.

1*���� ������� %,2( ���
�
 �����
 ��������
�
 Aζ ����	�/�

Âζ ≈ −3.23(ξ0(0) + η0(0))− 3.61(ξ1(0) + η1(0)) + 7.14(ξ0(−1) + η0(−1))

− 6.74(ξ1(−1) + η1(−1)).
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��
���
 ������
 Âζ �����
� �
������� ��
���� Δ(f �ζ,0, f
�θ) ≈ 23.37�
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