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Abstract. In the paper the limit theorems for maximal residuals in linear and nonlinear regression
models are obtained. An example of application of the results of such a type to construction of
regression model adequacy test is given.
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yj =
q∑

i=1

θixji + εj, j = 1, . . . , n, #(%

�
 εj 0 �
���
��� �������� ��������
�� #�$�$�$% ��������� �
������ #�$�$%� E εj = 0�
E ε2

j = σ2 <∞$
+
���

X =

⎛
⎜⎜⎝

x11 x12 . . . x1q

x21 x22 . . . x2q

. . . . . . . . . . . .
xn1 xn2 . . . xnq

⎞
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� n× q�������	 
���
 ������������ ���
�������
� det(XT X) �= 0� ���� ������ ����
������ ��������� �������� ��������� 
��������� θT = (θ1, . . . , θq) ∈ Rq �� �
�������

����	�� � �� ��!�� ��
������� ������ θ̂T
n = (θ̂1n, . . . , θ̂qn)� "� �������
# $
��������

Q(θ) = (Y −Xθ)T (Y −Xθ) =
n∑

j=1

(
yj −

q∑
i=1

θixji

)2

, �%�

Y T = (y1, . . . , yn)� ����#�&�	 $���
��'

θ̂n =
(
XT X

)−1
XT Y. �(�

)��������

ŷj =
q∑

i=1

θ̂inxji, ε̂j = yj − ŷj , j = 1, . . . , n,

Zn = max
1≤j≤n

εj , Ẑn = max
1≤j≤n

ε̂j ,

d2
in =

n∑
j=1

x2
ji, dn = diag(din, i = 1, . . . , q).

�*�

+���

�� ��� 
���� # ������������ � �����������
 ������� 
�� ���,���� ����
�����
,��� ������������ ������

��� d−1
in max

1≤j≤n
|xji| ≤ kin

−1/2, i = 1, . . . , q. �-�

)����,���

Jn = d−1
n XT Xd−1

n =
(

d−1
kn d−1

ln

n∑
j=1

xjkxjl

)q

k,l=1

, �.�

λmin(A) � �������� ������ ,���� ������� �����,���/ ������� A�

���� λmin(Jn) ≥ λ0 > 0 ��	 n > n0. �0�

1��� 
 ��!��� !
�
�& ����������
�����& ��	�� ���
�&���� �����,��/ �����/ �������
���&��� ���,��& ���� +�����#�� ���
������ ���������	�

2���
����,�� �����	 ���������&��� ���,��& ��# �
���
 � �����,��� ���
����
��� Zn 
�� n → ∞� 3�	��	#�&�	� "� ����
����,��� ���
���� ����,��� Zn �����
������/ ���
������� ,����� �!��4	����� 
������ �������� ����� �� ��&�� #���� ���
������ ����� ���
������� 5�
������� "� � �����&��� �����/ ���������&��� ���,��&

���� ��

 E ε = 0� E ε2 = σ2 < ∞ ���,���� �� �������'�&�	�

+���� ���� (εj) ��'�& $
����' ���
����
 �$���� F (x)� )��

������ "� ��	 ��	���
�������� bn > 0� an 
�� n →∞

bn(Zn − an)
D−→ ζ, �6�

� ζ ��# ����������
 $��� G(x) = P(ζ < x)�
7�"� �
�����������	 �6� �����
#�&�	� �� ���
�&� "� $��� F �������& �!�����

������
� 
���	�����	 �����
 G � 
��
�& F ∈ D(G)�
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� ! � Φα(x) =

{
0, ��
 x ≤ 0,
exp(−x−α), ��
 α > 0, x > 0;

 
� !! � Ψα(x) =

{
exp(−(−x)α), ��
 α > 0, x ≤ 0,
1, ��
 x > 0;

���

 
� !!! � Λ(x) = exp(−e−x), ��
 −∞ < x < ∞.

! �	��	�
� �������	 ����"�� G� ��	 �	�	#���� ����$ �� ��������% ���� ���� ���

��	�
&��$ � �������������� ���� "� ���� �	�� �	��
�
	�� ��

 F (x) = G(x)�

��������� xF = sup{x : F (x) < 1}� ����������� ���� ! ��� � �! ���"� ������	#
$��� ! ���� F (x) �%��� &� ��
����� ��� &'�	��& D(Φα)( D(Ψα)  � D(Λ) ���"��
�)
�*���

������� 	 ��� �� ����	�
�( +� ,!�	��� '
� ����� ��� F �	
��	
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	��� �	�
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� ! (Φα) :

xF = ∞ i ∀x > 0 lim
t→∞

1− F (tx)
1− F (t)

= x−α, α > 0; �-.�

 
� !! (Ψα) :

xF < ∞ i ∀x > 0 lim
h↓0

1− F (xF − xh)
1− F (xF − h)

= xα, α > 0; �--�

 
� !!! (Λ) : ∃F ′(x) = f(x), f(x) �	# ���(#��� ������� f
′
(x)

� ������	
� (x0, xF ), (xF ≤ ∞), f(x) = 0 �
� x > xF

� lim
x↑xF

f
′
(x)(1 − F (x)

f2(x)
= −1. �-/�

0�� � �! ���"� �-.�( �--�  	��	�� 	 %��� 1 ! �	�%2!�����( � ���"� �-/� %���1
�
�� �	�%2!���3�

4��� �� � an( bn " ��!""!���5	��! ��� ��& 
�$��'� !�  �1�2  ��!" ��$� 1 %� �
"�%���!  �
6

7�� 8 (Φα) : bn = (γn)−1, an = 0; �-
�

7�� 88 (Ψα) : bn = (xF − γn)−1, an = xF ; �-9�

��� ���"! �-/�

7�� 888 (Λ) : an = γn, bn = r(γn), �-:�

�	 γn = F−1(1− n−1) = inf(x : F (x) ≥ 1− n−1)( F (x) = 1− exp(−R(x))( R′(x) = r(x)
���"� �:( �� 9.���


���
�� �� ;
<� (εj) = ������ N(0, 1) "�"�(  � "�
���� 1�& ���"� �-/�( ! ��� "�%��!

��� �� 

bn = (2 lnn)1/2, an = (2 lnn)1/2 − ln lnn+ ln(4π)
2(2 lnn)1/2

��� n > 1, �-*�
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lim
n→∞P{bn(Zn − an) < x} = Λ(x).

������� �� ����� ���� F 	�	� εj 	 
���
� ��� ��
����� ��
���� 
����
�
 ����
�������� ������ G� 	���������� �
�	� �� � ��� ��

bnn−1/2 → 0, n→∞. ����

!���

lim
n→∞P{bn(Ẑn − an) < x} = G(x), x ∈ R1, ����

�� G " ���� �� ����� ����	 �������
�	 Φα� Ψα� Λ�

#�	������ �����
� $� �� ������������ ���
�����
∣∣∣∣ max1≤j≤n
cj − max

1≤j≤n
dj

∣∣∣∣ ≤ max
1≤j≤n

|cj − dj |

������ ��

|Ẑn − Zn| ≤ max
1≤j≤n

|ε̂j − εj | ≤
q∑

i=1

|θ̂in − θi| max
1≤j≤n

|xji|,

� ��
��	

Δn = E |Ẑn − Zn| ≤
q∑

i=1

(D θ̂in)1/2 max
1≤j≤n

|xji|. ��!�

" ����	 (ii) �	��	�� 
�������� ����	#
 J−1
n = Ln = (Lkl

n )
q
k,l=1 �� ���
�����


detJn = λ1 . . . λq ≥ λq
min ≥ λq

0 > 0,

(det Jn)−1 ≤ λ−q
0 , n > n0,

�� λ1, . . . , λq $ �����
 %	��� ����	#
 Jn&
' ����	#
 ��(�)���%�	* ��������+ �� �������
� ����	#
 Jn ,���	- ������� �,��.

�� �+�� � ��)��,
� �������
� ����	#
 Jn& /���	- ������� Jn �� ���
��
��0 /�

�
1���,���+,�(� �#
�0 �+�� ��	�	#�0& 2 �
����
����� �
���
 ��+�(� (q−1)! �����,
�&
3�,	� %	���4 �� ����	 (ii) ,���	- ������� ����	#
 Ln �#
�0 �+�� ���	%	��0

|Lkl
n | ≤ λ−q

0 (q − 1)!, k, l = 1, . . . , q. �56�

/����
�#
-�� ����	#� ���������� �&�&,& dn(θ̂n − θ) �� �	(���

E dn(θ̂n − θ)(θ̂n − θ)T dn = σ2
(
d−1

n XT Xd−1
n

)−1
= σ2Ln.

3��� ��� n > n0 �� �#
�,�0 �56�

Dθ̂in = σ2Lii
nd−2

in ≤ σ2λ−q
0 (q − 1)! d−2

in . �5��

" ��!�4 �5�� �� ����	 (i) �	��	�� 4 7�

Δn ≤ σλ
−q/2
0

√
(q − 1)!

( q∑
i=1

ki

)
n−1/2. �55�

8��
��
��+ �55� �� 7� �� �	,��	����� ����� ���� ������	 ��	�����+ �� ��
��
���
�.
���

E |bn(Ẑn − an)− bn(Zn − an)| = bnΔn → 0, n →∞. �
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�������� 	
 ����� ���	
��
��� ��	�� ���� ����� �	��
a) ���	 F ���	�	��
�� ��	�� ����� 
	 ���
� ���
��
� ���� � G(x) = Φα 
� an, bn

�� �����
b) ���	 F ���	�	��
�� ��	�� ����  �� α > 2� 
	 ���
� ���
��
� ���� � G(x) =

Ψα(x) 
� an, bn �� �����
c) ���	 F ���	�	��
�� ��	�� ����� 
	 ���
� ���
��
� ���� � G(x) = Λ(x) 
� an�

bn �� ��	��


��
�
��� �������� � �
����� �������� �� �
��
�� � ��!� �� ��� ��"���� �
�������� #�$%� ���������� �����
�������& ��'�(

a) )����� � ������� ���� ���� xF =∞ γn →∞ bn = γ−1
n → 0 n→∞ ��*�� ��'�

�����(
b) +���� ���� ����,�� !�

1− F (xF − x) = xαL(x), x ↓ 0,
�
 L(x) �����&�� ����-��&�� � ����( .��/���-,� �������& ���� �����

γn = xF − un, uα
nL(un) =

1
n

.

0�����- �������& ����1
�� ���

U1

(
1
un

)
= n, �
 U1(x) = xαL1(x), L1(x) =

1
L(1/x)

.

)�������� !� L1(x) �����&�� ����-��&�� �� �
����,
�����( .����� ����( ��
��"
�2
�� 	 3' �( �'4� !� ����� 5���6�� L2(x) ��� �����&�� ����-��&�� �� �
����,
����� �
��� ���7

U1(U2(x)) ∼ U2(U1(x)) ∼ x, x →∞,

�
 U2(x) = x1/αL2(x)( 8��� ��� n →∞

n1/αL2(n) = U2(n) = U2(U1(
1
un
)) ∼ 1

un
.

8���� ,����

bn = (xF − γn)−1 =
1
un
∼ n1/αL2(n),

� ��� α > 2 ����� ��'� ��������&��(
9����
�������& ��'� � ������� c) �������� �� ��������7 �
�� ��� ��"���� ��
�2

������� � ����������� ���
�
�(

��
� 	
 ���	 ���	
��
��� ��	�� ���� � an� bn ���
�!�
� ���
	�
��� ��	�� 
	 ���
"���#��	$	 δ > 0 ��
�� C = Cδ < ∞ 
���� �	

an ≤ Cnδ, bn ≤ Cnδ. ����

%	����

� ���� &� :
/��

R(x) = − ln(1− F (x)), r(x) = R′(x) =
F

′
(x)

1− F (x)
.

)����� �� ����

− r
′

r2
=
(
1
r

)′

=
(
1− F

F ′

)′

= −1− (1− F )F
′′

(F ′)2
→ 0, x→ xF . ����

8��� ��� *��&2����� δ > 0 ����� x1 < xF ���
 !� ��� ���/ x ∈ (x1, xF )

r
′
(x)

r(x)
≤ δr(x),



�� �� �� ������ � �� 	� 
����

���� �� ���	��
������

(ln r(x))
′ ≤ δR

′
(x).


��� ������� C = Cδ� �
� ����� lnC > ln r(x1)� �� �
� x ∈ (x1, xF )

ln r(x) ≤ δR(x) + lnC,

�� �����

r(x) ≤ C exp(δR(x)).

�	�������� � ������� ���	��	��� x = R−1(lnn)� ���	 r(R−1(lnn)) ≤ Cnδ� ��
�����
���� ���	����� �� �  !"# an = γn = R−1(lnn)� bn = r(an)� ����� ��$�� �%	��� �  &'#
�	����

(�� $��������� ����$ �%	��$� )���$ ������������� ��	��	���������  &*#� +����
�
� �$�������� δ > 0� 	��$� x2 < xF ����� �� �
� ��	, x ∈ (x2, xF )

r
′
(x)

r(x)
≥ −δr(x),

���

(ln r(x))
′ ≥ −δR

′
(x).

��	��� ��� $���	 lnC ≤ ln r(x2) �����$���

ln r(x) ≥ −δR(x) + lnC

	

r(x) ≥ C exp(−δR(x)).

�	�������� � ������� ���	��	��� x = R−1(y)

r(R−1(y)) ≥ C exp(−δy).


��� ���� ������ �	��	��� (R−1(y))
′
= (r(R−1(y)))−1� �� ���������

(R−1(y))
′ ≤ C

′
exp(δy),

���

R−1(y) ≤ (C
′
/δ) exp(δy) + C

′′
,

��� C
′′ ≥ R−1(y2) = x2� -������� y = lnn� ���	

an = R−1(lnn) ≤ (C
′
/δ)nδ + C

′′
.

���)$�	
�� �� %���� ������ �
� �������
�����	 �����. �%	��� �  &'#� �

������� �  �����������#	 
��� � ����
	  !# (εj) / ������ N(0, σ2) ���� 	 �����$�
����� $����  	#�  		#� ��

lim
n→∞P

{
bn

(
Ẑn

σ
− an

)
< x

}
= Λ(x), x ∈ R1,

) ����$�0��� ���
	���������� an� bn 	)  !1#�

������� 
	 2�,�3 (εj)/ �	����	��� ��)���	
��	 �� [−1, 1] ���� 4
� ��, �����$�����
$����  !!# ) α = 1� � 	)  !*# ����� an = 1� bn = n

2

lim
n→∞P

{n

2
(Zn − 1) < x

}
= Ψ1(x), x ∈ R1.

5��	
��� bnn−1/2 � 0� �� $���� ������� ! �� �����$������ ��������� �� 	 �	��
�	���  !6# �� �	����
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� 	����	��
���� ��
����� ��

����� ����	
 ����
������
 ��� ��� �������
���� ���

yj = θ + εj , j = 1, . . . , n.

���� ������ θ̂ = ȳ = θ + ε̄� �

ŷj = ȳ, ε̂j = yj − ŷj = εj − ε̄, Ẑn = max
1≤j≤n

εj − ε̄ = Zn − ε̄.

��	� �	� ������ ����	�� ����� !�����
�

n

2
(Ẑn − 1) =

n

2
(Zn − 1)− 1

2

n∑
j=1

εj .

"���	
�� Zn < 1 ����� �������� 
� �	� x > 0 ��� ��	���� n

P
{n

2
(Ẑn − 1) > x

}
≥ P

⎧⎨
⎩−12

(
2n
3

)1/2( 3
2n

)1/2 n∑
j=1

εj > x

⎫⎬
⎭

∼ 1− Φ

((
6
n

)1/2

x

)
∼ 1
2
,

�� Φ # $��� N(0, 1) ���� %� �!��&��� '� ��!����	 n
2 (Ẑn − 1) �� !(����

�� �� Ψ1� (�

1−Ψ1(x) = 0 ��� x > 0 �

������� �	 )��� �
���� '� ���� εj ��*

 ��!����	 +

*���
� ! s �
 ������ ��	��

�(
�

Fs(x) = Ks

∫ x

−∞

(
1 +

u2

s

)−(s+1)/2

du, Ks =
Γ((s+ 1)/2)√

πsΓ(s/2)
.

,� �����	�� -���
�	� �	� x > 0

lim
t→∞

1− Fs(tx)
1− Fs(t)

= x−s,


�(
� !� ��.� $��� Fs ��	���

 �(	��
� ������ � ���
������� ��!����	 Φs, � ���
���������  ��� ���� ���� �������	��� 
��������� 
������ ��

/� ��������� �	
��� ��
�����

0�!�	����� ��	����� ����	
 �������1

yj = g(j, θ) + εj , j = 1, . . . , n, �/2�

� ���� ���	�������

 $ ��3�� g(j, ·) ��!��&��� �� ������ ������
�� ������� O ⊂ Rq


����� '� Θc ⊂ O� �� Θ # �(������ ������
� �� �	� �������� ��� ���
�

 ��4
������ ��
���� !��&���� ������
�� θ� 5����
������ '� $ ��3�1 g(j, ·) ���&� ����4
����� ��$����3������ � Θc� 5������� ����	�� ����
������
 ���� �
���� '� εj �
j = 1, . . . , n� # ������ ����� E εj = 0�

"����� ������
�� θ, �
������* !� ����
���������� �/2�� ��!���� ( �
4���� ��4

�
�� θ̂n ∈ Θc �! �	��
����
*

Q(θ̂n) = inf
τ∈Θc

Q(τ), Q(τ) =
n∑

j=1

(yj − g(j, τ))2.

�� ������ ��� 	�������� ������ � �� �� ������ !�����
� ������ θ̂n  ����� ���	����
5������ ���(����� ��!��&����� ����� α = (α1, . . . , αq) # � 	

�4�������

|α| = α1 + . . .+ αq, dα
n(θ) = dα1

1n(θ) . . . d
αq
qn(θ),

�� d2
in(θ) =

∑n
j=1 g2

i (j, θ)� gi = ∂
∂θi

g� i = 1, . . . , q�



�� �� �� ������ � �� 	� 
����

���������	 
����
	���

dn(α, θ) =
n∑

j=1

g(α)(j, θ)2, g(α) =
∂|α|

(∂θ1)α1 . . . (∂θq)αq
g.

���� ei ∈ Rq � �����
��� ���� �� dn(ei, θ) = din(θ)� i = 1, . . . , q�
�� ����������� ������ ��
����� ����

0 < lim inf
n→∞ n−1/2din(θ), i = 1, . . . , q. �� !

"����
��� dn(θ) = diag(din(θ), i = 1, . . . , q)�

f (α)(j, u) = g(α)
(
j, θ + n1/2d−1

n (θ)u
)

, U c
n(θ) = n−1/2dn(θ)(Θc − θ),

Φ(α)
n (u1, u2) =

n∑
j=1

(
f (α)(j, u1)− f (α)(j, u2)

)2

, u1, u2 ∈ U c
n(θ),

Jn(θ) =

⎛
⎝d−1

kn (θ)d
−1
ln (θ)

n∑
j=1

gk(j, θ)gl(j, θ)

⎞
⎠

q

k,l=1

,

Λn(θ) =
(
Λkl

n (θ)
)q

k,l=1
= J−1

n (θ).

"����
��� ����#

S(r) = {u ∈ Rq : ‖u‖ < r}, r > 0; un(θ) = n−1/2dn(θ)(θ̂n − θ).

$ ��
���% �	�������& ���	�� �	��	'�& ��� ���	�	��� ��	��#	��� �������
���� �	�(

�	�� ) ��*����� ������'���� �	��% ���'����'�� ���'�'�	����'�� ������ θ̂n ���%� ��

�*���� ���	���� θ̂n % �	�������& ���	�� ������� #��'�����+ %��� �� ,%��*�- �	��	(
'�& g� ��# ��������� ���'����'�	� ���'�'�	����'�� .�/�

0��	�	�� %����� �� ���+ ������ θ̂n ��� 
����1�% ���'����'���
A1� μm = E |εj |m < ∞ ��� �	����� *����� m ≥ 3�
A2� 2�� 1%��(����� r > 0 �'�%-�� ���'����� Ci(α, r)� i = 1, 2, 3� ����� ��

sup
u∈Sc(r)∩Uc

n(θ)

n(|α|−1)/2(dα
n(θ))

−1dn

(
α, θ + n1/2d−1

n (θ)u
)
≤ C1(α, r),

|α| = 1, 2;
��3!

sup
u1,u2∈Sc(r)∩Uc

n(θ)

n(dα
n(θ))

−2Φ(α)
n (u1, u2)‖u1 − u2‖−2 ≤ C2(α, r), |α| = 2; ��4!

sup
u∈Sc(r)∩Uc

n(θ)

n1/2(dn(α, θ))−1 max
1≤j≤n

∣∣f (α)(j, u)
∣∣ ≤ C3(α, r), |α| = 1, 2. ��5!

A3� ���� g(α)(j, θ) �= 0� ��

lim inf
n→∞ n1/2(dα

n(θ))
−1dn(α, θ) > 0, |α| = 2. �67!

A4� 2�� n > n0 λmin(Jn(θ)) ≥ λ0 > 0�

A5� 2�� 1%��(����� r > 0 � m �� %���� A1

P{‖un(θ)‖ ≥ r)} = O
(
n−(m−2)/2

)
. �6)!

8�
���� �� %���� ��5! %�������-� (i)� � %���� A4 �������
�� %���� (ii) )(�� �����(
�% '������ 9
��������	��� �6)!� ��	 %�������-� �	�%����� ������� .4/� � 
��'��	��-

���'����'�- '��1��& ���'�'�	����'�� ������ θ̂n� $����� �� ���+ ����	 �6)!� �� ���	�	(
��� *���� ,���% ��'����'� � �	��	�� 4 .�� '���� 67:6�/�



�������� �	
�	�� �
� 	����	��
���� ��
����� ��

��������	 
��� ��
����� ���� � � ����
������������ ������� ��� ����� �� �����
� !� "�#��$��� χ(δ) = 2λ−1

0 σq(m− 2 + δ)1/2� 
� σ2 = μ2�

������� �� ���� �������� 	
��� A1 −A5� ��

P
{
‖un(θ)‖ ≥ χ(δ)n−1/2 ln1/2 n

}
= O

(
n−(m−2)/2

)
�� �


�� �	
������� ����������� δ > 0�

%�����
��&���� �� � ��'�� ���������� � �����
�

P
{
‖dn(θ)(θ̂n − θ)‖ ≥ χ(δ) ln1/2 n

}
= O

(
n−(m−2)/2

)
. ����

(���� $����� �������  ) *� ��#��+��� ��� ������� ��
,������ ���������- ������

dn(θ)(θ̂n − θ)�
"����
��� ŷj = g(j, θ̂n) �� ������������$� ��#��$���� 1. �� ��#
��� ��/����

�
��������� �������	 ��#��+��� *+��� ��#
����

������� 	� ����� ���� F ���� εj � 
�
��� � 0� �������� ������� 
����
	
 ����
�������� �����	 G� �����	 ���� 	
��� A1 −A5 ��(

lnn

n

)1/2

bn → 0, n →∞. ��1�

!�
� ����� ������
��"���� ��2�� 	 ���
	 G # �
�� �� ����� ����� �����
���� Φα�

Ψα� Λ�

$���
���� �����
� %� 3� � ����&��

|Ẑn − Zn| ≤ max
1≤j≤n

|ε̂j − εj | = max
1≤j≤n

∣∣∣g(j, θ̂n)− g(j, θ)
∣∣∣ .

4 ��&��� /����

g(j, θ̂n)− g(j, θ) = f(j, un(θ))− f(j, 0) =
q∑

i=1

fi(j, u∗n(θ))n
1/2d−1

in (θ)uin(θ),


� ‖u∗n(θ)‖ < ‖un(θ)‖� 3�5� ‖un(θ)‖ < 1� �� #� ����� � ��

|Ẑn − Zn| ≤
q∑

i=1

n1/2d−1
in (θ) max

1≤j≤n
|fi(j, u∗n(θ))| · |uin(θ)|

≤
q∑

i=1

C3(ei, 1)|uin(θ)| ≤ ‖C‖ · ‖un(θ)‖,


� C = (C3(e1, 1)), . . . , C3(eq, 1))�
6���� ����� 
�� 
����+���� ε > 0

P
{
bn|Ẑn − Zn| ≥ ε

}
≤ P

{
bn‖un(θ)‖ ≥ ε

‖C‖
}
+ P{‖un(θ)‖ ≥ 1} = P1 + P2.

4��
��� A5� P2 → 0� 7��� �*����� ���&�	 
�
����

P1 = P

{
bn‖un(θ)‖ ≥ ε

‖C‖ , ‖un(θ)‖ ≥ χ(δ)n−1/2 ln1/2 n)
}

+ P

{
bn‖un(θ)‖ ≥ ε

‖C‖ , ‖un(θ)‖ < χ(δ)n−1/2 ln1/2 n)
}

= P3 + P4.

4� ������ ��1� ������� �� P4 = 0� ��$����$� # 
������ ������� � P3 = o(n−(m−2)/2)
#� ��������  � �



�� �� �� ������ � �� 	� 
����

��������	 
���
������ �������� ln1/2 n � 
���� ���� �� ������ ��������� �������
�
 � ������� �	 � ���
 �� ������� � �� ������ � ���
������

�������� 	
 ����� ��� 	
���� �!"� �
�
������� �	
�
 A1 −A5� �
�� ����� �����

������ a), b) � c) �������� ��

#��$��� ���� ��
�������% &�'� �� ��������	 �������	 
 ������ �!"�

g(j, θ) ≡ g(xj , θ), xj = (xj1, . . . , xjl) ∈ X ⊂ Rl, j = 1, . . . , n,

�� X ( ����� �$����� 
���
����� ��)����*��)� ���
�������
	 �� ���� ���������	 '�
������ �
��������� �!"� � 
��)��������� ������ ���%
+��

�����	 '� X ���
����� �������	 
�,���� �� 
����������  
��-�. ��)����.

g(x, θ) ��
������� �� �
�

����� ������, (x, θ) ∈ X×Θc% /���	 ��������	

sup
θ∈Θc

dn(α, θ) ≤ c̄(α)n1/2, |α| = 1, 2, ��"�

�� c̄(α) ( ����� ���������% 0� ���)������� ������ ��
���� ����% �!1��	 ����

din(θ) ≥ cin
1/2 ��1�

��� �����, ci > 0	 i = 1, . . . , q% 2 
 ��
���
	 ���� |α| = 2 � g(α)(x, θ) �= 0, ����������
��	 '�

d(α, θ) ≥ c(α)n1/2 ��3�

��� �����, c(α) > 0%
#� 
��� ��"� �� ��1� $�� �$������� ��)�������� �� ������ ����������
���� ����

�
����� n1/2Iq ������� dn(θ)% 4��
������� ����� �
��������� * 
���� ������� !%
/��	 
���� �!3�	 �!5� � ��6� ��
������� �� ��"����3�	 � 
���� �!7� ��$
��� ��)���


n−1
n∑

j=1

(
g(α)(xj , θ1)− g(α)(xj , θ2)

)2

‖θ1 − θ2‖−2 ≤ c(α),

θ1	 θ2 ∈ Θc	 |α| = 2%

�% ����� ���	
����

�� ���	���� ������	

�	� �
���� ��������

8����� ����� �� 
�����-� ������� 
����$� � 
������-� ������������ ������ ���
)����.% 9��)������ �� 
������� 
�����. ����*��. ��)����. ������
����� �� -��. ������
������ ��� ������������, ����:���%
;�,�*

yj = θ0 + θ1xj + εj, j = 1, . . . , n, ��7�

�� εj ( �%�%�% N(0, σ2) �%�% < ��,�* θ̂0, θ̂1 �%�%�% ��� 
��������� θ0, θ1	

ŷj = θ̂0 + θ̂1xj , ε̂j = yj − ŷj,

Ẑn = max
1≤j≤n

ε̂j , x̄ =
1
n

n∑
j=1

xj , s2 =
1
n

n∑
j=1

(xj − x̄)2.

8��� ����� ��������� an	 bn ��������� ���������� ��1�% /�� ����	 �� � � ������� �	
����� ������� ��������

lim
n→∞P

{
bn

(
Ẑn

σ
− an

)
< x

}
= Λ(x), x ∈ R1, ��5�


�� 
����
lnn

n

max1≤j≤n |xj |2
s2

n

→ 0, n →∞. ��6�

�=� 
���� ���,� ���$��:� �� 
���� ������� �%�
8�� ��:�, -���* �������� ��5� ���$� 
������� ����

��� �����%



�������� �	
�	�� �
� 	����	��
���� ��
����� ��

������� �� ��� ������ ���� 	
� ���
� ����

lim
n→∞P

{
bn

(
Ẑ∗n
σ̂n
− an

)
< x

}
= Λ2(x), x ∈ R1, ����

�� Ẑ∗n = max1≤j≤n |ε̂j|� σ̂2
n = (n− 2)−1

∑n
j=1 ε̂2

j �

��
������ ���
��� �� �	
��
�� ��
��
���
 �	������
�����

lim
n→∞P

{
bn

(
Ẑ∗n
σ
− an

)
< x

}
= Λ2(x), ����

	�� ��
��� �� 
��� �!�� "�#�$��
�
�� �
 �� ��� �
� σ = 1.
%�&
 	
"�����


Z∗n = max
1≤j≤n

|εj |, Wn = min
1≤j≤n

εj ,



 	�� un = x/bn + an� n →∞
P{bn(Z∗n − an) < x} = P{Z∗n < un} = P{Zn < un, Wn > −un} → Λ2(x).

'�
���( ����	


���� �	������
����� ��	$���( �" 
�
���� �)�)� �*+� �) ��,�� �
 �$�
�
�����
�
- �
���$��
- .)�) Φ(x) ��(�
 ����) *+� �) �/� �+,�

nΦ(−un) = n(1− Φ(un))→ exp(−x) = − ln(Λ(x)).
0
� �����
� "����� ������
� ����� �
��
� "�	���
� ��������
�

|Z∗n − Ẑ∗n| ≤ max
1≤j≤n

|εj − ε̂j |
� ��
���
�
��� ������������ �" �
������� 
�
���� �)
1���� ���
�� ��� "�$���(
��� �
���
� ��	$�����!2 (42)⇒ (41)) 3
�$����


ζn = bn

(
Ẑ∗n
σ
− an

)
, ζ

′
n = bn

(
Ẑ∗n
σ̂n
− an

)
.

4#���
 ����
�
� ����

ζn
D−→ ζ, n →∞, ����

�� P{ζ < x} = Λ2(x))
5�"	
�������
 �" 
"������� ζn 
� ζ

′
n ��(�


ζn − ζ
′
n = bn

Ẑ∗n
σ

(
σ̂n − σ

σ̂n

)
=
(ζn + anbn)(σ̂2

n − σ2)
σ̂n(σ̂n + σ)

. ����

6�$� ��
���
�(�
�� ���
�
! 
����
! ����)� ��	���$��� *�,�

E
∣∣σ̂2

n − σ2
∣∣ ≤√D σ̂2

n = O

(
1√
n

)
. ��/�

'
 � σ̂2
n

P−→ σ2� � ���7
��!�� �����

ζn

(
σ̂2

n − σ2
) P−→ 0, n →∞.

8��$
#���
 ��+� 
� ��/� ��!
�

E anbn

∣∣σ̂2
n − σ2

∣∣ = anbnO

(
1√
n

)
→ 0, n →∞.

9�"
� �� �	������
����� 
� ���� �
"�
$�!
� "�	���
�

ζn − ζ
′
n

P−→ 0, n →∞.

4����� 
� ���� ��	$���( ������
� ����) �



�� �� �� ������ � �� 	� 
����

���������	 
� ������
�
 
������ � ����� �������
� � ���� ��������� 
������ �
�� �������� ������� ���������� ���������

�����
�
���� ������
�  ��! �  �"! ����
� #�
� ������� ��� ��������� ����
���
H0 = {y = θ0 + θ1x + ε, ε ∼ N(0, σ2)} ����� ���	
��� ����� �
����� ����	������
�� H1� ��	
� ��
���� ���������� ����	��� � �������

Tn = bn

(
Ẑ∗n
σ̂n
− an

)
(σ �	�����	) �� T

′
n = bn

(
Ẑ∗n
σ
− an

)
(σ �����	).

���� ����� �����	�� H0� �� ��� �	���� n ���������� Tn �� T
′
n ����� ��
��
	��

�������� Λ2(x)�
!���������� �� ���	�� ���������� "���� ����	��� �������# α � ���� ��������

�
����� #

K =

(
−∞,− ln ln

√
2
α

)
∪
(
− ln ln

√
2

2− α
, +∞

)
.

���� ���������� ���� α = 0.05� ��

K = (−∞,−0.61218)∪ (4.36939,+∞) .

$��	�	�� ��%	 ��� ��
���� �������� ����	�������� �����	� H1� ��� ��
���

��� �����	���� ����	����� �� 
��� ��������� Tn � T

′
n�

&�' H1 = {y = θ0+θ1x+ε, ε ��# �������� �  �������� ���������� ��� ��������� }�
&��' $	 �( g(x, θ) =

∑m
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