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Abstract. A lower estimate is given for the accuracy of approximation of random variables by func-
tionals of increments of fractional Brownian motion with Hurst index H > 1
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�������	 ���
������	 �
��	 ������� ���� BH = {BH
t , t ≥ 0} � ������	 �����

H > 1
2 ���������� ���������� !�
����� "���� � #
������ ���������$

RH(t, s) =
1
2
(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
.

%� ����!� ��	�&���� ��H ��� BH 	�� ��������� �����$ ����&����� %������ �� 
��������� ��� � "�"
������ 	������ ���!�$ ����&���� 
 #������� 	���	������

'�� �����&����	
 ����(��
����� ������)��� ��#������������ ������� �*���+
��������� ���+ 	�����	� �����������$ )�
 ��� ��"�	�!�� ��	 , ����+ -���./
�� �� ��0�� "������� "���� "������ "�� ��)���� �"����	���$ #
���������� ���
����(���
 *��+ ����� #
���������� ��� �������!� ���
������!� �
�
+ #
�����	�
���  �!� "�������� 1 �������+ "����)���� �����&���	
 ����(������ *�� � ���
���"������+ 23+ 4+ 56� ��������+ 0� ��)�� "������ �"����	���$ ����(���
 ��������
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)�� "������ �"����	���$ �� ��	�� -���.�� �� �������� | log δ|(δH + δ2H−1/2)�
8������ �"����	���$ �� ��	�	� , ���� �� -���.�� �� � ������	����	
 ��"���

�
�
���� �� "������	� ���+ �� ������� ���
������ ����� ������ �����
 ��� ��/
)���� �� ���0�!� �����&���� ����(����� ������)��� ��#������������ �������
#
���������	� ��� "������� ���� -���� ����$ ������ � ����������� ������ ���/
�
 �� ��)���� �"����	���$ ��������� ��"������� ����)�� ����	� #
���������	��
%���
	���+ 0� "�� ���	
 "������� ��������� 
	��� ��������$ �������&����� #
�/
�������
� 9����!�)�� ����)� �
�� ���!���
�� 9� :� �������	 2;6 ��� #
��������
+
��� � ���)����	 ����(���
 {Xt, t ∈ [0, 1]} *�� dXt = a(Xt) + b(Xt) dBH

t "�� t = 1
�� "����� ��	�&��� �� ���#������� *���
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�� ������	
�
 ��	��
��� F ��� ����
���� ��� � ��
�� �
������ ��� �����

���������

E[(ξ − F )2] ≥ Cδ4H ,

�� C = C(ξ) � �
���� 	
������  
 ����!��� ��� ξ"

�� ��������� 	���
����

�������	 	
�	��� ���	�	
� ��	 ��	
�� ���	�	 ���� ��� ���� ��������� ��������
���� S(R) ! ��	
�� "���#� ����$	
������ %��$#� � � S′(R) ! ������� �	

��	�	� �	&������	 �� ��	
	�� ���	�	 ���� (S′(R),BS′(R)) ���� PH � H ∈ (1/2, 1)�
&����� 
�������	������ ∫

S′(R)

ei〈ω,f〉 dPH(ω) = e−‖f‖
2
H/2, '�(

�� ‖f‖2H = H(2H − 1)
∫∫

R2 f(t)f(s)|t − s|2H−2 dt ds� )�$� ���� �
��* � 
��� �	����

+���	
�,-�&	�	��� �� #�	�� ��	
	�� ��&��.��	 ��	�	�� ��	����
�$� ��� BH ={
BH

t , t ∈ [0, T ]
}
� �$ BH

t = 〈ω, I[0,t](·)〉� )� � ������ ���/�*�	� 0	 H > 1
2 � +	/��

����
�� 0	 BH ! #���	���� ���

��
�$� ��	#�
 & %��$#�*1 $	�����#�23

RH(t, s) =
1
2
(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
.

4���& F = {Ft, t ∈ [0, T ]} �	&��.��	 %�����#�1 �	�	�/��� ��� BH � 	�	 Ft =
σ
{
BH

s , s ≤ t
}
� ��� 
��	0���� &���
� �	&��.��	 FT = F �

5	�	������ S(R) &� �	��	1 ‖ · ‖H �	&��.��	 .���& L2
H(R)� 6�&��.��	� 0	 #� 

��	
�� ��
�� �$ &��.� �� %��$#�2� �$ � �&���������� 7
$���$� S(R) *� 	.�����	�

������������ &� �	��	1 ‖ · ‖H � 	 �$�� * � ��	
�� L2

H(R)8 ���� {en, n ≥ 1} !
	�	�	��	���� ��&� #�	�	 ��	
	���

9�&��.��	 n,� �	���	� :����

hn(x) := (−1)n · ex2/2 d
n

dxn

(
e−x2/2

)
.

���� I �	&��.�* ��	/��� 
$��.����� ���������$
��� 	�	 �	
���	��	
� α =
(α1, α2, . . . )� � �$�� ���� 
$��.���� $���$�
� �������� �������� ��� ����� ��� α ∈ I
�	&��.��	

Kα(ω) := hα1(〈ω, e1〉)hα2(〈ω, e2〉) . . . .
��������� �	
	 5�	
	�	� ;��� 	
�	���� %��$#� (S)H ��&���*�
� ��	/��� �
��

ψ(ω) =
∑

α∈I aαKα(ω) ∈ L2(PH)� �$��� 0	 ��� ����,�$	�	 k ∈ N * 
$��.���	1 �	���

‖ψ‖2H,k :=
∑
α∈I

α! a2
α(2N)kα,

�� ��� γ ∈ I γ! =
∏∞

j=1 γj !� (2N)γ =
∏∞

j=1(2j)
γj �

�� ��	
	�� (S)H .��	� �	/�� ���
� �	��	$ 9�$� ��������

φ(ω) =
∑
α∈I

aαKα(ω)

� ψ(ω) =
∑

β∈I bβKβ(ω) & (S)H 3

(φ � ψ)(ω) =
∑

α,β∈I

aαbβKα+β(ω).
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��������� L̂2
H([0, T ]n) 	
 ���������� �������� �����
 n �������� L2

H([0, T ])�
��������� ����� Ln ������� ���� ���
��� ��� n ������� ��������� ����	���

f(s1, . . . , sn) =
∑

1≤k1,...,kn≤k

ak1,...,knek1(s1)ek2(s2) · · · ekn(sn).

��	 �
��� ������� n 
����� ������� �������!"�	 �


In(f) =
∑

1≤k1,...,kn≤k

ak1,...,kn

∫ T

0

ek1(s1) dB
H
s1
�
∫ T

0

ek2(s2) dB
H
s2
� . . . �

∫ T

0

ekn(sn) dBH
sn
.

#���� ������ � L̂2
H([0, T ]n) $ ������	 �������� Ln% ������� In(f) ��	

f ∈ L̂2
H([0, T ]n)

�������!"�	 	
 ������	 ��������� ��� ����������� ����
����&��� ���
��� � Ln

�� ��������& �������& �������'�

E |In(f)|2 = n! ‖f‖2H.
(��")� ���% 
���� �������� ������ ���	�
�� ! ��������"���� ���� �� ��)����
E[In(f)Im(g)] = n! 〈f, g〉HI(n = m)� *	 ��������" ������	! ���
����� �����
���
�������� �� ��������"���� 
������ �����������

������� ��	 +,��
��� -�.������/� ����� F ∈ L2(PH)� ��	
�� ����

fn ∈ L̂2
H([0, T ]n), n ≥ 0,

��

F (ω) =
∞∑

n=0

In(fn), +0/

�� I0(f0) := E[F ]�

1� ������� ��	
����

2���� ξ ∈ L2(PH)� 2�� ��
���" �����	� ���
��"
� 3�����4 ξ ���� ��� ����� 
���� ��������� �(,% �������� ��� ��
������ ����	 ������	 ��	 ������ �� 
�������	� 5 ����% ��	 ������ �����	 π = {0 = t0 < t1 < · · · < tn = T } ���������
ΔπB

H
k = BH

tk
−BH

tk−1
� �����	������� ���������	 ξ ���
��������� ����	��

F = F (ΔπB
H
1 ,ΔπB

H
2 , . . . ,ΔπB

H
n ).

6��������% 7� ��� ����)���	 �����"���� ����� ������% 7� E ξ = 0 � T = 1
+��	 �����)���	 ������ ��
����
/� ��	 ���% 7�� ������ ����& ���� ������
���������	 ξ ����������� ����������% �����"� �����	��� ���������	 �� 
��������� �������� ��� �������
���' ���
��' ��������� 
��������	�� ��������

n−1∑
k=0

akΔπB
H
k .

5 ����% ��! ����� ������� ��������	�


��� ��	� ����� ξ ∈ L2(PH) ��� ������� ������	���

ξ =
∞∑

n=1

In(fn),
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���	�� 	������ ������������ 	�� 
������	 ��� ���

� G = G(ΔπB
H
1 , . . . ,ΔπB

H
n ) � ������	
� �	����	�� ��� ��
������� ���� �	�������

���� a0, a1, . . . , an−1 ∈ R� ��

Var(ξ −G) ≥ Var

(
I1(f1)−

n−1∑
k=0

akΔπB
H
k

)
.

������		�� �����

G =
∞∑

n=0

In(gn)

� ��	
��� ��������� �������� G� ����� ��	
���� ��������� � �������������� �
��� ������

Var(ξ −G) =
∑
n≥1

n! ‖fn − gn‖2
�L2

H([0,T ]n)
≥ ‖f1 − g1‖2

�L2
H([0,T ])

= Var(I1(f1)− I1(g1)).

 ������� ��!��" #� I1(g1) � �������$ 
��%������$ !��������� &�	������" #�
I1(g1) � ������������$ !���
���$ G �� !������ V1 ������������ ���������� ��� ��'
��!��
���� (��
���� �����

S =
n−1∑
k=0

akΔπB
H
k

� ������������ !���
��) G �� ������� �%����
� V !�������� ΔπB
H
k " k = 0, . . . , n−1"

)
� � !��!�������� V1� &� �������$ !�� ��� !��!����
��)��" S � ��
�* ������'
������$ !���
���$ I(g1) �� V � +��� ��	���) I(g1) − S ������������ �� V " ��%��
������������ �� ���� !�������� ΔπB

H
k " k = 0, . . . , n − 1� ,�
���
� ��� �� ��������

� ��������
���" �� ��	���) I(g1) − S �� 	���*��� ��� ���� !��������" 	�
����" ��
	���*��� ��� G� +���" ��������" I(g1)− S = 0� �

��� ��
�* 	����%����) �����!�� �����������  -." )
� ��	���$�� �����������
����!������� ��	���*��� !���������

������� ��	� ����� H > 1/2 � BH = {BH , t ∈ [0, T ]} � ��� � �	����� !"���� H�
����  �#  ���� 	����	� 	����	����$

Var
[ n∑

j=1

ujΔπB
H
j

]
≥ C

n∑
j=1

u2
j Var

[
ΔπB

H
j

]
,

�� uj ∈ R� j = 1, . . . , n� � ������	� ����	� %
���� C � ����� ��	���	��� �� 	�

����&
�� ��� n �� uj� j = 1, . . . , n�

������		�� ��������� �!����
�" #�  -. ��� ����������� !�������" � ��*� 
���'
�������� ������) !�������� ����� !������ � �������$ +�!���)�  ���" ������" #�
�!�
������� #�������� !������������ !��������  -. ��������� ��� ���) � ��!��
�"

��� ����
� /$���� H > 1/2 0���� 1234� &��������$�� 15" �����*���) 5�6�743" ����'
����� ���%����� ��� ����������� �

8!����
� ��������� ����
� 	���� ��) �������� ��* ����������
∫ 1

0 f(s) dBH
s ��

�����!��$ 9	����*���$: �����������$ ����$

Sπζ
(f) :=

l−1∑
k=0

1
ζ

∫ tk+1

tk

f(s) ds ·
(
BH

tk+1
−BH

tk

)
,

#� ���!������ ������������ ��	%���$ πζ = {0 = t0 < t1 < · · · < tl = 1} ��������
ζ = 1/l�



��� �� �� ��	
��� � �� � ������

���� ���� ����� H > 1/2 � f : [0, 1]→ R � �	
���� ���	�� �����
�� ��� �������


�� ����� ������ M > 0�  ���

E

∣∣∣∣∫ 1

0

f(s) dBH
s − Sπζ

(f)
∣∣∣∣2 ≤M2ζ2. ���

!�"���

� ���� ��	
��� ������	
� ��� ������� ���	
���	
� ����
��� ��� L2
(
PH

)

� L2

H ��
����� �� ��� �����

H(2H − 1) · 1
ζ2

l−1∑
k=0

l−1∑
j=0

∫ tk+1

tk

∫ tj+1

tj

∫ tk+1

tk

∫ tj+1

tj

|f(z)− f(t)|

× |f(u)− f(v)| · |u− z|2H−2 dv dt du dz.

������	
������ ����� ��� �� f  |f(u) − f(v)| ≤ M |u − v|! �	
����" �����"��"
��
���� �#���$
%	� ����� ��������

ζ2 ·M2 ·H(2H − 1)
∫ 1

0

∫ 1

0

|s− t|2H−2 ds dt = M2ζ2,

&� � ��
��'�� '��� ���	
�( �

���� ��������
���� ���'�

� πδ {s′k = k/n}n
k=0 ����
�� δ = 1/n � πη ) ������*

'�

� πδ {si = i/nm}nm

i=0 ����
�� η = 1/nm ! � n ) ��	
�
�%� ����! � m ) ���
��
����%� ��	��! �� �� ��'��� �����+( , ��	
����" ��� �	
������� �#����
����� �� ���	
��% ��� ���������� ��
����%���� 	����� ��� ���'�

� 
� "���
������'�

�(

��	
��� ���� ����� �	
��� f : [0, 1]→ R #���� $� �� "��� x ∈ [0, 1]% |f ′(x)| ≤M
� λ{x : f ′(x) 
= 0} > 0�  ���

n−1∑
i=0

i+nm−1−1∑
k=i

(
1
η

∫ sk+1

sk

f(s) ds− 1
δ

∫ s′i+1

s′i

f(t) dt

)2

≥ Kδ2−m, �-�

�� �#��� K 
� ������#� "�� n� m�

!�"���

� �� ����+��� �����%��	
� ����� �����
�! &� λ{x : f ′(x) > 0} > 0! �
�
�! �	��$ 
�� ε > 0! &� λ{x : f ′(x) > ε} > 0( � 	��� 
���� ��� 	���$ �������

1
η

∫ sk+1

sk

f(s) ds− 1
δ

∫ s′i+1

s′i

f(t) dt =
∫

[θi,θi
k]

f ′(x) dx,

� θi ∈ [s′i, s
′
i+1]! � θi

k ∈ [sk, sk+1]( ����! ��������� ���� ��	
��� �-� ��� S � ������*
�� A := {x : f ′(x) > ε}( ��� �������� α ∈ (0, 1/4) �� 
����� �'�� ��� &��%��	
%
�	��$ 
���" �������� [a, b] ⊂ [0, 1]! &� λ(A∩ [a, b]) > (b−a)(1−α)( .�� 
�/ ���������
[s′i, s

′
i+1]! &� ��	
�
%	� � [a, b]! � ��+ �������� $ 
�����! &� 

λ(A ∩ [s′i, s
′
i+1]) > λ([s′i, s

′
i+1])(1− 2α). �0�

��"	��! �/�" k1 ) ���%��	
% 
�/ ���������! � ��$ ��	# ������	
% �0�! � k2 ) ���%*
��	
% ���������! � ������	
% �0� ����+�$
%	�( 1���

λ(A ∩ [a, b]) ≤ k1δ + k2δ(1 − 2α)

�'�

(b − a)(1− α) ≤ k1δ +
(
b − a
δ

− k1

)
δ(1 − 2α),



���������� 	�
���	�� 	������ ������������ 	�� 
������	 ��� ���

�� �������	
�� (b − a)α ≤ 2αδk1� ���� k1 ≥ (b − a)/(2δ)� �� � �	� ����	���� ��	��

S ≥
∑′ i+nm−1−1∑

k=i

(∫
[θi,θi

k]

f ′(s) ds

)2

≥
∑

′
i+nm−1∑

k=i

1
2

(∫
[θi,θi

k]∩A

f ′(x) dx

)2

−
(∫

[θi,θi
k]∩Ac

f ′(x) dx

)2

,

�� ����
∑′

����
�� �� ��� i = 0, . . . , n− 1� �	� ���� ��� ����� ���� ������ �������

i+nm−1∑
k=i

(∫
[θi,θi

k]∩A

f ′(x) dx

)2

��
i+nm−1∑

k=i

(∫
[θi,θi

k]∩Ac

f ′(x) dx

)2

.

 �!���� � ���"�#�� �����!��� !���� κ := δ/η $ ��	
����
 ��������� ������� πη

� �������� ������� πδ�

i+nm−1∑
k=i

(∫
[θi,θi

k]∩A

f ′(x) dx

)2

≥
i+κ−1∑

k=i

ε2λ2([θi, θi
k] ∩A) ≥ ε2

1
κ

(
i+κ∑
k=i

λ([θi, θi
k] ∩A)

)2

.

%���& θi ∈ [sm, sm+1]� ���� �������& ����� �� ���"�&� ��'

1
κ

(
i+m−1∑

k=i

λ([sk+1, sm] ∩A) +
κ∑

k=i+m

λ([sm+1, sk] ∩A)

)2

=
1
κ

(
m−1∑
k=1

kλ([sk, sk+1] ∩A) +
κ−2∑
k=m

(κ− k + 1)λ([sk, sk+1] ∩A)

)2

≥ C1
1
κ

(1− 4α)2η2κ4,

�� ������� ���������
 �	� �������� � ����������� ��#�� �� �	� �� ���" ��' ��(
	����� ��������� [sk, sk+1]� ��� k = i, . . . , i+ κ− 1 ��� ����� ���������
)

λ([sk, sk+1] ∩A) ≥ λ([sk, sk+1])(1 − 4α).

����	
�� �	� [s′i, s
′
i+1] �������� ���� ��

i+κ−1∑
k=i

(∫
[θi,θi

k]∩Ac

f ′(x) dx

)2

≤M24α2δ2 · δη−1.

������� ���������
 �	� �������� � �!������� ��������
 f ′(x) ≤ |f ′(x)| ≤M � � ��(
��#��	 �� [θi, θi

k] ��� �������* +�����* �� �	
"�& �� ����������& ����#��	 �� ��������
[s′i, s

′
i+1]� ,������	�� �� ������ α ��'�� ������ ���� ��

C1(1− 4α)2 −M24α2 > C2 > 0,

����

S >
b− a
2δ

δ3η−1C2 = C3δ
2η−1 = C3δ

2−m.

-��� ��������� �

.���� �� ��'��� ������� �������& ����	
����



��� �� �� ��	
��� � �� � ������

������� ���� ����� ����	
��� ������� ξ ∈ L2(PH)� �
�� ���
��� f1 � �� ���
��	�

���������� ��� � 	�������������� �� ��	���� ��� ��!����� �"���

|f ′(x)| ≤M, x ∈ [0, 1],

λ{x ∈ [0, 1] : f ′(x) 
= 0} > 0,

�� ����	�� !� ��
� !���� C > 0# �� 	�� 	���� ��$� �����"����$� ���%���� π =
πδ = {0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1} 	�!���� � "���$� 	��"���� δ �� %�	 &�
�$�

���
������� F ��	 �����!��� '() �� � �"� ���%���� "�� "�!�� �������!� 

E[(ξ − F )2] ≥ Cδ4H .

'���	����� ��� ��	
���� �������� ξ �
	���� �� ����
� ��������
�

ξ =
∞∑

n=0

In(fn). ���

�
 ���� � !" ��
#�$�%&� �
�� a0, a1, . . . , an−1 ∈ R" '

Var(ξ − F ) ≥ Var

(
I1(f1)−

n−1∑
k=0

akΔπB
H
k

)
.

() �� )��*$�
�� 	��
����� 	��
��� f = f1 +
�����" �
� 	���)� ,�����
���-������

I1(f) =
∫ 1

0

f(s) dBH
s

���
n−1∑
k=0

ak

(
BH

s′k+1
−BH

s′k

)
.

��� ,%. ���)/0� �*�� ������� ��)���� πδ �
 δ/η ��������� ��*��� η �
��"

E

⎡⎣(∫ 1

0

f(s) dBH
s −

n−1∑
k=0

ak

(
BH

s′k+1
−BH

s′k

))2
⎤⎦

= E

⎡⎣(∫ 1

0

f(s) dBH
s − Sπη(f) + Sπη(f)−

n−1∑
k=0

ak

(
BH

s′k+1
−BH

s′k

))2
⎤⎦

≥ 1
2

E

⎡⎣(Sπη (f)−
n−1∑
k=0

ak

(
BH

s′k+1
−BH

s′k

))2
⎤⎦− E

[(∫ 1

0

f(s) dBH
s − Sπη(f)

)2
]

=: D1 +D2,

��

Sπη (f) =
nm−1∑
k=0

1
η

∫ sk+1

sk

f(u) du
(
BH

sk+1
−BH

sk

)
.

1	�
��$ ,���� ����$ ���
� D1" ���# �*�
 �
	�&
�� ��

D1 = E

∣∣∣∣∣
nm−1∑
k=0

1
η

∫ sk+1

sk

f(s)ds · �BH
sk
−

n−1∑
k=0

ak�BH
s′k

∣∣∣∣∣
2

.



���������� 	�
���	�� 	������ ������������ 	�� 
������	 ��� ���

��������� �� 	 
����� �����	��� [s′k, s
′
k+1)� k = 0, . . . , n− 1� ��������� nm−1 ����


si� i = k, . . . , k + nm−1 − 1� ���

Δ = E

∣∣∣∣∣
nm−1∑
k=0

(
1
η

∫ sk+1

sk

f(s) ds− a[ k

nm−1

])�BH
sk

∣∣∣∣∣
2

.

�������	��� ������ ���� ���������� ��

Δ ≥ C · η2H ·
nm−1∑
k=0

(
1
η

∫ sk+1

sk

f(s)ds− a[ k

nm−1

])2

= Cδ2mH
n−1∑
k=0

k+nm−1−1∑
i=k

(
1
η

∫ si+1

si

f(s) ds− ak

)2

.

���������� �� ak� k = 0, . . . , n− 1� 
��� ��

k+nm−1−1∑
i=k

(
1
η

∫ si+1

si

f(s) ds− ak

)2

,

���������� �� ������� ���	� �� ��� �� ���!� �� "" �������� ���

ai =
1

nm−1
· 1
η

i+nm−1−1∑
k=i

∫ sk+1

sk

f(u) du =
1
δ

∫ s′i+1

s′i

f(u) du,

� ����#

D1 ≥ Cδ2mH
n−1∑
k=0

k+nm−1−1∑
i=k

(
1
η

∫ sk+1

sk

f(s) ds− 1
δ

∫ s′k+1

s′k

f(t) dt

)2

.

�� �������� ��$� D1 ≥ C1δ
2mH−m+2� � ��!�%� &�
� �� ����� ��$� �������	���� ��

���&���� πη� D2 ≤ −C2δ
2m� ���

E

⎡⎣(∫ 1

0

f(s)dBH
s −

n−1∑
k=0

ak

(
BH

s′k+1
−BH

s′k

))2
⎤⎦ ≥ C1δ

2mH−m+2 − C2δ
2m.

��
������� m = 2 '(� �������� ��� �� 
��� �(��
)� ���������� �� ��� �����*
���� ����+ δ ������� 	���� �� ���!� C1δ

4H � ,���� ����� ��� �� &�� ���	��*
��� �

���������� ���	 ��� H = 1/2 ����
����(�� �� ������� ����!�� �� ��� ������

�������� δ2 = δ4H � ��&�� �(��
� �����
  ������� ��� ��� H = 1/2 � ������ '�����
(� ������� �������	�� ��!� ��� H > 1/2)� -������� �(��
� ������� ��� ��� H > 1/2
� ��������� ������!�+ �����������


����� ���	 .��%������ ��	����� ,��!�� ��/0���&�
� � ���&�	�� &����	��
��
�+��#

Xt = X0 +
∫ t

0

(
aXs ds+ b dBH

s

)
, t ∈ [0, 1],

�� X0� a ∈ R� b > 0� 1�&�� 	������ �� ���� ��	����� ��� ���	2���


Xt = X0e
at + b

∫ t

0

ea(t−s) dBH
s , t ∈ [0, 1]. '3)

4�+� ξ = X1� -��� '3) ��� ���
��� 5��/6����� ��� ξ� � ����#

f0 = X0e
a, f1(t) = bea(1−t), fn = 0, n ≥ 2.
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