
Teor�� �imov�r. ta matem. statist. ����� ����	
�� �� ����� ��������
Vip. 87, 2012, stor. 1–11 ��� ��� ����� ��� ����

����������	
 ����������
 ������	� 	�������	��

��	��
� �� ���� ��� ������
� �
�	����		�

��� ������

�� ��  �!�"#�$ � %� �� &!'(%� � )� #� *+,)$' ,-

��������	 � ./0//
 121304/5.6 78�9 :;6 <=>?@.
1 1
:A>1;@AA6� <>BC:>10A2D E0 .F;0:A2G2
;
32;5A2G2 <=>?@.0G2� 8>F=@G0� 1./0A>1;@A> 78�9 :;6 <=>?@.
1 1
:A>1;@AA6� <>BC:>10A2D E0
.F;0:A2G <C0..>A
1.5F2G <=>?@.>G E 0B.>;4/A> A@<@=@=1A>4 HCAF?
IJ 
A/@A.21A>./
�

�� �����

��� �����		
 ���������	�� �����
	�� ������
� �
�	����		�� ��������	�� �� ���
�������� �������� � 	�������	� ��� �������	� ����� ������� ���� ��� 
��� ���!���� 
� ���������	�" �����
	��" �#�� 	����	� $�	�% 	�����	���
���
�	��� ������� �� ���������	�" �����
	��" �#�� 	����	� 	�����	��� �
��
���
�	� ��	� ������� �
�	����		�� &������� ����� ��� ���!���� �������� �
�
��������� ������		� �� 	���
	��		���
 	�������	�� '�	��
�� (�)� *+� ,
����
��
	� �� ����� ��� 	�������	�� '�	��
# ��������"���� ����� -./�� 012� �� -3/�
'�	��
#� (�)+� (4+5(6+� 7
 �� ���
�	
 �� 	�� ����� ��	���"���� ����� 	� ����	

�� 	��	
 ���	��	
 '�	��
�� �����
��� ���� ��� ��������� ����	�8
� 9 �����
 (:+
��� 	�������	� ��'���	�
#��	�� '�	��
# ���� �	�#��	
 ���
�	�	� �����
 ����� ��
���� '�	��
� 	������� ���	�� ������

;��� � �� � ����
� �
�	����		� ��	���"�� 	�������	
 '�	��
�� ��
 	�  	��
������	� ��'���	�
#��	��� ���  �����"�	� 	�������	��� ������	� ��	��� ���
��		� ��� ����� �� ���� �����"�	� 	�������	
 '�	��
� 	������� ��� �� 
	<��
������ ,
����
�� 	� �� ����		� �������� ���� � ���<
# �����	
 ������ ��� ������	��
�� ����� �����	�� �����"�	� 	�������	�� '�	��
# 
� �� �������� ��� ���	��� �����
�����	�� ���������
	
#	�� '�	��
#� ,���	����	
 ���� �"�� ����# ���# ������
�� 
 ��� �����	�� 	�������	� ��'���	�
#��	�� '�	��
# 
� �
����
�	�" ��
	�"
���
�	�� 	� 8
��	
��� $�� =�����%� >�����		� ��� '���
� 	� �"�� ���	�������
����	�8
�� ;��� � �� ��	� ��"�� �����
��� ������� 	��
 �
�����	
 ����	� ���
����� ����� $�?,@% ��� ������� �
�	����		�� ��������	��� �� �����	� �
�
��	�
�������� 8� ������	� � ����
# �����	
 �������

A����" ��������	� 	�����	� ��	�� B����
�	
 ��	���		� �� ����������
 ������
�����
� '�	��
# 
����� ����
� 4� 9 ����
�
 * ����	���""���� ����� �� ���� �����	

�����"�	� 	�������	
 '�	��
� 	������� �
����
�	�� ������ >�� ���	��� ����� ���
���	�� ���������
	
#	�� '�	��
# �
 ���� ��	�������"���� � ����
�
 :� 9 ����
�
 6
����	���" ���� ������	�# ����	 ������� ����� $�?,@% ��� ������� �
�	����		��
��������	��� �� �����	� �
�
��	� �������� � � ����"�	�� ����
�
 C ����	���
�" ���� �?,@ ��� ������� �
�	����		�� ��������	��� �� �����	� ������	
�����
�������� '�	��
� 
	��	���	���
 �����  ������	� 
	������	�" '�	��
 "�

���� ����������	 
����� ���		��������� K�
���� �LM��N ��O�PQ��� �LMR��
S>B>/0 30./F>1> <
:/=2G0A0 T=0A/0G2 UVW�

�



� �� �� �����	
� � � 
� ����� 
 �� 	� ���������

�� ����� ���	
��

����� R � 	
��
� ����
� ����� R+ � 	
��
� 
������	
� ����� F � 	
��
�
� ����
� ��
���� f = (f(t), t ≥ 0)�

F+ =
⋃

A>0

{f ∈ F : f(t) > 0, t ∈ [A,∞)};
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f(t) = f(t0) +
∫ t

t0

θ(u) du, t ≥ t0,
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�������� ����	���� �� ������� ����� �����
� ��$�� 2*� $�2�#���7� t > t0∫ t

t0

|θ(u)| du < ∞.

8����
� θ ��������� ������� �������� ������� ����
' f �  ����� f � 
��
��� ������� θ� ������ ��������� fθ�

&� ��������	�
 ��������� �� ������������
� ������������ ��������

����������� �����
�

9 ���	� ���2
*
 2*� �$%�*���� �535�5����( ����
1 �%�����*����%� 
��57��*��

��$���5���� � ���( ��3*������ (�����5�����
1�
 �	��� 2*� �
23��
2��( :�57�*��#
��( �*�%����%�51; ����
1 � �*�%� DL�

����������  � ����� f ∈ DL  θ ! ������� �����" f # $��%

f(t) = f(t0) exp
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θ(u)
f(u)

du

}
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f(ct)
f(t)
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θ(u)
f(u)

du

}
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−∞ < lim inf
t→∞

∫ ct

t

θ(u)
f(u)

du � lim sup
t→∞

∫ ct

t

θ(u)
f(u)

du < ∞;
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t→∞

∫ c0t

t

θ(u)
f(u)

du < ∞;
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∫ ct
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θ(u)
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du = 0; �+�

�� ���� ��	
���
 θ � ������������ � f ∈ PRV ��� � �	
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lim sup
t→∞

∫ ct
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θ(u)
f(u)

du = 0;
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lim inf
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∫ ct
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θ(u)
f(u)

du > 0; �-�

�� f ∈ POV ��� � �	
�� ���� ��	� �������
�� ����� �+� � �-�!
+� f � "#$��������  �������� ρ ��� � �	
�� ���� ��	� �	� ���� c > 1 �����
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t→∞

∫ ct

t

θ(u)
f(u)

du = ρ ∈ (−∞,∞).

� ������� ( ���	�����
 ����� ������� �����'

������� 	� ����� f ∈ DL� θ � ��	
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 ������� f � �����

(� ����

−∞ < lim inf
u→∞

uθ(u)
f(u)

� lim sup
t→∞

uθ(u)
f(u)

< ∞
�'�� �� &������	
���

lim sup
u→∞

u|θ(u)|
f(u)

< ∞, �.�

� f ∈ PRV!

)� ����

lim inf
u→∞

uθ(u)
f(u)

> 0,

� f ∈ SQI!

*� ����

0 <
uθ(u)
f(u)

� lim sup
u→∞

uθ(u)
f(u)

< ∞,

� f ∈ POV!
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lim
u→∞

uθ(u)
f(u)

= ρ ∈ (−∞,∞),

�� f 	 ���������	� � �������� ρ�

��������� ������ �� ����� �	
������� ���� ���� ��
���
	 ��� �����
	� c > 0
� t > 0 ∣∣∣

∫ ct

t

θ(u)
f(u)

du
∣∣∣ =

∣∣∣
∫ ct

t

uθ(u)
f(u)

du

u

∣∣∣

≤
(

sup
u≥t

∣∣∣uθ(u)
f(u)

∣∣∣
)
·
∣∣∣
∫ ct

t

du

u

∣∣∣ =
(

sup
u≥t

∣∣∣uθ(u)
f(u)

∣∣∣
)
| ln c|,

��

lim sup
c→1

lim sup
t→∞

∣∣∣
∫ ct

t

θ(u)
f(u)

du
∣∣∣ ≤ lim sup

c→1
| ln c| · lim sup

u→∞

∣∣∣uθ(u)
f(u)

∣∣∣ = 0.
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'�� "������������ {an} = {an}n≥0� �� a0 = 0� an > 0� n ≥ 1� � "������������
{tn} = {tn}n≥0� �� t0 = 0� tn+1 − tn > 0� n ≥ 0� tn → ∞�  �#(������ ���������������

�������� ����� ��"� � �� )�
*�+

L(t) = an +
Δan

Δtn
(t − tn), t ∈ [tn, tn+1), n ≥ 0, �!,�

�� Δan = an+1 − an� Δtn = tn+1 − tn� n ≥ 0�
-�
*�� L � �������+ �� (0,∞) 
�
�����������+ )�
*��+ # ����+ L(0) = 0�

.� )�
*�� � �����+��� ��"� � ���+ � ��� /�������� θL = (θL(t), t ≥ 0)� ��

θL(t) =
Δan

Δtn
, t ∈ [tn, tn+1), n ≥ 0. �!!�

%�� L �����	�� 
��� DL� ��� �����
�(� t0 > 0�
'�� �" �/���� ����� ������	� /�

lim
n→∞

tn+1

tn
= 1. �!$�

��" 	
���� *� ���� �	
�������� �
/� tn = nβ � n ≥ 1� �� β > 0�
0 ����+1	 �"�������2���� �!,� & �!$�� ��1	��� /�

ε∗(L, θL) = lim sup
n→∞

tnΔan

anΔtn
�!3�

�

ε∗(L, θL) = lim inf
t→∞

tnΔan

anΔtn
. �!��

4# ��� ��	 $ � �"�������2��� �!3�� �!�� �	"�	��� ����"�� ��� �������

�������� 	
 �� �� ��� ���������������! ������	! L �����	�"�� ����� �!$�� #���$

!� ����

lim inf
n→∞

tnΔan

anΔtn
> −∞ � lim sup

n→∞
tnΔan

anΔtn
< ∞,

�� L ∈ PRV%
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lim sup
n→∞

tnΔan

anΔtn
< ∞, ����

�� L ∈ PRV�

�� ����

lim inf
n→∞

tnΔan

anΔtn
> 0, ����

�� L ∈ SQI�

�� ���� 
���������� ���
� ���� � ���� �� L ∈ POV�

�� ���� ���� �������

lim
n→∞

tnΔan

anΔtn
= ρ ∈ (−∞,∞),

�� L  ���������� � ��	����� ρ�

�	 ����������	 
����� �	��������� ��� �������� �	������� 
����	�


��� (ν(t), t ≥ 0) � ��������� ����������� ������ !�����" "��#� ���$%�
&��$��� �����'(&��� ����� ����� � %�(�%���) "��#� ( &�$� ������ ����������&�
���� ������%�&� �������&� *+����"&�	 ,���+�%�&� -�

ν(0) = 0, lim
t→∞ ν(t) = ∞ &	�	

�

lim
t→∞

ν(t)
f(t)

= 1 &	�	, ��.�

�� f ∈ F∞	 /��& %�#� ���� {Zn}n≥1 � �����������%� ��������� ������� "�
��!��$� ! ��������& ν(·) � %� -� ��" ��"��) ��������) �������� η ∈ (0,∞)

lim
n→∞

Zn

n
= η &	�	, ��0�


������ "�-�

Zn =
n∑

k=1

ξk, n ≥ 1,

�� {ξk}k≥1 � �����������%� ��!��$��� ������� ��!��������� ��������� �������
! &%�&%����& ��������"& μ ∈ (0,∞) %� ! ,123 /��&�#���� ������( ��0� ���
η = μ	

1 ����&�#�4 ������+ ν(·) � �����������%� {Zn}n≥1 ��5+�+(&� ����	��� �� ������

������

X(t) = Zν(t), t ≥ 0. ��6�

2�$(&� -� X(t) = 0 "�-� ν(t) = 0	
1 ���������7��� ��.� � ��0� ������( -�

lim
t→∞

X(t)
f(t)

= lim
t→∞

X(t)
ν(t)

· lim
t→∞

ν(t)
f(t)

= η &	�	 ��8�

9������� &�$� ������ %�(�%���) ������+ X ( ����������&� ���� ������%�:
&� *+����"&� %� ������ X ( ��&����& ����5�����& ������!����& ��������&
�������&	 /��& %�#� X ∈ F∞ &	�	

;�" ������+ X �����%�� �!����� ��%+��� %�� ����������� ������� 
�	��
�����<

M+
X(s) = inf{t ≥ 0 : X(t) ≥ s}, s ≥ 0,

LX(s) = sup{t ≥ 0 : X(t) ≤ s}, s ≥ 0,

TX(s) =
∫ ∞

0

�={X(t) ≤ s} dt, s ≥ 0.



���� ��� ��	
��� ���	������ �

��� ��� �����	
��� ��
�� ����� �������� ��������	 
���
����
��������� ���
 ����
�� �������
��� � �
�������� �

M+
X(s) ≤ TX(s) ≤ LX(s) ����

��� s ≥ 0�
 ��!�" ����� ��#� �
���$ �����"�
��% ����
��� �������
���& ��
 �� ���
�
��'

�� ��� ��#
 �� ��"�% ����	
��% ���
 ����
��%& ����������!	� ����� �����"�

�����	
��� RX �

(���
�� �������
��� M+
X & LX � TX ��!�" ��������) *+���	��),������ (�� s >

0 �������� �
��	�� M+
X(s) ����� ��������� �� *����� ������� �������

�,����
��� X ������� [s,∞) ��� �� *����� ������� 
	����,� ������� (−∞, s)�
- ���! 	
��& ��������� �
��	��� LX(s) � TX(s) ����� ������� �� *����� �����

���� 
	����,����
� X � ������� (−∞, s] � �� *������	� ��� ������
��,�"���
����
� � ������� (−∞, s]& �����������

.� ���� f ∈ PRV ��� ����
��� �������
��� ��������� ��	��"���� ����
� �����'
����"�� ������ �
���� (./0�

������� �� ����� X � �����	� ���	��	� ������� �����	� � ��1�� f ∈ PRV �


	�������� ���

������ ��2�� ��3� !���"

�� 
	���#���� �����	� $%&'"

lim
s→∞

f(M+
X)

s
= lim

s→∞
f(LX(s))

s
=

1
η

�  ;

�� ��(� f ��� ���� # ������� )����#�� ��� # ��	�����	�� ��
�
������

�� ������* )����*� ��

lim
s→∞

f(M+
X(s))
s

= lim
s→∞

f(LX(s))
s

= lim
s→∞

f(TX(s))
s

=
1
η

�  

+�
���� ������	 , 4����"�� f ∈ PRV& �� ���%��!	� (./0 ��5� ��	���& ��
��)�
 ���
��� X ∈ PRV� .����� �� � ��
�� 6��& 7�8� ��������& �� ����
�� �������
'
��� M+

X � LX � ��)�
 ���
��� �������
��
���� �� ����
� X & �����

lim
s→∞

X(M+
X(s))
s

= 1 ���� � lim
s→∞

X(LX(s))
s

= 1 ����

.��� ���%��!	� ��5� ��������& ��

lim
s→∞

f(M+
X(s))
s

= lim
s→∞

f(M+
X(s))

X(M+
X(s))

= lim
s→∞

f(s)
X(s)

=
1
η

����

� ��� ����

lim
s→∞

f(LX(s))
s

=
1
η

����

�� �������" ��
���
��� ���  � ��
���
��� �� �� ���������#
��� ���� �������� ��
�'
��
��� ��� �

9��� +����� f � :;<'+�����!& �� �� ��
��
��! 1��& 7=8� (./0 ��5� ��������"'
�� � �������� (./0 ��� ����
��� �������
���>

lim
s→∞

M+
X(s)

f˜(s/η)
= lim

s→∞
LX(s)

f˜(s/η)
= lim

s→∞
TX(s)

f˜(s/η)
= 1 ���� ����

�
 f˜ ? ���������	�� �������
��
�� �� f +������ @�������� ����� 7�8�& �� +����!
f˜ ������!�" ��	�����	�� �
���������� �� +����$ f ∈ F(∞)& ����

f˜ ∈ F
∞ � f(f˜(s))/s → ∞, s → ∞.
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����� �� �	
�� f ∈ POV �� ��
����� ���
������ �����
�
 �������
�
 ��
����
������������ �������� ���� 

������� �� ����� X � ��	�
��� 	��	���� ������� ��������� � !"#$� f ∈ POV 
����������� ����
������� !"%$� !"&$� ��
�

"$ 
	� ��
� ���! ���"�������� ������������! 
� f #����! f˜ ������$����
%&'( !''$)

'$ ��*� f � +, #����� � 
�
����" �
����" ρ� �� 
	� ��
� ���! ���"��� 
����� ������������! 
� f #����! f˜

lim
s→∞

M+
X(s)

f˜(s)
= lim

s→∞
LX(s)
f˜(s)

= lim
s→∞

TX(s)
f˜(s)

=
(

1
η

) 1
ρ

"���;

($ ����
-���� ./  0/ �����
-������ ���

f˜ ∈ {M+
f , Lf , Tf};

)$ ��*� f ∼ f0 ∈ C
∞
inc� �� ����
-���� ./  0/ �����
-������ ��� f˜ = f−1

0 �


� f−1
0 � �������� 
� f0 #������

* ����������	 
����� �	��������� ��� ��������� 
������	�������


�����

+�,�� (ν(t), t ≥ 0) - �����
�������� !��
.
�/���
�
 
�
�����$ ��
��� � ����/�0
	�
1 ��	���
1 2������1 ���������
��� (λ(t), t ≥ 0) ���
1� 3
∫ t

0

λ(s) ds < ∞ �� .��0��
�
 t > 0� �

∫ ∞

0

λ(s) ds = ∞. !'($

�
����	


Λ(t) =
∫ t

0

λ(s)ds, t > 0, !')$

� �������	
� 3
 (ν(t), t ≥ 0) � �����
��	 ��
���
	 � ���������	� ����
���	�
����	� 3
 ��� 0 ≤ t1 < t2 �����
�� �������� ν(t2)− ν(t1) � �����
������
1 � ����0
	���
	 Λ(t2) − Λ(t1) ��������	� ��
�
 ��
���� � ��� ����/�	�� ���� ����� �� �
�

������
��4 � 	���� ������
 ����������	� ������ �,������	� �������	� 2�����0
�	� 5�3
 λ(s) > 0� s ≥ 0� �
 Λ ∈ C∞

inc 
+�,�� {τn}n≥0 - ���� �
���
������� 3
 τ0 = 0 � Λ(τn) = n� n ≥ 1 5�3
 n(t) =

max{n : τn ≤ t}� t > 0� �
 �� ���� 6
�	
�
�
��

lim
t→∞

ν(τn(t))
Λ(τn(t))

= lim
t→∞

ν(τn(t))
n(t)

= 1 	 � 

�������� �� .��0��
�
 t > 0

n(t) = Λ(τn(t)) ≤ Λ(t) ≤ Λ(τn(t)+1) = n(t) + 1,

n(t)
n(t) + 1

· ν(τn(t))
n(t)

≤ ν(t)
Λ(t)

≤ n(t) + 1
n(t)

· ν(τn(t)+1)
n(t) + 1

�� limt→∞ n(t) = ∞� �


lim
t→∞

ν(t)
Λ(t)

= 1 	 � , !'7$

�
.�
 ���
������� �	
�� !"%$ ��� f = Λ 
8������ ��������� ��
��� X(t) = Zν(t) !�� !"#$$� � (ν(t), t ≥ 0) � 
�������	

��3� �����
�������	 ��
���
	 .��	
 �������� ��	�
��" ������������" �������" 
����
�
��1�� ��
��	� ( 9 ) �� �������
:���� !'7$� �����	
 ��������� ��������� 



���� ��� ��	
��� ���	������ �

������� �� ����� X � ��	�
��� ������������� ������ ��������� � ����� 
�
(ν(t), t ≥ 0) � ������������� ����� � ����
������ �������� �������� ���������
����� (λ(s), s ≥ 0)� 
	� ��� ����������� ����� ����! "�
�#

�� ��$� Λ ∈ PRV� ��

lim
s→∞

Λ(M+
X(s))
s

= lim
s→∞

Λ(LX(s))
s

= lim
s→∞

Λ(TX(s))
s

=
1
η

�!�!;

�� ��$� Λ ∈ POV� ��

lim
s→∞

M+
X(s)

Λ˜(s/η)
= lim

s→∞
LX(s)

Λ˜(s/η)
= lim

s→∞
TX(s)

Λ˜(s/η)
= 1 �!�!,


� Λ˜ � %�
����� ����������� ������%������ 
� Λ �������&
�� ��$� λ(s) > 0� s ≥ 0� � Λ ∈ POV� ��

lim
s→∞

M+
X(s)

Λ−1(s/η)
= lim

s→∞
LX(s)

Λ−1(s/η)
= lim

s→∞
TX(s)

Λ−1(s/η)
= 1 �!�!,


� Λ−1 � �%������ 
� Λ �������&
�� ��$� Λ � '(�������� � 
�
����� ��
����� ρ� ��

lim
s→∞

M+
X(s)

Λ˜(s)
= lim

s→∞
LX(s)
Λ˜(s)

= lim
s→∞

TX(s)
Λ˜(s)

=
(

1
η

) 1
ρ

�!�!,


� Λ˜ � %�
����� ����������� ������%������ 
� Λ �������&
�� ��$� λ(s) > 0� s ≥ 0� � Λ � '(�������� � 
�
����� ��
����� ρ� ��

lim
s→∞

M+
X(s)

Λ−1(s)
= lim

s→∞
LX(s)
Λ−1(s)

= lim
s→∞

TX(s)
Λ−1(s)

=
(

1
η

) 1
ρ

�!�!


� Λ−1 � �%������ 
� Λ �������&
	� ����
)���� *+ � ,+ ����
)������ �� Λ˜ ∈ {M+

Λ , LΛ, TΛ}!

-����)���� �! 
����� Λ � ��������� ����������� ������� � ��� ����� λ! "�#
��$�%�� �� %������� �&��'( �� �'$ ��������� ���������� �����) ����*�� ����'&
����& �����+( ����&� ���� ,-. �����+( ���/��%��'� � �����&� �! "���'��%(
��� �'����� �� �&��� ����( �� Λ ∈ POV ��%� � ��� ' ��%�( ��'

lim sup
c→1

lim sup
t→∞

∫ ct

t

λ(u)
Λ(u)

du = 0

�

lim inf
t→∞

∫ ct

t

λ(u)
Λ(u)

du > 0

%�� ���$ c > 1!

"'*0� ��'��%��� %��� ������ %������� �&��'( �� �'$ Λ ∈ POV!

�	��
���� �� ����� 
	� ����
����� ������� ������ ������������� λ ����� �
������ ���� ����������� �������� �
�� � �������� ����#

��

0 < lim inf
t→∞

tλ(t)
Λ(t)

� lim sup
t→∞

tλ(t)
Λ(t)

< ∞;

�� ����
����� α > −1 ����� $�

0 < lim inf
t→∞

λ(t)
tα

� lim sup
t→∞

λ(t)
tα

< ∞;

�� lim infc↓1 λ∗(c) ≤ 1 � cλ∗(c) > 1 
	� %�
�����.� c > 1&
�� λ � '(��������� � ��
����� ρ ∈ (−1,∞)!
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 �� 	� ���������

���� Λ ∈ POV � ����� � 	
� ������������ ��������� ��� ��� �� � ������
 ��

���� ������� �	
������� 
� ����
���� �������	������� ������� � ������

���������� �����	�� 	�����������	� ����� 	
����������� 	����� ν(·) ���
������� ������������  ���	�� ������
����� (λ(t), t ≥ 0)�

λ(t) =
∞∑

n=0

λn+1��{t ∈ [tn, tn+1)}, t ≥ 0, ����

���
� ��

λn > 0, n ≥ 1; t0 = 0; Δtn = tn+1 − tn > 0, n ≥ 0; lim
n→∞ tn = ∞ ����

� ∞∑
n=0

λn+1Δtn = ∞. �� �

! ����"�� � ��	#����� �� $
���% Λ �&��� ��'�� � &�&���( )�����(*�( �
�����+
#����( $
����(�

Λ(t) = Λn + λn+1(t − tn), t ∈ [tn, tn+1), n ≥ 0,

&�

Λ0 = 0 � Λn+1 =
n∑

k=0

λk+1Δtk, n ≥ 0,

&#% %��, �	���&-
����% 
���� ��.��
! �#���������� �
�����+#����� $
����� %�� ���*�#��% 
 ��)&�#� '� ��	#���(��


���� � 	��#�&������ {λn} � {tn}� )� %��� Λ ∈ POV�

������
 �� /���

lim
n→∞

tn+1

tn
= 1

�

0 < lim inf
n→∞

tnλn+1

Λn
, lim sup

n→∞
tnλn+1

Λn
< ∞,

�� ) ��#�&�
 � ��	#����� �� Λ ∈ POV � �	���&-
����% ����&-�% .� 
 ������� 0�

����������

�� �� �� ����	 
� �� 
�����	 ��������� 	
�������� � �����
�������� �������� ����

��	
����� ������	 ��� ����� ������ ����� � ������	 ��� �!!�
!� "� "� �#$%�&'�	 (� )� �$����	 *� +� ,��-����.	 �
� ����� ����������� ����	������

��������
��� ������ �� �� ���������� !	 ����� -���'������ �� ������ �������� ��
�!//��	 � !��

�� "� "� �#$%�&'�	 (� )� �$����	 *� +� ,��-����.	 ����'0 -���'���� ������ �������� �
� �����

����������� ����	������ ��������
��� ������ �� �� ���������� !!	 �� �!//��	
�� ���

�� "� "� �#$%�&'�	 (� )� �$����	 *� +� ,��-����.	 "#$ ���������� ������ �� ����	����%

�� 	������� 
���&����� ����������� ����
�������� 
����	 ����'0 -���'���� ���
���� �������� �� �!//��	 �/ !��

�� "� "� �#$%�&'�	 (� )� �$����	 *� +� ,��-����.	 �
� ����� ����������� ����	������

��������
��� ������	 ����'0 -���'���� ������ �������� �� �!//1�	 �� !1�
�� 2� 2� +�.���	 3� "� 
����.�%	 '������������� �����
�������� �
�����	 4��#����

%#���5	 ����	 ���� �
1� �� 2� ������$6�	 (� ����	���������� 	������� ���)
���� *�	���� ������ )
����

������� ����������	 7��$� 3��%� ��#�� 
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�� ��� ������	 �1� �1��
�� 9� 
�����	 �
������ ���+,���� ������	 4��#��5	 ������	 �����
�� 3� :� ;�<���	 -���	���������� �������� ������� ������� �������� � ������%

�� 	
������ 
���
���	 ����� ����0��� � �� =������ �� ������	 �11 ����
�/� >� :� ;�<���	 -���	������ ��
�������� ���
����+,���� �
��������� �����,�%

��� 	
������� .������/0�

���	 ��� ������ ����� 
���$��� � ������	 ��� !�1�
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� O���������� 	���
�� ����
���� ����� ��	
� ��
� ���������
������ �� ���� ������� �����
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