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Abstract. Diffusion approximation type results are obtained for a system perturbed by a Markov
process such that its transition probabilities converge to the invariant distribution non-uniformly w.r.t.
starting point and, in general, in a way weaker than the total variation convergence.
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����� �$�&�
 ψ ���� � L1(π) ��" 	������ ��� 1∞ = 1  a∞ = ∞ ��
 a > 1 �



�����������	 �

��������	 � ���� ������������ ���������	�� ��

������� ψ � �	
����� ���� � ���� ����� 	��	
 ��������� ����	��� � �� 	�����!
�� � "�
�#���� "����		� X � $
�%�&��� "��%"�
�#����� � ������ ������� ������!

���&� ��
�'��� (�� � ��������� ) ���%�
� � 	�"��	���&��* 	���+� ,-./ "����%��
"������ "�������&��*� '�� (�� "��%"�
�#���� (��������� "����������

P(ψ)� 0
� "������
+�� � x ∈ X

Ex

∫ ∞

0

e−λtψ(X(t)) dt <∞ %
� �	�� λ > 0.

W(ψ,Q)� 0
� %����* ���1���&��* ������� Q : [1,+∞) → [1,+∞)� %
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+

εQ
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ε−1

)
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Eψ(Xε(t)) → 0, ε→ 0. ��2�

31����'�� Sε(T ) 	���*	��� %�	������� F
ε!�������� �	�������� � ����'�����
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S(ψ,Q)� 0
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+�� � T ∈ R
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εQ
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ε−1
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τ∈Sε(T )

Eψ(Xε(τ)) → 0, ε→ 0. ��5�

��6� ���������	
��� �	�� � ��	������� 0
� p ∈ [1,∞) � ������� φ : X →
[1,+∞) �1����'�� Hφ,d,p �
�		 ������* f : X → R ������ '��

‖f‖φ,d,p := sup
x1 �=x2

|f(x1)− f(x2)|
d1/p(x1, x2)(φ(x1) + φ(x2))

< +∞. ��7�

8
�		 Hφ,d,p �	��	������ "������+ ��� ���	���� "��	����	��� 9�
+%���� ����	���
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�� "��%������� d 	 "�������
�� 1/p � ��	�� φ�

:� �1����'��� ‖ · ‖π ����� � L1(π)�

‖f‖π =
∫

X

|f | dπ,

�%�	+ � %�
�� π ; �%��	������� ������������ ���� "����		� X � ������& f ∈ L1(π)
�������� �������������*� �	
�

∫
X
f dπ = 0� 31����'�� Hφ,p(d, π) �
�		 ���������

������* f : X → R ������ '��

‖f‖φ,d,p,π := ‖f‖φ,d,p + ‖f‖π < +∞.
0
� κ ∈ R � ��������* ������� f : X × R

m → R� ��"�������* "� �����* "���!
�����*� "�
�#��

‖f‖φ,d,p,κ = sup
y∈Rm

‖f(·, y)‖φ,d,p

(1 + |y|)κ
, ‖f‖π,κ =

∫
X

sup
y∈Rm

|f(x, y)|
(1 + |y|)κ

π(dx). ��<�

31����'�� Hφ,p,κ(d, π) �
�		 ������* f : X → R ������ '��

‖f‖φ,d,p,π,κ := ‖f‖φ,d,p,κ + ‖f‖π,κ < +∞. ��-.�

)��%�� ���#� �%�� ���'����� �
�		� Hφ,p,κ(d, π)� �����'�	��� 	�%��#���� �	
����
����������* ���� �������	��� =�		������ �������

ΞN : R � z �→ |z| − |z| ∧N, N ≥ 1,

� �1����'�� Ĥφ,p,κ(d, π) ���#�	��� ����� f ∈ Hφ,p,κ(d, π)� '��∫
X

sup
y∈Rm

ΞN

(
f(x, y)

(1 + |y|)κ

)
π(dx) → 0, N →∞. ��--�
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|Exf(X(t))| dt < +∞, x ∈ X
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�� �� �����

 f ��	���(
��� 	���������

Rf(x) =
∫ ∞

0

Exf(X(t)) dt, x ∈ X. �!�)!"

*�� �����

 ���+ ��	�����&+ f : X × R
m → R �	
 ��	������
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������
��� Rf(x, y) ��	������� y ∈ R
m ,����	��
������- �� ���� ����������

Rf(x, y) =
∫ ∞

0

Exf(X(t), y) dt, x ∈ X. �!�)."

 ����
� ��� ����
���
� �����
' �� �	����� X  �������&+ � �	��&��/�� 	�(
����� 
 �����
' �	
����������
 �����

 f ������ 
� ������� �������&+ �&%�
�Hφ,p(d, π) Hφ,p,0(d, π) 
 ����" ��������� �����&���� ��/��������
� �����������0(
/��� ����/������ ������
��� 
 ��������
���� ��� ���'���� ��� ���	��� .�) � ����

.� �������� ��	
����

1 ������ 	������ ��	���
	�0��� ������&� 	��������& 	����&� *�������������
�	
������� � 	������ 2�

������� ��	� ����
������ ��� �� ��������� 
��������� d1� d2� ������� r1�
r2� φ1� φ2� ψ1�ψ2� � ��������� p1, p2 ∈ [1,+∞)� q1, q2 ∈ (1,+∞] ������ ��� 1/pi +
1/qi = 1� i = 1, 2� ��
����� �������� �������

�)" �������X ������������ E(di, ri, ψi) �Mqi(φi, ψi)� i = 1, 2� � ����� P(ψ1)�
�!" ������� X ������������ W(ψi, Qi)� i = 1, 2 �

Q1(t) =
√
t, Q2(t) =

∫ t

0

r
1/p2
2 (s) ds, t ≥ 1. �.�)"

�." ������� r1 ������� ���∫ ∞

0

r
1/p1
1 (t) dt < +∞. �.�!"

�2"  �!�������� A : X×R
m → R

m� ��� ������� 
��������� y ∈ R
m 
�� �����"

�������� x ∈ R
m� ���� � ����� C2�  ���� ��	�� ��
����� ��������#

������� Ai(·, y) ������������, y ∈ R
m, i = 1, . . . ,m; �.�."

Ai ∈ Hφ1,p1,1(d1, π), ∂yiAj ∈ Hφ1,p1,1(d1, π), ∂2
yiyj

Ak ∈ Hφ1,p1,1(d1, π),

i, j, k = 1, . . . ,m.
�.�2"

�3" $�
����� �������� �����������#

ai ∈ Ĥφ2,p2,1(d2, π), Ai∂yiRAj ∈ Ĥφ2,p2,1(d2, π),

ai∂yiRAj ∈ Hφ2,p2,1(d2, π), bij∂
2
yiyj
RAk ∈ Hφ2,p2,1(d2, π),

i, j, k = 1, . . . ,m;

�.�3"

bij ∈ Ĥφ2,p2,2(d2, π), AiRAj ∈ Ĥφ2,p2,2(d2, π), aiRAj ∈ Hφ2,p2,2(d2, π),

bij∂yjRAk ∈ Hφ2,p2,2(d2, π), i, j, k = 1, . . . ,m;
�.�4"

bijRAk ∈ Hφ2,p2,3(d2, π), i, j, k = 1, . . . ,m. �.�5"



�����������	 �

��������	 � ���� ������������ ���������	�� ��

��� ���������� ��	
�� � : X → R ��
�� ���

|a(x, y)|+ |A(x, y) + |b(x, y)| ≤ ρ(x), x ∈ X, y ∈ R
m

�

E

∫ ∞

0

e−λtψ1(X(t))�(X(t)) dt <∞, λ > 0. �����

����� ����� ����� ����������

�� ��������� {Y ε, ε ∈ (0, 1]} ����	�� ����	�	�� ���	� ����� ��	�������	�

����
�	� � ������ � �������� 
�	��	����	� ����������	��� �� �����
�� ����!����	�� �������������	���� {εn} ���������� ����������������"
	���� {εnk

} ��
�� ��� �� ����!����	� M ∈ N� t1, . . . , tM ≥ 0� �������"
������� ����������������	���� ������	� ��
�����

(Y εnk (t1), . . . , Y εnk (tM ))

����� � ����� � (Rm)M �
��� #��� �������	� ���
� Y �� Y ε� ε → 0� ��� �������
� 	�������	�� �

�����������	� ����� �!������� ������
����� $�� ������
��� ���"
�� ����	��� �����	����	�� ��������� �����������		�� � ����������

Lf(y) =
m∑

i=1

Ai(y)
∂

∂yi
f(y) +

1
2

m∑
i,j=1

Bij(y)
∂2

∂yi∂yj
f(y), f ∈ C∞0 (Rm), ���
�

���

Ai(y) =
∫

X

(
ai(x, y) +

m∑
k=1

Ak(x, y)∂yk
RAi(x, y)

)
π(dx),

Bij(y) =
∫

X

(bij(x, y) +Ai(x, y)RAj(x, y) +Aj(x, y)RAi(x, y)) π(dx).

���� %��� �����	����	� ��������� �����������		� � ���
��  ����� ��������	�
&��� ��� ����� '� ()*� �� Y ε ����� � ����� ��� ε→ 0 � ������ � ��������

�	��	����	� ����������		�� 
 ���	����		��� &�� ����������	��* ���"
��!��		��� �������� Y � ��	�������� ���
��

+�����	�� ��	� � ���� ������� ��	 �
� ������� �	�� ��� � ��� ��������� !� ��"�����#
� $�� � �%���$$�& ����$'� ��� RAi� i = 1, . . . ,m� (������ ��)$�( !� � �������
���� *���� ��+�� � ���� ������� ��� �
 ,�� ����$'� �� -� .-� $�������$� -�//�#
��$'������ �� y0 ��� ����� ��-���$�� ����.-�$�� � � )-��� ��	�

+�����	�� ���� 1����$����2$�� ���-����.�$�� � ���� ��� � ���$+ �2$ � ������#
� �  ���'����� $$ � � ���
�� &���%� ���� ���$ � $� �������� �+� $������2$��� �
��.�� ���2 ��� �����������!"�& �������& ,//�(���$�� ��� )�� �������$�� $ #
������� � �����2)�� $��� 3������ ����	 ���

������� ��	� ,���� �����	�	� ��������-�	� �	�.��� ������� )�/� ������ � ���
������ W(ψi, Qi)� i = 1, 2 !���	�	� � ����� ����	��� ������� S(ψi, Qi)� i = 1, 2�
,���� ��
-� ���� �����	�	� ��������-�	�� ��� ������� )�/� ���� �� ��
���
T ∈ R

+ ��������� ������	� ������	 ψ(X(τ))� τ ∈ S(T ) ���	����	� �	��������"
���

����� ��������� {Y ε, ε ∈ (0, 1]} ����� ��	�������	� 
����
�	� � D(R+,Rm)� �

�-�� �������	� ���
� Y �� Y ε� ε → 0� ����� ����	��� �����	����	��
��������� �����������		�� � ���������� ���
�� %��� ��� 0��� �����	����	� ���"
������ �����������		� � ���
��  ����� ��������	�� �� Y ε� ε → 0 ����� � �����
� C(R+,Rd) 
 ���	����		��� &�� ����������	��* �����!��		��� �������� Y � ��"
	�������� ���
��



�� �� �� ����	�

��� � �� �� �����

�� ���������	
���

������ 	
�
�	
 
�
���� ����� �
	����������� ������� ��� �
��
����� ����
�
�
��  !�	"�� f : R

m → R �� ��
��� 	
���	�
� uf # ���� "���$ ������������
���� %���& ��'�� (�� �
��
���� 	
���	�
�� �� ��
���!�� ���!������ ����� )*+

 !����
����� � �
����� ������� ����������	� 
�������� 
������� ,�� ��
�
������������ ���� %���& ���!�� �� �
	�����
� � )*+ %��
���� -�. � ��
���� -�-&
��������
� �����  
��!�� (��	����
,����������� %���& ������� ���/��� � �
� ����# ��
 � ��� 
�!���!�� 
����

��� ������0����
� 
�����$��� M ε
f � 1�� �� �����# ��
0
 ������������ 
	������

��� �
���
��
 ��� �
	���������� ��/
� 	
���	��
�� ��/
 � ���� �
���
�
�� 	
����
������ ������������ %� !�
���� ��
���� -�2&# ��/
 � ��
�������
D(R+,Rm) %� !�
���� ��
���� -�.&� �������# ��
 ����
� �
	���������
 ��/
�
	
���	��
�� � ��
������� C(R+,Rm) ���� ����� ����!��������
 �����
 � ��!

�!����� 
������ ������0����
� 
�����$���M ε

f � 3��� �
���	��� !�������

�
� ��������  �
��
�
� ����� )4+# � 	
�
�
� ����
0 ������������ %���& �
�!�����
 �
�
��$  
��!�� 5�
67���
��# ��
 �
��
���� 
����� M ε

f �
,
������ ���� �
	���������� 8 
������ ���������� �
��	 8 ��	'� ��
���!�

�� ������������ %���&� ,
	
��	! ���� ���� 
 �
���
��# /
��� ��/
� ��� �
���
�
�� � C(R+,Rm)# ���� 
	�������� ���	����	� ���
��
'��� ���������� ����
������� �����
�# ��	��# ��������# 	�	 ����
��'������ �������
� 	
��
������#
�� )4+� ,
��
�! �� ������0��� �
��� ����� ������'	� �������
� 	
��
������#
�� ��������� ��. ��'��
3������# ��
 ��� �
��
� 
������� 
/�!$ ��!	�!�! �������0����
0
 �
��
���#

�����
'���
0
 � )2-+# �
 ��� ��
� �� 
������� �� ����
���� ����
������ 
"��	�
� !�
��� 0���	
�� ��� ������� !�������� ,!�
���

��2� ���������� ��	����
�� � ���
�� 9��
����  !�	"�$ f ∈ C3(Rm) ���
	!$# ��


|∇rf(y)| ≤ C(1 + |y|)−r, r = 1, 2, 3. %��2&

����� �� 
��� ��������� ��� 
������ ������� ���� ��	�� ����
�� ������ ����
������ ���������� ����������� ����������

R (Ai∂yif) (x, y), i = 1, . . . ,m, %��.&

���� !���� ���"�� ���������� �����������
����� �� y �
�������� �� #���$
����"��

uf (x, y) =
m∑

i=1

R (Ai∂yif) (x, y), %��-&

�� ���
%��� �������������

f(Y ε(t)) + ε1/2uf(Xε(t), Y ε(t)) =
∫ t

0

Kε
f(Xε(s), Y ε(s)) ds+M ε

f (t), %���&

	�� M ε
f & ������	�� ������������ F$

Kε
f = Hf + ε1/2Jf , %��:&

Hf ∈ Ĥφ2,p2,0(d2, π), Jf ∈ Hφ2,p2,0(d2, π). %��;&

�� "� 
����"����� ��� � �����$ ���� ��������� ��� 
������ ������� ����

'���%���� ��2� <�
# ��
 ��� ����
0
 i � �$/
0
 ������
0
 
�	���
0
 ���� �
'�

�
�
/���� ����
�!$�  !�	"�$ f ∈ C∞0 (Rm) ��	# ��
/� ∂yif ≡ 1 �� ��
� �����
,
����
# ��
 ��	��  !�	"�� f !�
�����
���� %��2&# ��	 ��
# �������� ����!# �
�!�
���# ��
  
��!�� %.�2-& 	
���	��
 
��������� ���������� �
���"��� RAi(x, y)#



�����������	 �

��������	 � ���� ������������ ���������	�� ��

� ���� �������	
 ��	�� ���������� �������������� �� y� ����� ����� � ��
�
�����
� ������ �����

uf(x, y) =
∑

i

RAi(x, y)∂yif(y) �����

�
� ���� ��
!��" ���#��� f ∈ C3(Rm)� ����
������$%�" ������

���������	
���� &���! ����
���� ��
���� ������� ���� &�#	��� '�� ���� ���(
�����! ������� ��� )*+ � d = d1� φ = φ1� ψ = ψ1� r = r1� p = p1� q = q1 # ���#���

f̃(x, y) = Ai(x, y)∂yif(y)� ,�"������
!��� ��
���� ���" ������� �	 ������� X � #�(
���������� ��	������ �-����'��	$���� � �	.�" ����	���� ��
������ ���� ��� ���(

���� ��� � ������
������� ������ ������ /�� '�� ���#��� f̃(·, y) ���������	�	 �
�
#	���� y� �
����� � ������ 0���
����� ��
���" ����� � ���1� ������� ��� )*+ �
���(

�� � ������ ���	 ���#��� f̃ � ������
����� ����� � ��
���� ������ /	#�� �-�	 ���
�������� ������ ���������� ������� ��� )*+� ��
�'	�� ��%������	��� ��	�� ��(
�������� ���������������2 �� y �������	
�� ������

3�
���� W(ψ1, Q1) � Q1�  	�	���� � ������ �-����'��	�� ����
����� ���*� � �����(
�� ��� )*+ � ����4� � ������� ��� )*+� &������� ��
���� �5� ������� ���� ��  	���.	��
������#� ������
����" ������� ��� )*+� &� ���" �������� �� ��
�'	��

uf (Xε(t), Y ε(t))

= −ε−1

∫ t

0

∑
i

Ai(Xε(s), Y ε(s))∂yif(Xε(s)) ds

+
∫ t

0

∑
i

ai(Xε(s), Y ε(s))∂yiuf(Xε(s), Y ε(s)) ds

+ ε−1/2

∫ t

0

∑
i

Ai(Xε(s), Y ε(s))∂yiuf(Xε(s), Y ε(s)) ds

+
1
2

∫ t

0

∑
i,j

bij(Xε(s), Y ε(s))∂2
yiyj

uf (Xε(s), Y ε(s)) ds +M1,ε
f (t),

���1�

��� M1,ε
f 6 �	�����	
� 7 �����" �������� �������� �����
� 8��� ��
�'	��� '��

f(Y ε(t)) =
∫ t

0

∑
i

ai(Xε(s), Y ε(s))∂yif(Y ε(s)) ds

+ ε−1/2

∫ t

0

∑
i

Ai(Xε(s), Y ε(s))∂yif(Y ε(s)) ds

+
1
2

∫ t

0

∑
i,j

bij (Xε(s), Y ε(s)) ∂2
yiyj

f (Y ε(s)) ds+M2,ε
f (t),

���*�

��� M2,ε
f 6 
�#	
!��" �	�����	
� 9�
�� ����� �'����	� ����� � ����
! �� ���	��(

'���� �	 #����������� a� A� b� �	
������ � �����:���5�� � ���"���	 �������	 X �

���
��� ��#	 	�!� '�� M2,ε
f 6 �	�����	
� ;	��������  ���! 	�	
���'�� ���(

�������� � �	 ��
� ��� ��	�!� )*+� ������� �����-����� �� ����#	��� 7#
	���	�
���*� � ���1�� ��������� �	 ε1/2� ��
�'�� ������ &�� ���� ����� ���	���� �
�
���#��� Kε

f ��
�'	���� � �� �
!�	�� �
����� �����������$%�2 ���������	
!��2

���	���" � ���1� � ���*� � ���
���$%��� ��'
������ �������������	��� � �����<
�	������� �� �� ��#	 	
�� '�� #	�	� � ���#��" RAi(x, y) ��	�� ����������
��������������	 �� y� =���#	� ��������'��� ��'��
�����  	��.�� �����> Kε

f



�� �� �� ����	�

��� � �� �� �����

������ ������	�
� ���� �

Hf (x, y) =
∑

i

⎡
⎣ai(x, y) +

∑
j

Aj(x, y)∂yjRAi(x, y)

⎤
⎦ ∂yif(y)

+
∑
i,j

[
1
2
bij(x, y) +Ai(x, y)RAj(x, y)

]
∂2

yiyj
f(y),

Jf (x, y) =
∑

i

⎡
⎣∑

j

aj(x, y)∂yjRAi(x, y) +
1
2

∑
j,k

bjk(x, y)∂2
yjyk

RAi(x, y)

⎤
⎦ ∂yif(y)

+
∑
i,j

[
ai(x, y)RAj(x, y) +

∑
k

bjk(x, y)∂yk
RAi(x, y)

]
∂2

yiyj
f(y)

+
1
2

∑
i,j,k

[bij(x, y)RAk(x, y)] ∂3
yiyjyk

f(y).

�� ����� �
���� ��� Hf , Jf � ���
��� ������������ ���� �
�� ��� ��!��  	
 �����"
#��	 �
$���	��%�	�
�

&��� ���
����� ���
��� 	�
���� ��'� 	
 ��� 
(
��
����� ��)� �� �
��
�%������
����	
 	�
���� ��� *+, �
������� �	���-������ 	�
���� ��' *+,� .��
��� ����/� 0	
�
	�
���� 
(���� ����	�� S(ψ1, Q1)� 	�$  	
 ����	 ���	
 ������	�
 ��)�� � $
	
�
�

M1,ε
f 1 �
$��%��� ���	��2��� 3���#�� �
$��4���
 0	
 ������	�
 � ����

uf(Xε(t), Y ε(t)) =
∫ t

0

Υε
f (Xε(s), Y ε(s)) ds+M1,ε

f (t).

5�� �
$���	��%�	�� 	
2
�  	
 M1,ε
f 1 �
(� ���� ���	��2��� �
�	�	
 �
 ��
����	%�

 	


E

∫ t

0

∣∣Υε
f (Xε(s), Y ε(s))

∣∣ ds <∞, t ≥ 0, ���/�

��� 	�
���� ��' *+,� 6���
2� �
 ��
�������� ��#� �� �������� ��� Kε
f � �
-�


�
�� �	%�  	
 Υε
f ∈ Hφ2,p2,0(d2, π)� 7
2��� �
��
�%�
���#��% �8���� �
�� ��

E
∣∣Υε

f (Xε(s), Y ε(s))
∣∣ ≤ Cε

(
1 + r1/p2 (s)Eψ(X(0))

)
,


	$��� ������	 	��(���
� �

	�
#���� ���/�� 9	
 �����#��	 �
$���	��%�	�
 ��)�:
��� 
�	��%��� �����-����� � �
$���	��%�	�� ����� 
�	�;	�� (�� ���������� �

�'� ����������	 
��������  ���
���� � ������ 
��������� ��� 
���

����� Y ε� < ���
�%�
������ �����	������� ���� �� �
�� ��� �����;4�� �	���"
-������ 5
$���	��%�	�� ��������� � �
��	�	��;4�� �	�	%� *�/,�

����� ���� ����� ���	
���� ����	
	����� ������� ��	��� ��� � �
� �	��

��	
��	� f ∈ C3(Rm)� ��	�
���	����� ����� ������
��	 ����
�	��� �
� �	���	
��	�	 T ∈ R

+

sup
ε∈(0,1]

sup
t∈[0,T ]

P (|Y ε(t)| > R)→ 0, R→ +∞. �����

 �
�� !	�� �	�	� X ��	�
���	��� S(ψ1, Q1)� �	���

sup
ε∈(0,1]

P

(
sup

t∈[0,T ]

|Y ε(t)| > R

)
→ 0, R→ +∞. ���'�



�����������	 �

��������	 � ���� ������������ ���������	�� ��

����� ���� � ����������	
�� ��� ���� ��� ���
�����	�� r� R > 0 ����������
��	���	�� Cr,R ∈ R

+ ������ ��� ��� ���
�����	��

u ∈ (0, 1], ε ∈ (0, 1], τ ∈
⋃

T∈R+

Sε(T )

	�����	����

P [|Y ε(τ + u)− Y ε(τ)| > r | Fε
τ ] ≤ Cr,R (u+ εψ2 (Xε(τ))) ������

�����	�	� ��	� 	� 	������� {|Y ε(τ)| ≤ R}�
����� ���� � ����������	
�� ��� ���� ��� ���
�����	��� T ∈ R

+

lim sup
ε→0

sup
t∈[0,T ]

sup
0≤u≤δ

E [|Y ε(t+ u)− Y ε(t)| ∧ 1]→ 0, δ → 0. ������

���
� ���� ����� X ������������� S(ψi, Qi)� i = 1, 2� �����

lim sup
ε→0

sup
τ∈Sε(T )

sup
0≤u≤δ

E [|Y ε(τ + u)− Y ε(τ)| ∧ 1]→ 0, δ → 0. ������

���� �	�
�� ������	���� ����������� �	
�� 	��	��� ��	����
�� �
C(R+,Rm) ����		�� Y ε 
�����
� �� �������� ε ∈ (0, 1]� ������� ��� �������
�� 	��� 	��!�� ��
�	��� 
�� �������
�	�� 	��	��� {Y ε}ε∈(0,1] ��	����"
� ����
���� ����# �������
�	� ��� �������� 
�� ��	������� 
�	�� {Y εn}� εn → 0�

$�
�	��� 
�� �������
�	� � 	��	� 	%�����	�� ��
"
���
�% ��	�����

�� ����� 	���� �� ����&� � ������' ��		�(�
�� ��	 	��
����
� � �� �% ����
	���� 	�� )� *���� � +��,� -�� ���� � 	��� ������ �#!�� ���� 
�� ��"�� Y �����	�

�����
�� �� �����
�	�� 	��"��
�� ����		���

.�� �������� 	��� ��
�	��� 
�� �������
�	�� � D(R+,Rm)� �� ��	��� ���	�
	���#/�� ��	����"
�� �	������ �����

�� � +�,� *���� �� 0	���� �1� �����
2�3 � +�,� *���� �� � 	�"��
�� 	 ���"�
�� 2�4 �5� ��� (� *��	�� 	���#/6 ���
�������� 
�*� T > 0 	�/	���� β > 0 ����� "��

lim sup
n→∞

sup
τ∈Sεn(T )

sup
0≤u≤δ

E

[
sup

0≤v≤τ∧δ

(|Y εn(τ)− Y εn(τ − v)|β ∧ 1
)

× (|Y εn(τ + u)− Y εn(τ)|β ∧ 1
)]→ 0, δ → 0.

����3�

7 �����
��� 
�� �������(
�� � ���� "�� 	��������� �	���� �8� ����
�� 4�& � +�,� *���� �� 	���
�9
� ����3� �������
�
� ��
�	��� 
�� �������
�	��
� D(R+,Rm) ��	������� 
�	�� {Y εn}� 7 
�9� 	�������� �	���� �8� ����� 4�&
� +�,� *���� �� ���	�� 	������� 	 ������� �	
�� "�� �� ������ 	���� ����3� 	 β = 1�
"�� � ����9�� �������� 	��� ��!���*� ����(�
���

���� �������� �����	���� ����� -�	� Y : ���� 
�� ��"�� 
������� ���
	������� 
�	�� Y εn � εn → 0 � 	��	� 	��!�� 	%�����	�� ��
"
���
�% ��	�
����
��� ;�� �� �( ���"��� ��9� � 	��� ������ ����		 Y 
�����
 ��
�����
�	��� ��� "��� ����� � ����<������� *� ��(
� 	"���� ���������

.�� �������� 	��� ��*�� "�� Y 	� �9
� �����
*�� 
�� ���!��� ��� L�
��	����"
� ������� � "�� ��� �������� 
�% f ∈ C∞0 (Rm) � t2 > t1 > 0

E

[(
f(Y (t2))− f(Y (t1)))−

∫ t2

t1

Lf(Y (s)) ds
)

Φt1(Y )
]

= 0, ����4�

*� Φt1(Y ) �!��
�"
� �������� 
�� 	��"��
�� ���"�
� ����

Φt1(Y ) =
m∏

j=1

hj(Y (sj))



�� �� �� ������		
��� 
 �� � ���
�

�m ∈ N� s1, . . . , sm < t1 � �������	��
� ����������
� �������
� hj � j = 1, . . . ,m
��
� ����������� �	������ � ���
���� ����� 	 � !� ��	 ��� "���#���
 � ����$
#��%�#	� ���&'�� (�� ����)���� ����������� 
� ��*�
 Xn = Xεn � Yn = Y εn �

����� ���� ��� �����	��
��� ������ f ∈ C∞0 (Rm) ������ Lf �������	���

���������
��	�� +
��# 
��#� �����#	�����

Lf(y) =
∫

X

Hf (x, y)π(dx), ���&,�

�
� ����#��%�#	� ��

� ��&� 	 ��#���
 ���	����� ���
�� ��� Hf � -������
Hf (x, ·) �������	� ��� π$��	� x ∈ X. /#� ������# �� ����%��� ���*���	��#� ���$
���� a� A� σ �� ����
����� y ��
� �0���� � �������	��� �������������
��#� ���$
���� RAi� i = 1, . . . ,m� �� #�� �� ����
����� ��
� �
����� ��&�� 1#�2� �� #��$
��
� 3���� � 
������	���� �4���
��#� ������#� �#� ��� �����	��%���� N > 0
�������

LNf(y) :=
∫

X

(
|Hf (x, y)| ∧N

)
signHf (x, y)π(dx)

�������	� �� y� 5�� 	 ���� ��

� ��&� Hf ∈ Ĥφ2,p2,0(d2, π)� "��
���	 ���#��*����
�0�&&� �� ����������� /#��� ����� ������
� �#� LNf � N →∞ �	��
���� �4���#��
� Lf � #� �#� ������� Lf �������	� �� �	��
����� ������ �������	��4� �

6��� #���� �#� ��� f ∈ C∞0 (Rm) ������� Lf �
��# ��
��#��� ����#��%� �#� 	
����#��� � �������)�� ��

�� ��# �� �����������#% � �	��
����2 �������	$
���#%� 1#�2�� � ���#�
 ���&��� ������
 �����2)�� �#	��������� ����#��%�#	�
��#����� 	����� �#���#�� � ��/#�
� 
� ��� ������
�

����� ���� ��� ���	���� ����������� ���&'�� ���������� �������
� ���

E

[(
f(Yn(t2))− f(Yn(t1)))−

∫ t2

t1

Lf(Yn(s)) ds
)

Φt1(Yn)
]
→ 0, n→∞. ���&7�

"�����


Δf (x, y) = Hf (x, y)− Lf(y).

6���� �#� ������� f ∈ C∞0 (Rm) ���	��#	����# ���&�� �#� ���	����# ��� ��� ����#%
�����#	����� ������ +����%��� /#� �����#	������ ������


E

[(
f(Yn(t2))− f(Yn(t1))) −

∫ t2

t1

Lf(Yn(s)) ds
)

Φt1(Yn)
]

= ε1/2
n E [(uf (Xn(t1), Yn(t1))− uf (Xn(t2), Yn(t2))) Φt1(Yn)]

+ ε1/2
n E

[(∫ t2

t1

Jf (Xn(s), Yn(s)) ds
)

Φt1(Yn)
]

+ E

[(∫ t2

t1

Δf (Xn(s), Yn(s)) ds
)

Φt1(Yn)
]
.

���08�

9��
 �����
� ��� ����#��%�#	 ����
��� �#	�������� #�����#�� ���	���#%
��
�#�#������2 
���#% #��4 ����
�4 	 ��	�� ��#� ���08��

: ���� �#	�������� ; #����
� ��& �7!� ���
������� � �������
 f̃i = A∂yif �
φ = φ1� ψ = ψ1� �
��# 
��#� �����

|uf (x, y)| ≤ Cψ1(x).

"�����%�� |Φt1(Yn)| ≤ C �� ����������2� �#�2� 	 ���� ����	�� W(ψ1, Q1) ����
������
 �4���
��#% � ���2 ��� n→∞ ���	��� ����
��� 	 ��	�� ��#� ���08��



�����������	 �

��������	 � ���� ������������ ���������	�� ��

������ ���� 	 	�
� 	��� �������� 	 ������ �������� ����� � φ = φ2� ψ = ψ2�
� ������

E

∫ t2

t1

∣∣Jε
f (Xε(s), Y ε(s))

∣∣ ds ≤ C(t2 − t1)(1 + Eψ2(X(0))). ������

� ���� ������������ Φt1 � ���	�� W(ψ2, Q2)� �� 
�� !	��� �"
����# � ���$
��� n→∞ 	��� �������� 	 ���	% ����� ����&��

��� ����#��	 ������������% ������ ����#�� �������� 	 ����&� ���
���	'
���� ��	��$ ��(���#� ����� �! �� 	!���� 	 �
��#�� ��	��(
�����

����� ���� � ���������	 
��� ������������	�

E

[(∫ t2

t1

Δf (Xn(s), Yn(s)) ds
)

Φt1(Yn)
]
→ 0, n→∞. ������

������������
�� ��� γ ∈ (0, t2 − t1)�  ������ 	!��(���� 	 ��	% ����� ������ 	
	�
�

In,f = I1
n,f,γ + I2

n,f,γ + I3
n,f,γ

= E

[(∫ t1+γ

t1

Δf (Xn(s), Yn(s)) ds
)

Φt1(Yn)
]

+ E

[(∫ t2

t1+γ

Δf (Xn(s), Yn(s− γ)) ds
)

Φt1(Yn)
]

+ E

[(∫ t2

t1+γ

(
Δf (Xn(s), Yn(s)) −Δf (Xn(s), Yn(s− γ))

)
ds

)
Φt1(Yn)

]
.

)*���� � �
��#���� ��������! Ii
n,f,γ � i = 1, 2, 3�

��������� ���� �!
���� ��	��$ �
�$ ���% *����+  �����	 Yn(s) �� Yn(s− γ)�
�! ������� 	 	��� �������� 	!��(����� 	 ���� ��������! ��*���	Xn �
Yn �� �����! �� γ� ,� � 	���� *����# �������� 	!��(����� ����# �� ���
�'
������ �	%��	� ��*���� X � ��� ����-� ��(�� .! �� !	��� ���% ����� / �
��(�%
��
����% �������!0�

� ���� ���	� �������� 	 ������

Δf ∈ Ĥφ2,p2,0(d2, π). ����1�

2�
� �����(
����� ��������� ����# 	����� 	 
�� ����#��	� ������� ���	
��
� *����

|I1
n,f,γ | ≤ Cγ. ������

������ � �������$� 3���*�� Δf (·, y) *������	��� 
�� ��� 	�#�� y ∈
R

m� 4���# �� ����1�� ����	��� �	%��	 ��*���� Xn � *���� ����� ��5�! 678 �
φ = φ2� ψ = ψ2� ������∣∣E [

Δf (Xn(s), Yn(s− γ))
∣∣ Fεn

s−γ

]∣∣ ≤ Cr
1/p2
2 (γ/εn)ψ2(Xn(s− γ)).

9���#�� ����������� 3���*�� Φt1(Yn) � ������ �������#� Fεn
s−γ 
�� ���'

 	�#�� s ≥ t1 + γ� ��$
� ������� *����

|I2
n,f,γ | ≤ Cr

1/p2
2 (γ/εn)E

∫ t2

t1+γ

ψ2(Xn(s− γ)) ds. ����-�



�� �� �� ����	�

��� � �� �� �����

������ � ���	 
������
��� Φt1 � ��� ��
���
��
�
 N ≥ 1 �����

|I3
n,f,γ | ≤ C E

∫ t2

t1+γ

(∣∣Δf (Xn(s), Yn(s))−Δf (Xn(s), Yn(s− γ))
∣∣ ∧N)

ds

+ C E

∫ t2

t1+γ

(
ΞN (Δf (Xn(s), Yn(s))) + ΞN

(
Δf (Xn(s), Yn(s− γ))

))
ds;

������

��
���� �	���� ΞN ������ � ������� ����  
��
���	 �	���� ΞN ���!�����
� �
����
" #��!��� $� �����

‖ΞN ◦Δf‖φ2,d2,p2,0 ≤ ‖Δf‖φ2,d2,p2,0.

%�
 �
��
����� ������� ���&�' 	����&���� (�$ � �	����" f � ���
" ΞN ◦Δf �
� ��	��"
" ������
" ζ ���
" ��)
 Yn(s)� ��)
 Yn(s− γ)� �
�	����

E
(
ΞN (Δf (Xn(s), Yn(s))) + ΞN

(
Δf (Xn(s), Yn(s− γ))

))
≤ κf,N + Cr

1/p2
2 (s/εn)Eψ2(X(0)),

����*�

���

κf,N =
∫

X

sup
y∈Rm

ΞN (Δf (x, y))π(dx).

 �� +�
�� �
��
���	 Δf 	�
�����
���� ������� �����

κf,N → 0, N →∞. ����,�

 
 �
���
��-� �	���� Δf (x, ·) �����'�� ��� ��
���
��
�
 x ∈ X� � ���.
�
������
 / ���
���
 �����'�� � !��� {y : |y| ≤ R} ��� ��
���
��
�
 R�
0���� 
)���
�� ��� ��
���
��
�
 x ∈ X �����

ΘR(x, β) := sup
|y1|≤R,|y2−y1|≤β

|Δf (x, y2)−Δf (x, y1)| → 0, β → 0.

1���
������
� ��� �-)
�
 δ > 0 �	2����	�� βδ,R > 0 ���
�� ��


π ({x : ΘR(x, βδ,R) > δ}) < δ. ����3�

 
 ����� ���� �	2����	�� Rδ ∈ R
+ ���
�� ��


P(|Yn(s)| > Rδ) < δ, s ∈ [t1, t2]. ����4�

 
�
&�� βδ = βδ,Rδ
�

As,δ = {|Yn(s)| ≤ Rδ, |Yn(s)− Yn(s− δ)| ≤ βδ} .
 ������ 	����&���� (�� 5 ζ1 = Yn(s)� ζ2 = Yn(s− γ) � A = As,δ� �
�	���

E
(∣∣Δf (Xn(s), Yn(s))−Δf (Xn(s), Yn(s− γ))

∣∣ ∧N)
�As,δ

≤
∫

X

sup
|y1|≤Rδ,|y1−y2|≤βδ

(|Δf (x, y1)−Δf (x, y2)| ∧N) π(dx)

+ Cr
1/p2
2 (s/εn)Eψ2(X(0))

≤ δ + 2Nπ ({x : ΘRδ
(x, βδ) > δ}) + Cr

1/p2
2 (s/εn)Eψ2(X(0))

≤ (2N + 1)δ + Cr
1/p2
2 (s/εn)Eψ2(X(0));

����$�

�
������ ��������
 ����� ����
 � ���	 ����3��
 
 ����� ���� �	2����	�� Cδ ∈ R

+ ���
�� ��
 ��� ��
���
��
�
 s ∈ [t1 + γ, t2]

P
[|Yn(s)− Yn(s− γ)| > βδ

∣∣ Fεn
s−γ

] ≤ Cδ

(
γ + εnψ2(Xn(s− γ))

)



�����������	 �

��������	 � ���� ������������ ���������	�� ��

���� �� �����	
�� {|Yn(s− γ)| ≤ Rδ}� � �
��� �������	
�� � ������� ������ ��������

E
(∣∣Δf (Xn(s), Yn(s)) −Δf (Xn(s), Yn(s− γ))

∣∣ ∧N)
≤ (2N + 2)δ + Cr

1/p2
2 (s/εn)Eψ2(X(0)) + Cδ

(
γ + εn Eψ2(Xn(s))

)
.

������

������� ��� 	������ γ∗ ∈ (0, t2−t1) � �	��!��� �� γ ∈ [0, γ∗] �"�� � ������#����$�
� ������� �������

|In,f | ≤ Cγ∗ + Cδγ∗ + (2N + 2)δ + κf,N + C Eψ2(X(0)) sup
s≥t1

r
1/p2
2 (s/εn)

+ Cδεn

∫ t2

t1

Eψ2(Xn(s)) ds +
C

γ∗

(∫ γ∗

0

r
1/p2
2 (γ/εn) dγ

)(∫ t2

t1

Eψ2(Xn(s)) ds
)

≤ (C + Cδ)γ∗ + (2N + 2)δ + κf,N + C Eψ2(X(0)) sup
t≥t1/εn

r
1/p2
2 (t)

+
(
Cδ +

C

γ∗

∫ ∞

0

r
1/p2
2 (s) ds

)(
εn

∫ t2

t1

Eψ2(Xn(s)) ds
)
.

������
�����

sup
t≥t1/ε

r
1/p2
2 (t) → 0, ε→ 0,

��	 ��� � t1 > 0 � r2(t) → 0� t → ∞� ���!� � 	��� ������ � �	����% W2(ψ2, Q2)�
�����

lim sup
n→∞

|In,f | ≤ (C + Cδ)γ∗ + (2N + 2)δ + κf,N .

���&����� �
����!���� 
����� ��������� ����'�!%  ���!��� 	������ ��� γ∗ → 0�
�
�� ��� δ → 0� � �� ���" ��� N →∞� ( �
�� ��	��!��� ����'�!� �) �	�������
����*�� �

��+� ���������� 	
����������� ( ��!���' ��� � ��� �) ��� !� ���� �
���,
�!���% - � -- 
�����) ���� �
 �!� ��%�� 	��!��
 �
����!���� --- 
�. �� 
�����)�

/) 
� �� !� ���� � ���!��������%' 
�����) ��� �
��	�
�����0  ���� 
��	
�
	���.	
�� {Y ε} � D(R+,Rm)� 1
	0!� 	��!��
� �
� �	�� ���
��������% ���&����� �	,
	�"���������% 	 ���2�� '���3� ��	
������� 
� Y ε� ε→ 0� 	��&� 	'�!�
	% � D(R+,Rm)�
4�	 ��� � � ���"�		) Y ε� ε ∈ (0, 1]� � ���!����). !��������). ���"�		 Y ���,
0
 ������)��)� 
��� 
����� �� 	���� !��� 	���.	
�� Y ε� ε → 0� 	��&� 	'�!�
	% �
C(R+,Rm)� �

���������� 5� 	
������������ ������

�����	���� ���� ����� 1/p+1/q = 1 � X ���	
��	���� E(d, r, ψ) � Mq(φ, ψ)�
����� ����� f ∈ Hφ,p,0(d, π)�

����� �
 �����	�
����� �
�������� 	������ ζ �� ��������� 	 R
m� ��������� ��

��� �� 	����������� ����������	�� ��� � ������� X�

E |f(X(t), ζ)| ≤ ‖f‖π,0 + 2‖f‖φ,d,p,0r
1/p(t)

(∫
X

ψ dπ

)1/q

Eψ(X(0)), t ∈ R
+. �5���

��������
���	�� � E(d, r, ψ) 	��!��
 	��!�06�� �������	
�� !�% ��	���!�����%
μt ������% X(t)7

d(μt, π) ≤ r(t)Eψ(X(0)). �5���

8�		��
��� �0&�0 ���� (ξ, η) ∈ C(μt, π)9 �� ����!�����0  ��		� C(μt, π)� ����).
������
 � �
�. ���� ����
 
� �� ��	���!������� �
� � ����). ������
 � ����
(X(t), ζ)� ���!� �	�� :��;� �!��� *� ��!�� ���*� �� �� �
���� ����%
��	
��� ���,

	
���	
�� 	�6�	
���
 
��. � (ξ̂, η̂, ζ̂) 
� �%� �
� ���� (ξ̂, η̂) �!��� ��� ��	���!�����



�� �� �� ����	�

��� � �� �� �����

� (ξ, η)� � ���� (ξ̂, ζ̂) � � (X(t), ζ)� �	
����� Ê ���� 
������� �� ��
� �
�
� ���
�
���
���
� ��
���������� �����

E |f(X(t), ζ)| = Ê|f(ξ̂, ζ̂)| ≤ Ê|f(η̂, ζ̂)|+ Ê|f(ξ̂, ζ̂)− f(η̂, ζ̂)|
≤ Ê sup

y
|f(η̂, y)|+ Ê|f(ξ̂, ζ̂)− f(η̂, ζ̂)|

= ‖f‖π,0 + Ê|f(ξ̂, ζ̂)− f(η̂, ζ̂)|;
�����

����� �� ���
���
���� �
� �
 η̂ ����� ������������� π� �����

|f(x, y)− f(x′, y)| ≤ ‖f‖φ,p,d,0d
1/p(x, x′)(φ(x) + φ(x′)), x, x′ ∈ X, y ∈ R

m.

��������� x = ξ̂	 x′ = η̂	 y = ζ̂ � 
������ �����	 ������ 
������

E |f(X(t), ζ)| ≤ ‖f‖π,0 + ‖f‖φ,p,d,0Êd
1/p(ξ̂, η̂)(φ(ξ̂) + φ(η̂))

≤ ‖f‖π,0 + ‖f‖φ,d,p,0 (E d(ξ, η))1/p (E(φ(ξ) + φ(η))q)1/q ;
�����

���� ��
��������� ��������� ������ � ��	 ��� (ξ̂, η̂) ��� ��������� ���
��
���� � (ξ, η)� � ���� ��
�������  ���!�� z �→ zq � ������" Mq(φ, ψ)	

E (φ(ξ) + φ(η))q ≤ 2q−1 (Eφq(ξ) + Eφq(η))

= 2q−1

(
E

∫
X

φq(y)Pt(X(0), dy) +
∫

X

(∫
X

φq(y)Pt(z, dy)
)
π(dz)

)

= 2q−1

(
Eψ(X(0)) +

∫
X

ψ dπ

)
≤ 2q

(∫
X

ψ dπ

)
Eψ(X(0));


����� ��������� �
��������	 ��� ��� ψ ≥ 1� #�$�� ����� 
������� ���

E |f(X(t), ζ)| ≤ ‖f‖π + 2‖f‖φ,p (E d(ξ, η))1/p

(∫
X

ψ dπ

)1/q (
Eψ(X(0))

)1/q
. ���%�

� ���� 
������������� (ξ, η) ∈ C(μt, π)	 �� ���&� � ���%� ����� ��'���� �

���������	� 
��� ����� ���	
���� ��
	�� ���������� ���� ����� �����

ζ1� ζ2 � �
������� ����	�� �	 �������� � R
m� �������� �� �	� �� ���	���	�

���	� ��	��������� (Ω,F , P )� ��	  ��	���� X�  ��	�����	 A ∈ F ���	�	� ��	

�
� ���	�	�� β,R > 0 �� ��	������ A ���� ���	
���� ����������� |ζ1| ≤ R 

|ζ1 − ζ2| ≤ β�
!	"�� �
� ��	��	
��	"	 N ≥ 1

E(|f(X(t), ζ1)− f(X(t), ζ2)| ∧N)�A

≤
∫

X

sup
|y1|≤R,|y1−y2|≤β

(|f(x, y1)− f(x, y2)| ∧N)π(dx)

+ 4‖f‖φ,d,p,0r
1/p(t)

(∫
X

ψ dπ

)1/q

Eψ(X(0)), t ∈ R
+.

���(�

#	������
����	� )����$���� 
�����*�� �������������	 ���������� 
�������

����� 
��� (ξ, η) ∈ C(μt, π)	 � 
������� ��'�� (ξ̂, η̂, ζ̂1, ζ̂2, Â) ���	 ���'� 
��� (ξ̂, η̂)
'��� ��������� ���
����� � (ξ, η)	 � ��'�� (ξ̂, ζ̂1, ζ̂2,�Â) + ��������� ���
����
� (X(t), ζ1, ζ2,�A)� ,��

E |f(X(t), ζ1)− f(X(t), ζ2)|�A = E |f(ξ̂, ζ̂1)− f(ξ̂, ζ̂2)|�Â

≤ E |f(η̂, ζ̂1)− f(η̂, ζ̂2)|�Â + 2Ê|f(ξ̂, ζ̂)− f(η̂, ζ̂)|.
���-�



�����������	 �

��������	 � ���� ������������ ���������	�� ��

��� ��� ��������	�
�� (ζ̂1, ζ̂2,�Â) �������� � ��������	�
��� (ζ1, ζ2,�A)� �����
|ζ̂1| ≤ R � |ζ̂1 − ζ̂2| ≤ β ��
� 
� Â� � �	������	�
�

E |f(η̂, ζ̂1)− f(η̂, ζ̂2)|�Â ≤ E sup
|y1|≤R,|y1−y2|≤β

|f(η̂, y1)− f(η̂, y2)|

=
∫

X

sup
|y1|≤R,|y1−y2|≤β

|f(x, y1)− f(x, y2)|π(dx),

 ���	��
�� ���
��� �� ����	����	��� ���� ��� η̂ ����� ��������	�
�� π� ���
�
�� �	� ������ �	�
�  ����� � � ���	�
�  �������!�� ��������	����� ��� ���
�����

E |f(X(t), ζ1)− f(X(t), ζ2)|�A

≤
∫

X

sup
|y1|≤R,|y1−y2|≤β

|f(x, y1)− f(x, y2)|π(dx)

+ 4‖f‖φ,p,d,0(E d(ξ, η))1/p

(∫
X

ψ dπ

)1/q (
Eψ(X(0))

)1/q
.
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# ��	� ������	�
���� (ξ, η) ∈ C(μt, π)� �� ���$� � ���"� �	����� ���%������ �

������ ���	
���
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