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Abstract. We study the problem of approximation of a fractional Brownian motion with the help
of Gaussian martingales that can be presented as the integrals with respect to a Wiener process and

with “similar” nonrandom integrands. We understand “similarity” in such sense that integrand is the
value of fractional kernel at some point. We establish analytically and calculate numerically the upper
and lower bounds for the distance between fractional Brownian motion and the space of Gaussian
martingales.
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&� ����������� �������� ��#�� �����
∫ t

0
a(s) dW̃ (s)� t ∈ [0, 1]� ��� ����
�
 ��!

��������
�
 	�
���� W̃ (t)� t ∈ [0, 1]� $��� '�
�� ����� �����	�� ����'�� ��!

��� W̃ = {W̃t,Ft, t ∈ [0, 1]} � ����� ����������� 	�
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a ∈ L2([0, 1])� ��� �������	
 �������

�2
H := inf

a∈L2([0,1])
sup

t∈[0,1]

E

(
BH

t −
∫ t

0

a(s) dW̃s

)2

.

��� ���������� �� �����	� ������	 ��������
�� ����������� ���������� ����
������ ���	�������� �	�	 ����� ��������� ���������� ����� �� ���������	
���������� �������� � ����� !"#$ %��������� ����������� ���� �� ������ ���	����
����

K(t, s) = Cα

(
tαs−α(t− s)α − αs−α

∫ t

s

uα−1(u − s)α du

)
�0<s<t≤1,

��

Cα = α

√
(2α+ 1)Γ(1− α)
Γ(α+ 1)Γ(1− 2α)

,

Γ & ������'	������ α = H− 1
2 $ (��� ��	
 ���������� ����� W = {Wt,Ft, t ∈ [0, 1]}

������� '��������) F � ��� ����� BH ���	��
 ����������

BH
t =

∫ 1

0

K(t, s) dWs =
∫ t

0

K(t, s) dWs

= Cα

∫ t

0

(
tαs−α(t− s)α − αs−α

∫ t

s

uα−1(u− s)αdu

)
dWs.

*"+

,�	������� -� ��� H ∈ (1
2 , 1) ���� K(t, s) ���� �	�� ���-��� �� ������	

K(t, s) = Cαs−α

∫ t

s

uα(u − s)α−1 du�0<s<t≤1 .

(��	� � ����� � ����	���� ��������� ����	������ ���� ��������
�� ��.� ����
���� ���	������ �	� � ������� /���� H ∈ (1

2 , 1)$ 0 ����� !1# ��������� -�

�� ���-� ���������� �����
��� �� 	����� -� W = W̃ � ����� ������ �������� ��
����������) �����	

�2
H = inf

a∈L2([0,1])
sup

t∈[0,1]

∫ t

0

(K(t, s)− a(s))2 ds,

����� ��
 	�� �����������$
2��	��� '	��������

f(x) = sup
t∈[0,1]

∫ t

0

(K(t, s)− x(s))2 ds. *1+

�������� ��������� ��� ��� x ∈ L2([0, 1])$ 0 ����� !1# ��������� -� '	��������
f �����
 �����	�	 � 
���� ����� x ∈ L2([0, 1])$ 3��������� ������ ��
) �������
�	���) '	����) �������� $ (��	 ������� ���������� '	�������� f �� ������ ����
����� '	���� � L2([0, 1]) � .	����  ��� �����	� �� ��� ��������$ 4� �����	�
�	�� ������� ����� ��� ������� ��������� ���	�������� �	�	 �� ������	 ��	��
��� �����������$ 5���� � ����� �������� �������	�� � ������ !6#&!7#$ 0 ���� ������
�� ��������
�� ������ K '	���� � L2([0, 1])� -� ����� ������

a(s) = K(t0, s)�0<s<t0
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��� ������ ��	�
 t0 ∈ [0, 1]� ������ �����
	� ��	�� t∗0� ��� �������� ��������
f � �������� K� �
����� ����� �������

�̂2
H = sup

t∈[0,1]

∫ t

0

(K(t, s)−K(t∗0, s))
2 ds. ���

 � ������� � �����! �"�#
 ��� �2
H � $������ ����% ����� �
�� ��� ���� ��������

&� ����������	 
���
������ ������ � ����� K
$�'�� t0 ∈ [0, 1]� (�#�'���� ��	�� ��������� f � ������' � �������� K�

��)�� � ������' �
"����

at0(s) =

{
K(t0, s) �#
 0 < s ≤ t0,

0 �#
 t0 ≤ s ≤ 1,

�� ������� t∗0 ∈ [0, 1]� ��� ���"� ������ at∗0 �������� �������� f � �������� K�
(���	
�� �̂2

H = supt∈[0,1]

∫ t

0
(K(t, s)−K(t∗0, s))

2 ds �� gt0(t) =
∫ t

0
(at0(s)−K(t, s))2 ds�

�����%
��� *� � �
�� �����
������ ��#� K ������ gt0 � ���#�#��! � ���#����
[0, 1]� +���

�̂2
H = max

0≤t≤1
gt∗0 (t) = min

t0∈[0,1]
f(at0).

���� ���� ��� ����� 	�
����

sup
0≤t≤t0

gt0(t) = C2
αt2H

0 sup
0≤p≤1

∫ p

0

y2α

(∫ 1/y

p/y

xα(x− 1)α−1 dx

)2

dy.

��
������� $�'�� t < t0� ,�!�� ����� ������ ����%� ��#����#��-

gt0(t) =
∫ t

0

(at0(s)−K(t, s))2ds =
∫ t

0

(K(t0, s)−K(t, s))2 ds

= C2
α

∫ t

0

(
s−α

∫ t0

s

uα(u− s)α−1 − s−α

∫ t

s

uα(u− s)α−1

)2

ds

= C2
α

∫ t

0

s−2α

(∫ t0

t

uα(u− s)α−1 du

)2

ds

= C2
α

∫ t

0

s−2α

(
s2α

∫ t0/s

t/s

xα(x− 1)α−1 dx

)2

ds

= C2
α

∫ t

0

s2α

(∫ t0/s

t/s

xα(x− 1)α−1 dx

)2

ds

= C2
α

∫ t/t0

0

(yt0)2α

(∫ 1/y

t/t0y

xα(x− 1)α−1 dx

)2

t0 dy

= C2
αt2H

0

∫ t/t0

0

y2α

(∫ 1/y

t/t0y

xα(x− 1)α−1 dx

)2

dy.

�.�

(���	
�� p = t/t0� +���

gt0(t) = C2
αt2H

0

∫ p

0

y2α

(∫ 1/y

p/y

xα(x− 1)α−1 dx

)2

dy,

�����
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��
��� ������� ���
� �
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���� ���� ��� t > t0 ������	
�� ������
�

gt0(t) = (t− t0)2H . ���

��������� �����	
�� Mt =
∫ t

0
a(s) dWs� �
 t > t0 ����� Mt =

∫ t0
0

K(t0, s) dWs =
BH

t0 � �����


gt0(t) = E
(
BH

t −Mt

)2
= E

(
BH

t −BH
t0

)2
= (t− t0)2H .

�

����� supt0≤t≤1 gt0(t) = (1− t0)2H � �����	
��

Dα = C2
α sup

0≤p≤1

∫ p

0

s2α

(∫ 1/s

p/s

xα(x− 1)α−1 dx

)2

ds. ���

���� ���� ��	 ����� ������
�

�̂2
H = min

t0∈[0,1]
f(at0) =

Dα

(1 +D
1/2H
α )2H

.

��������� �
���	
�� ������� u(t) = Dαt2H � v(t) = (1 − t)2H � t ∈ [0, 1]�
 ���

f(at0) = max{u(t0), v(t0)}.
�
 t ∈ [0, 1] ������! u ������� ������! v ���"� ��������� �#����� $������

u� v � ��#����
�
� %�� ��"�� �
����&�'�! �#�������(���! 0 = u(0) < v(0) = 1�
Dα = u(1) > v(1) = 0� ����� ����� ��
�� ��	�� t∗0 ∈ (0, 1)� �)! !��� u(t∗0) = v(t∗0)� �
#
 �'���

u(t∗0) = v(t∗0) = min
t0∈[0,1]

max{u(t0), v(t0)}.

 �#� ���*���� ��	�� t∗0� � ������� Dαt∗0
2H = (1− t∗0)

2H �
#)
���� +�

t∗0 =
1

1 +D
1/2H
α

.

�����

min
t0∈[0,1]

f(at0) = u(t∗0) =
Dα

(1 +D
1/2H
α )2H

. �

,� ������ ����� 	
� ��	���� ��	 	�������� ������������ ���� 	�

������� ��������� ��������
��

������ ��
�� �)! �������� �2
H -�)� �������� � ������ ./0� �"���� � )���& 1 ����

������� �)! -��'2!��� ������� a ∈ L2([0, 1]) � -��'2!�
3 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1 ��� �����
�����#�� ��������'

sup
t∈[0,1]

∫ t

0

(K(t, s)− a(s))2 ds ≥ 1
4

∫ t1

0

(K(t2, s)−K(t1, s))2 ds. �4�

5� ����	��� +�

�2
H ≥ 1

4
sup

0≤t≤1

∫ t

0

(K(1, s)−K(t, s))2 ds.

�����	
��

�̌2
H =

1
4
sup

0≤t≤1

∫ t

0

(K(1, s)−K(t, s))2 ds.

 �-�� �̌2
H � ������& ��
�� �� ��-)
����! ��-���"� -������'��"� �3� �� #�2

���� "�������'�
3 ���
�"�)��� 6��)��
�� #�������� ������� g(t) =
∫ t

0
(K(1, s) −

K(t, s))2 ds�
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�

���� ���� �� ������	 g 
�� ���� ����� 
����
�
� �� ������� [0, 1]�
�� ��� 
���� ��������

�̌2
H =

Dα

4
.

�������	� �� ������	
� g(0) = g(1) = 0. ���� ��	
�� �� �
��� �������� �
���
�
�	� 	 �	������ (0, 1)� �
���	 ��	���� g �� ���

g′(t) = K2(1, t)− 2
∫ t

0

(K(1, s)−K(t, s))K ′
t(t, s) ds.

 
�!�"	��
 
����
 �	��!��
∫ t

0 (K(1, s) −K(t, s))K ′
t(t, s)ds� #�	� 
�����	
� �
����

	$�

I(t) =
∫ t

0

(K(1, s)−K(t, s))K ′
t(t, s) ds

= tα
∫ t

0

(t− s)α−1s−2α

∫ 1

t

uα(u− s)α−1 du ds

= tα
∫ 1

t

uα

∫ t

0

s−2α(t− s)α−1(u− s)α−1 ds du

= tα−1

∫ 1

t

uα

∫ 1

0

s−2α(1− s)α−1
(u

t
− s

)α−1

ds du.

%&�

# ����� '�( )��
 ���	
���	
� *
 ��" )��+�"��� c > 1� μ > 0� ν > 0 �� ����� ���	���+∫ 1

0

sμ−1(1− s)ν−1(c− s)−μ−ν ds = c−ν(c− 1)−μB(μ, ν),

�� B(·, ·) , )�����	���"� -��
����
 �$ ���	���+ �
 .��
� ����	� %&� � 
���/��
�
*


I(t) = B(1− 2α, α)tα−1

∫ 1

t

uα
(u

t
− 1

)2α−1

du = B(1− 2α, α)
∫ 1

t

(u− t)2α−1 du

=
B(1− 2α, α)

2α
(1− t)2α.

%0�

- 
!�"�� 	 %0�� ���	"		" g′(t) = 0 ��
���+�" �
 ���	"		"

K2(1, t) =
B(1 − 2α, α)

2α
(1− t)2α,

)
� *
 �������	�	
� �
 ���	"		"

K(1, t) = Cα(1− t)α %�1�

�� ���
$ C2
α = B(1− 2α, α)/α� �����+�� K(1, 1) = 0� �
 ���	"		" %�1� �� ����� .��

t = 1� ��� t = 0 ��� ����	 %�1� �
���	$� +∞�  .�� �
���	$� Cα� ����.����


��.�� %�1� � ��!�"�� tα
∫ 1/t

1 uα(u − 1)α−1du = Cα(1− t)α� )
∫ 1/t

1

uα(u − 1)α−1 du =
(
1
t
− 1

)α

. %���

 
�!�"	��
 	 �	������ (0, 1) ��	���$

G(t) =
∫ 1/t

1

uα(u− 1)α−1 du −
(
1
t
− 1

)α

.

2�*
 t→ 0� �
 G(t) ∼ t−2α/(2α)−Cαt−α → +∞� 2�*
 t→ 1� �
 G(t)→ 0� �
���	
��	���� G(t) �
���	$� G′(t) = (t−1 − 1)α−1t−2

(
αCα − t−α

)
� #
	 
)�����+�" � 	��+

� ���	�3 �
���� � �" �
�� 	��/��+ �	������ (0, 1)� 
����+��� "� )��
 �
����	

� ����� '4(� αB(1 − 2α, α) > 1 ��" α ∈ (0, 1/2)� ������ � αCα > 1� ���� ��	
��



�������� �	
 �� ����
����
 ��
�������� ��

������� G(t) �	
���� ��
�
 �
�

��
 �	���� �� �������� (0, 1)� 	
�� ��� ������
������� �� ��
�� ��������� ��� ������� 
������
 ���������� � 	
�� �
�� ��
�

�
�

��
 ��
��� �
 ����� ���� �
�� ���� 
��� ��� 
 ������� � ���� � ������

���� �
���
����� ��� ! � 
��
" ��������� #��� �
�����
�

$% &�������
� '
 g(t) = g1(t)� t ∈ [0, 1]� �� ������� gt0 ��������� � �
����� $� (
��
�� ���
" $�) � 
�������� Dα ����


sup
0≤t≤1

g1(t) = C2
α sup

0≤p≤1

∫ p

0

y2α

(∫ 1/y

p/y

xα(x− 1)α−1 dx

)2

dy = Dα. �

�������� 	
�
 ��� ���� H ∈ (1
2 , 1)

�̌2
H =

Dα

4
≤ �2

H ≤ Dα(
1 +D

1/2H
α

)2H
= �̂2

H . *)$%

+� ���������	

� ������
 Dα� 
�� �� �
����
" *)$% �������
 �̌2
H � �̂2

H � ,������� ���-
����.
�� Dα ��
����� �
 
 �������� �������� ����∫ B
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