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Abstract. We consider the Mθ/G/1/∞ queue with two service modes. The server switches from
regular speed mode to high speed mode when the number of customers present at a service completion
epoch is larger than h. Average duration of the busy time, and formulas for the stationary distribution
of number of customers in the system are obtained.
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�� �������( �� ������( ��"
��!�� {αn}# {θn}# {βn}# n ≥ 1# �� αn ) !�� ��� ���(�������� (n − 1)"�& �� n"�&

� � ���������# θn ) ��������� ��������� � n"�� 
� �# � βn ) !�� �������������
n*� ����������#  
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 ξ∞(t) ≤ h� �� P{βn < x} = F (x)� x ≥ 0� F (0) = 0 ���� � ξ∞(t) > h�
�� P{βn < x} = F̃ (x)� x ≥ 0� F̃ (0) = 0 ��������� ������� ������� �������������	
����� Mθ/G� G̃/1/∞ ���������� ������� 	��� ����
��� � �
� ������
� ������� ��
����� ������
� ����������	 !"#

���������� ������ (ξm(t), t ≥ 0) � �������$ ����
� Xm = {0, 1, . . . , m + 1} ��%
����������������� ��	 ���������	 �
� ����
 �������� � ������ ���� t � ������

Mθ/G� G̃/1/m� ������
� � !&#

" ������� ����	
���� � �������� ���������

������� ���
 ���������	' Pn ( ������ ����
��
�� �� ������ �� � ����������
������ ���� � ������
 ��������� n ≥ 0 �������� ) E *P+ ( ������ �����������
����
����	 *������ ����
��
�� + �� ������ �� ������� ������� ����$���� � ��%
���� ���,������	 ���-�. ����� �������� ) ak∗

i ( k%������ ������� ����
�������
 ai)
η(x) ( �
� �
�� �������� � 	�
 ���
�-�� � ������� �� ����
��� ���� [0; x))

ρk(m) = lim
t→∞P{ξm(t) = k}; ρk(∞) = lim

t→∞P{ξ∞(t) = k};

f(s) =
∫ ∞

0

e−sx dF (x), m1 =
∫ ∞

0

xdF (x) < ∞, F (x) = 1− F (x);

b1 =
∞∑

k=1

kak < ∞, an =
∞∑

k=n

ak, ρ = λm1b1;

pi =
i+1∑
k=0

ak∗
i+1

∫ ∞

0

e−λx (λx)k

k!
dF (x), i ≥ −1;

qi =
i∑

k=0

ak∗
i

∫ ∞

0

e−λx (λx)k

k!
F (x) dx, i ≥ 0.

*&+

�
���� !&#� ��

q0 =
1− f(λ)

λ
, qk =

k∑
i=1

aiqk−i − pk−1

λ
, k ≥ 1. *"+

/� ��������$ ����������, ��
��
���-�� ������� ����
����
�� {Rn}'

R1 =
1

p−1
, Rn+1 =

Rn −
∑n−1

i=0 piRn−i

p−1
, n ≥ 1. *0+

1�����
��� �� *&+2*0+ ��������� 3����
. �� ����
� 	�
 �
����
��$� 3����
. �����%
�
�� F̃ (x) ���� �������������	 �
��	���������� ������ 4, ������������� ��������
5,��� ��6'

f̃(s) =
∫ ∞

0

e−sx dF̃ (x), m̃1 =
∫ ∞

0

xdF̃ (x) < ∞, F̃ (x) = 1− F̃ (x);

ρ̃ = λm̃1b1; p̃i =
i+1∑
k=0

ak∗
i+1

∫ ∞

0

e−λx (λx)k

k!
dF̃ (x), i ≥ −1;

q̃0 =
1− f̃(λ)

λ
, q̃k =

k∑
i=1

aiq̃k−i − p̃k−1

λ
, k ≥ 1;

R̃1 =
1

p̃−1
, R̃n+1 =

R̃n −
∑n−1

i=0 p̃iR̃n−i

p̃−1
, n ≥ 1.
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 {pn(s)}� {qn(s)}� {Rn(s)}� {p̃n(s)}�
{q̃n(s)} 
 {R̃n(s)}� ��������
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��

���� ���� ���� ρ̃ < 1� ��

lim
n→∞ R̃n =

1
1− ρ̃

. !�"

���� � ρ̃ ≥ 1� �� limn→∞ R̃n =∞�

���� ���� 	�
������
�� {Rn} ���
����

��������� #�����$%&��� ���		��
�'

��� !�"� ��� ���(

R2 = R2
1(1− p0);

R2 −R1 = R1

(
R1(1− p0)− 1

)
= R2

1(1− p0 − p−1) = R2
1p1 > 0.

)���$������ *� Rk − Rk−1 > 0 ��� 	��+ k = 1, . . . , n� ��	���� *� Rn+1 − Rn > 0�
,���	���

Rn+1 = R1

(
Rn(1− p0)− p1Rn−1 − p2Rn−2 − · · · − pn−1R1

)
;

Rn+1 −Rn = R1

(
Rn(1 − p0 − p−1)− p1Rn−1 − p2Rn−2 − · · · − pn−1R1

)
> R1

(
Rnp1 − (p1 + p2 + · · ·+ pn−1)Rn−1

)
> R1p1(Rn −Rn−1) > 0.

-�$ ��	�
�� �

���� ���� ��� ��
������
��� {pn} � {an} ���������
� �������� 
������������ 

lim
m→∞mpm = lim

m→∞mam = 0. !."

��������� /������ *�
∑∞

k=0(k + 1)pk = ρ�
∑∞

k=1 kak = b1� 0�������

mpm =
∞∑

k=m

mpk ≤
∞∑

k=m

kpk,

�� limm→∞mpm = 0� ��

lim
m→∞mpm ≤ lim

m→∞

∞∑
k=m

kpk = 0.

1
���2�&
� ��	������ *� limm→∞mam = 0� -�$ ��	�
�� �

���� ��	� ��� ��
������
��

rk(h) =
h∑

i=1

Ripk−i −
h−1∑
n=1

an

h−n∑
i=1

Ripk−n−i !3"

���������
� �����
��

∞∑
k=h+1

rk(h) = p−1R(h)− ah, !�"

�

R(h) = Rh+1 −
h−1∑
n=1

anRh+1−n.
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n∑

k=1

Rkpn−k = Rn − 1, n ≥ 1, ���

� �����������

h∑
k=1

Rkph−k = Rh − p−1Rh+1, ����

��� �������� � ��� ��� ������������ �!� ����"�#�

∞∑
k=h+1

rk(h) =
h∑

i=1

Riph−i −
h−1∑
n=1

an

h−n∑
i=1

Riph−n−i − rh(h)

= Rh − 1−
h−1∑
n=1

an(Rh−n − 1)−Rh + p−1Rh+1

+
h−1∑
n=1

an(Rh−n − p−1Rh+1−n)

=
h−1∑
n=1

an − 1 + p−1Rh+1 − p−1

h−1∑
n=1

anRh+1−n = p−1R(h)− ah.

$�#	 �������% �

���� ���� �	� 
��	�������� rk(h)
∞∑

k=h+1

krk(h) = (ρ− 1 + p−1)
h∑

i=1

Riah+1−i +
h∑

i=1

Ri

(
iph+1−i −

h−i∑
k=1

kpk

)

−
h−1∑
n=1

an

h−n∑
i=1

Ri

(
(n + i)ph+1−n−i −

h−n−i∑
k=1

kpk

)
.

����

���� a1 = 1� �

∞∑
k=h+1

krk(h) = 1 + (ρ− 1)Rh + hp−1(Rh+1 −Rh). ��&�

���������� ���'��	
�� (�
∞∑

k=0

(k + 1)pk = ρ,

#���#�#� ∞∑
k=h+1

kpk−i =
∞∑

k=h+1

(k − i + 1)pk−i + (i− 1)
∞∑

k=h+1

pk−i

= ρ−
h−i∑
k=0

(k + 1)pk + (i− 1)ph+1−i

= ρ− 1 + p−1 + iph+1−i −
h−i∑
k=1

kpk.

����

)����*��
∞∑

k=h+1

krk(h) =
h∑

i=1

Ri

∞∑
k=h+1

kpk−i −
h−1∑
n=1

an

h−n∑
i=1

Ri

∞∑
k=h+1

kpk−n−i,
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��� 
� � 
��� � 
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�#� $��� ��������� �

�� ������ ��	
����� � �����
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�	 ��������

%�������� �����

τ(∞) = inf{t ≥ 0: ξ∞(t) = 0}

���!�& ������ ��&�"����� �'" ������� Mθ/G� G̃/1/∞� � ����� E τ(∞) &��� ������	

�����'���(� )'" ������� ��&�"����� ������� Mθ/G� G̃/1/m� �������* � +�,� �������
������������� ���������" τ(m)�

������� ��	� ���� ρ̃ < 1� ��

lim
m→∞E τ(m) = m1

h∑
i=1

Riah+1−i

+
m̃1

1− ρ̃

(
b1 −

h−1∑
k=1

kak − hp−1R(h)

+ (ρ− 1 + p−1)
h∑

i=1

Riah+1−i

+
h∑

i=1

Ri

(
iph+1−i −

h−i∑
k=1

kpk

)

−
h−1∑
n=1

an

h−n∑
i=1

Ri

(
(n + i)ph+1−n−i −

h−n−i∑
k=1

kpk

))
.


�-

���� ρ̃ < 1 � a1 = 1� ��

lim
m→∞E τ(m) = m1Rh +

m̃1

1− ρ̃

(
1− (1− ρ)Rh

)
. 
�.

��	
�
��� /�������� �� 0����'� � +�, �'" ������(�* �����'���� ������� ��&�"�����

������� Mθ/G� G̃/1/m

E τ(m) = m1

h∑
i=1

Riah+1−i

+ m̃1

(
p−1R(h)

m−h∑
i=1

R̃i −
m−1∑

k=h+1

rk(h)
m−k∑
i=1

R̃i

−
m−1∑
n=h

an

m−n∑
i=1

R̃i + am+1

)
.
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���  ���� �� ������� 	��
m →∞�  ����!

S(m) = p−1R(h)
m−h∑
i=1

R̃i −
m−1∑

k=h+1

rk(h)
m−k∑
i=1

R̃i −
m−1∑
n=h

an

m−n∑
i=1

R̃i

=
m−h−1∑

k=0

R̃m−h−k

(
p−1R(h)−

h+k∑
i=h+1

ri(h)−
h+k∑
n=h

an

)

= R̃m−h

(
(m− h)p−1R(h)−

m−1∑
k=h+1

(m− k)rk(h)−
m−1∑
k=h

(m− k)ak

)
+

(
R̃m−h − R̃m−h−1

)(
rh+1(h) + ah + ah+1 − p−1R(h)

)
+

(
R̃m−h − R̃m−h−2

)
× (

rh+1(h) + rh+2(h) + ah + ah+1 + ah+2 − p−1R(h)
)

+ · · ·+ (
R̃m−h − R̃2

)( m−2∑
k=h+1

rk(h) +
m−2∑
k=h

ak − p−1R(h)
)

+
(
R̃m−h − R̃1

)( m−1∑
k=h+1

rk(h) +
m−1∑
k=h

ak − p−1R(h)
)

.

��"�

# ������
� �$� � �%� �	����� &� �� ������� � ���� ��"�� ���� 	
�'���� 	�� m →∞
	����(�) �� ����� �����

lim
m→∞S(m) = lim

m→∞ R̃m−h

(
(m− h)p−1R(h)

−
m−1∑

k=h+1

(m− k)rk(h)−
m−1∑
k=h

(m− k)ak

)

=
1

1− ρ̃

(
b1 −

h−1∑
k=1

kak − hp−1R(h) +
∞∑

k=h+1

krk(h)
)

+ lim
m→∞mR̃m−h

(
p−1R(h)−

m−1∑
k=h+1

rk(h)−
m−1∑
k=h

ak

)
.

��%�

*����)��

p−1R(h)−
m−1∑

k=h+1

rk(h)−
m−1∑
k=h

ak = p−1R(h)−
∞∑

k=h+1

rk(h)− ah +
∞∑

k=m

rk(h) + am

=
∞∑

k=m

rk(h) + am,

�� ���������(+� �	�����'
��� �$�,�"�� ��
�����

lim
m→∞mR̃m−h

(
p−1R(h)−

m−1∑
k=h+1

rk(h)−
m−1∑
k=h

ak

)
=

1
1− ρ̃

lim
m→∞m

( ∞∑
k=m

rk(h) + am

)

=
1

1− ρ̃

( h∑
i=1

Ri lim
m→∞mpm−i −

h−1∑
n=1

an

h−n∑
i=1

Ri lim
m→∞mpm−n−i

)
= 0.

������(+� ��%�� ���� � ��-�� 	���� 	
�
���� �� ������� 	�� m → ∞ � ������� ����
��������� �	�����'
��� ��.� � ��$�� /
��
�� ��
�
��� �
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ϕ(m)
n (t, k) = Pn{ξm(t) = k, τ(m) > t}, 1 ≤ n, k ≤ m + 1;

ϕ∞n (t, k) = Pn{ξ∞(t) = k, τ(∞) > t}, n, k ≥ 1;

Φ(m)
n (s, k) =

∫ ∞

0

e−stϕ(m)
n (t, k) dt, Φ∞n (s, k) =

∫ ∞

0

e−stϕ∞n (t, k) dt, Re s > 0;

Φ(m)
n (k) = lim

s→+0
Φ(m)

n (s, k), Φ∞n (k) = lim
s→+0

Φ∞n (s, k);

Φ(m)
n =

m+1∑
k=1

Φ(m)
n (k), Φ∞n =

∞∑
k=1

Φ∞n (k);

fn(k) = qk−n + I{k = m + 1}qm+2−n, f̃n(k) = q̃k−n + I{k = m + 1}q̃m+2−n.

���� ���� ��������	
� ������� 
�������������

lim
m→∞Φ(m)

n (k) = Φ∞n (k), n, k ≥ 1, ����

������

Φ(∞)
n (k) = Φ(m)

m (k)−Dn(k), 1 ≤ n ≤ h− 1;

Φ(∞)
n (k) = Φ(m)

m (k)−
k−n∑
i=1

R̃iq̃k−n−i, n ≥ h,
����

��

Φ(m)
m (k) =

k∑
i=1

Riqk−i, 1 ≤ k ≤ h;

Φ(m)
m (k) =

h∑
i=1

Riqk−i + p−1Rh+1

k−h∑
i=1

R̃iq̃k−h−i −
h∑

u=1

Ru

k−1∑
j=h+1

pj−u

k−j∑
i=1

R̃iq̃k−j−i,

h + 1 ≤ k ≤ m;

����

Dn(k) =
k−n∑
i=1

Riqk−i, 1 ≤ k ≤ h;

Dn(k) =
h−n∑
i=1

Riqk−i + p−1Rh+1−n

k−n∑
i=1

R̃iq̃k−h−i −
h−n∑
u=1

Ru

k−1∑
j=h+1

pj−n−u

k−j∑
i=1

R̃iq̃k−j−i,

k ≥ h + 1.

���������� �
 ��������� ������� ���	�� ������	�� � �
��!��� ���	�� �

ϕ∞n (t, k) =
∞∑

j=0

∫ t

0

P{η(x) = j}ϕ∞n+j−1(t− x, k) dF (x) + P{η(t) = k − n}F (t),

1 ≤ n ≤ h;

ϕ∞n (t, k) =
∞∑

j=0

∫ t

0

P{η(x) = j}ϕ∞n+j−1(t− x, k) dF̃ (x) + P{η(t) = k − n}F̃ (t),

n ≥ h + 1.

����



������� Mθ/G/1/∞ � ��	���
����� 	����� �������������� ��

����� ����	
��  ���
���	 ���� �
 �����
���� ������� 
������
 ������� ���
���� ��� ��������� ������� Φ∞n (s, k)

Φ∞n (s, k) = f(s)
∞∑

j=0

pj−1(s)Φ∞n+j−1(s, k) + qk−n(s), 1 ≤ n ≤ h,

Φ∞n (s, k) = f̃(s)
∞∑

j=0

p̃j−1(s)Φ∞n+j−1(s, k) + q̃k−n(s), n ≥ h + 1,

�� �

� !������
" ��

" Φ∞0 (s, k) = 0# ��� �����$ � 
�����
% ���
��� ϕ∞0 (t, k) = 0&
����� ����	
�� �
 !������ ��� s → +0 ������� �� � ��'��"�� �!����

Φ∞n (k) =
∞∑

j=0

pj−1Φ∞n+j−1(k) + qk−n, 1 ≤ n ≤ h,

Φ∞n (k) =
∞∑

j=0

p̃j−1Φ∞n+j−1(k) + q̃k−n, n ≥ h + 1.

��(�

)
�����"���� ��������� ��� ������� Φ(m)
n (s, k)# �������	  *+,# 
������


Φ(m)
n (k) =

m−n∑
j=0

pj−1Φ
(m)
n+j−1(k) + pm−nΦ(m)

m (k) + fn(k), 1 ≤ n ≤ h,

Φ(m)
n (k) =

m−n∑
j=0

p̃j−1Φ
(m)
n+j−1(k) + p̃m−nΦ(m)

m (k) + f̃n(k), h + 1 ≤ n ≤ m.

��-�

. *+, ���	
���
 Φ(m)
m (k) � �!���� ��+�& /����
�"�� s �
 +0# � �
��� m �
 ∞ �

�����	 ��� ������� Φ(m)
n (s, k)# �������	  *+,# 
������
 �������� limm→∞ Φ(m)

n (k)
� �!���� ����	 ������ ���
���� ��0�& 1��	
�"�� 
'��������� ������� Φ(m)

m (k)#
��� �����$ � ��+�# �
���
 ����������# 2
 !������ limm→∞Φ(m)

n (k) 
'������&
3���#  �������	 ��-� ��$�
 ���
 ������� �
 !������ ��� m →∞ � 
������


lim
m→∞Φ(m)

n (k) =
∞∑

j=0

pj−1 lim
m→∞Φ(m)

n+j−1(k) + qk−n, 1 ≤ n ≤ h,

lim
m→∞Φ(m)

n (k) =
∞∑

j=0

p̃j−1 lim
m→∞Φ(m)

n+j−1(k) + q̃k−n, n ≥ h + 1.

��4�

�
���""�� ��(� � ��4�# �
'��
 ���

�# 2
 ��
��"���� !������� ������
5���
�� �+6�& ���� �
����
& �

1����
 �
��������7

rkn(h) = r̃k(h)−
h−n∑
i=1

Ripk−n−i, r̃k(h) =
h∑

i=1

Ripk−i, n, k ≥ 1.

���� ���� ���� ρ̃ < 1� ��

lim
m→∞Φ(m)

n = Φ∞n , n ≥ 1, ��8�



�� �� �� ���	
��

��

Φ∞n = m1

h∑
i=h+1−n

Ri +
m̃1

1− ρ̃

( ∞∑
k=h+1

krkn(h)− hp−1(Rh+1 −Rh+1−n)
)

,

1 ≤ n ≤ h− 1;

Φ∞n = m1

h∑
i=1

Ri +
m̃1

1− ρ̃

(
n− hp−1Rh+1 +

∞∑
k=h+1

kr̃k(h)
)

, n ≥ h;

����

∞∑
k=h+1

krkn(h) =
∞∑

k=h+1

kr̃k(h)

−
h−n∑
i=1

Ri

(
ρ− 1 + p−1 + (n + i)ph+1−n−i −

h−n−i∑
k=1

kpk

)
,

n ≥ 1;
∞∑

k=h+1

kr̃k(h) =
h∑

i=1

Ri

(
ρ− 1 + p−1 + iph+1−i −

h−i∑
k=1

kpk

)
.

����

���������� ���	
����� s �� +0�  ����
 ���������� ��
� �� k ��� � �� m + 1 �

����� ��	 ������ Φ(m)
n (s, k)� ��!�!��� � "�#� ��!�$�
�

Φ(m)
n = m1

h∑
i=h+1−n

Ri

+ m̃1

(
p−1(Rh+1 −Rh+1−n)

m−h∑
i=1

R̃i −
m−1∑

k=h+1

rkn(h)
m−k∑
i=1

R̃i

)
,

1 ≤ n ≤ h− 1;

�%&�

Φ(m)
n = m1

h∑
i=1

Ri + m̃1

(
p−1Rh+1

m−h∑
i=1

R̃i −
m−1∑

k=h+1

r̃k(h)
m−k∑
i=1

R̃i −
m−n∑
i=1

R̃i

)
,

h ≤ n ≤ m.

�%��

' �����(!���� (� ρ̃ < 1� ������!��	 )����* ��� m → ∞ � ����� ������
�������! �%&�� �%�� ��� ��+,�*�	 ���)���� 	� )����� limm→∞ S(m) � ���!�!�-

�� �!��!
� %.�. ' �!���*��� ����
,
� ���!��	 limm→∞Φ(m)
n � ��)�	�� �����

����� �������! ����. /��!�!��	 ����������!�* ���� ���)���! �� ���!�!��	 �!-


� �.0. 1����������+�� ����!��	 Φ(m)
n � Φ∞n � ��
!$!����* )����* limm→∞ Φ(m)

n (k)
� limm→∞Φ(m)

n � )������ ����������!��	 ����� ��!�$�
�

lim
m→∞Φ(m)

n = lim
m→∞

m+1∑
k=1

Φ(m)
n (k) =

∞∑
k=1

lim
m→∞Φ(m)

n (k) =
∞∑

k=1

Φ∞n (k) = Φ∞n .

2!
� ���!�!��. �

������� ��	� 	
�� ρ̃ < 1� � ������� �������� ������� �������� ������

Mθ/G� G̃/1/∞ �������� � ��
������� �������� ��������������

E τ(∞) = lim
m→∞E τ(m),

��� E τ(∞) ����������� � ������� ��3��



������� Mθ/G/1/∞ � ��	���
����� 	����� �������������� ��

���������� � ������ ��� 	
��	�
 �������

E τ(m) =
m∑

n=1

anΦ(m)
n + am+1Φ

(m)
m+1, ����

	� Φ(m)
m+1 = Φ(m)

m � �� 	
�
�
�
� ���
����� �������� 	� ������� Mθ/G! G̃/1/∞
�
"� 	
�����! #


E τ(∞) =
∞∑

n=1

anΦ∞n .

$�#
 ρ̃ < 1! �
 %��	
 % ��
���
� ��� ����& limm→∞ E τ(m) 
'��"��! �
�� ���(
�
����� ������ ������	
)� ��*�! % ���� 
	��"��


lim
m→∞E τ(m) =

∞∑
n=1

an lim
m→∞Φ(m)

n =
∞∑

n=1

anΦ∞n = E τ(∞).

+�
���� 	
��	�
� �

������� ���� 	
�� ρ̃ < 1� � ����������� �������� 
���
��� ��������� � ����

��� Mθ/G� G̃/1/∞ ����������� �� ���������

ρ0(∞) =
1

1 + λE τ(∞)
;

ρk(∞) =
λ

1 + λE τ(∞)

( k∑
i=1

Riqk−i −
k−1∑
n=1

an

k−n∑
i=1

Riqk−n−i

)
, k = 1, . . . , h;

ρk(∞) =
λ

1 + λE τ(∞)

×
(

h∑
i=1

Riqk−i −
h−1∑
n=1

an

h−n∑
i=1

Riqk−n−i + p−1R(h)
k−h∑
i=1

R̃iq̃k−h−i

−
k−1∑

j=h+1

rj(h)
k−j∑
i=1

R̃iq̃k−j−i −
k−1∑
n=h

an

k−n∑
i=1

R̃iq̃k−n−i

)
,

k ≥ h + 1.

����

���������� ���	
 % ���

ρ0(m) =
1

1 + λE τ(m)
;

ρk(m) = λρ0(m)
( m∑

n=1

anΦ(m)
n (k) + am+1Φ

(m)
m+1(k)

)
, 1 ≤ k ≤ m + 1,

��,�

	� Φ(m)
m+1(k) = Φ(m)

m (k)� �� 	
�
�
�
� ���
����� �������� �
"� 	
�����! #
 	� 

������� Mθ/G! G̃/1/∞

ρ0(∞) =
1

1 + λE τ(∞)
; ρk(∞) = λρ0(∞)

∞∑
n=1

anΦ∞n (k), k ≥ 1.



�� �� �� ���	
��

���� ρ̃ < 1� �� ��	
�� limm→∞ ρk(m) ������
� �� ������	� � ��
����� ���� �	

������
��� ��	
��� limm→∞Φ(m)
n (k)  limm→∞ E τ(m) �������	 �� �� !���� ��	"�#

�$%&� ��	
�&
 ����'
�(�

) � *�  ����'��

) ������� ��+� � ���� �'������

lim
m→∞ ρ0(m) =

1
1 + λE τ(∞)

= ρ0(∞);

lim
m→∞ ρk(m) = λρ0(∞)

∞∑
n=1

an lim
m→∞Φ(m)

n (k) = λρ0(∞)
∞∑

n=1

anΦ∞n (k) = ρk(∞),

k ≥ 1.

, ���$���	� ��	
�&
��� ����"�'$ ��� m → ∞ $ -���$�	" '�) ��	��
	�
�" ��#

��
����� ρk(m) ������� Mθ/G� G̃/1/m . / �'������ ��
��� ����� 0�����$ '���#
'�
�� �

�� ������� �	
����� ����������� ���������

1���$������ �� �	�����

) ���$�� 
	'"�'��� ��(� �� �'
��$ 	�� �� '���
�a1+a2 = 1�� &	� ����$���$�	

) ��
��
��� �����$ �����'��
�� ��
���
� 
	 ���#
���$ [a, b]� 	 &	� ����$���$�	

) ���)���������� �����$ �����'��
�� �	 �	��
��
2��	
�	 '�$���� ���)'�$ � �	�	������ μ̃� 3���'
 �
	&�

) &	�$ ����$���$�	

)
��	
���)�� m1 = (a + b)/2 �	 m̃1 = 2/μ̃ �'���'
�� ,��(� ���
	&�

)

Sn(a, b) =
1

λ(b− a)

n∑
k=0

(
(aλ)k

k!
e−aλ − (bλ)k

k!
e−bλ

)
, n ≥ 0,

�	 -���$�	�� � �  ��� �����$���

p−1 = S0(a, b), p0 = a1S1(a, b), p1 = a2
1S2(a, b) + a2S1(a, b);

p2 = a3
1S3(a, b) + 2a1a2S2(a, b), p3 = a4

1S4(a, b) + 3a2
1a2S3(a, b) + a2

2S2(a, b);

p4 = a5
1S5(a, b) + 4a3

1a2S4(a, b) + 3a1a
2
2S3(a, b);

p5 = a6
1S6(a, b) + 5a4

1a2S5(a, b) + 6a2
1a

2
2S4(a, b) + a3

2S3(a, b);

p6 = a7
1S7(a, b) + 6a5

1a2S6(a, b) + 10a3
1a

2
2S5(a, b) + 4a1a

3
2S4(a, b);

p7 = a8
1S8(a, b) + 7a6

1a2S7(a, b) + 15a4
1a

2
2S6(a, b) + 10a2

1a
3
2S5(a, b) + a4

2S4(a, b);

p̃−1 =
μ̃2

(λ + μ̃)2
; p̃0 =

2a1μ̃
2λ

(λ + μ̃)3
; p̃1 =

3a2
1μ̃

2λ2

(λ + μ̃)4
+

2a2μ̃
2λ

(λ + μ̃)3
;

p̃2 =
4a3

1μ̃
2λ3

(λ + μ̃)5
+

6a1a2μ̃
2λ2

(λ + μ̃)4
; p̃3 =

5a4
1μ̃

2λ4

(λ + μ̃)6
+

12a2
1a2μ̃

2λ3

(λ + μ̃)5
+

3a2
2μ̃

2λ2

(λ + μ̃)4
;

p̃4 =
6a5

1μ̃
2λ5

(λ + μ̃)7
+

20a3
1a2μ̃

2λ4

(λ + μ̃)6
+

12a1a
2
2μ̃

2λ3

(λ + μ̃)5
.

4����)
��� �����	' � �	���� &�������� '	
���5 a1 = 0.756 a2 = 0.256 h = 56
λ = 16 a = 1/36 b = 16 μ̃ = 6� 0�' m1 = 2/36 m̃1 = 1/36 b1 = 1.256 ρ = 5/66 ρ̃ =
5/12�  ����'
) ����	���� ����'$ �	�
)���� E τ(∞)� �
	�'�
	 �	 -���$��% � ���
��	
����� 3.79439�

7 ���&� 8ρk(∞)9 �	���  �	���	
 �����
��� ρk(∞)� ��&����
 �	 -���$�	#
�� ����� 7 �� �� �	���� '�) ����
)

) 
	��'�
 �
	&�

) �'���'
�" ����
�#
����� �����	
 �	 '�������% ������� ����:%���
��� ��'��%�	

) ;<== >?@AB .C� D/
'�) �
	&�

) &	�$ t = 100 000�
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 ������� ��������� ��������� � �	�����

Mθ/G� G̃/1/∞ �h = 5�

��������� �	
����� �k� � � � � �

ρk(∞) ������ ������ ������ ������ ������

ρk(∞) ����� � !"#� t = 105� ������ ������ ������ ������ ������

��������� �	
����� �k� � � � � � � �

ρk(∞) ������ ������ ������ ������ � � �

ρk(∞) ����� � !"#� t = 105� ������ ������ ������ ������ � � �

�� ��������

��	����	�� �� ���������	 ��������� �	����	 Mθ/G, G̃/1/m� �����	 �	�����

�� �����	�����
 ������������
 {Rn} � {R̃n}� ��� �� ����� � ������������	 ��!
���������	! ��	�� �	�����	! "������� #� ���������� ��������� �� ����������
$����� ���	��� �"���$��������� � ���
 ������ ������ ���
�	 ������ ��	�������
������ ��
������� �� ����������	
 ������� ��������� ��������� �� �	����	 Mθ/G�

G̃/1/∞� %��������	 ������	���$� ���������� ���������� �� �����$�� �������
��&
������

�	
��
��

�� ��$�%&���'() ��������		
 ������ Mθ/G/1/m � �������� �������		
 ������

�����������		
) *�&�+ (
���&�� �	 
	�
	�� ��	�'��� �� ������) ��,���
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