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Abstract. We consider two discrete Markov chains with close one-step transition probabilities - in
the uniform total variation norm or in the V-norm. The problem of the stability of the transition
probabilities for arbitrary number of steps is investigated. The main assumption is the uniform mixing
or the V-mixing. For example, we prove that the difference between distributions of chains after any
number of steps not exceeds the value ε/(1 − ρ), where ε is the uniform distance between transition
matrixes, and ρ is the uniform mixing coefficient. The number of examples are considered. Proofs are
based on the maximal coupling procedure that maximize the one-step coupling probabilities.
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R1i = R′1i = h1i = 1− qi, r(P, P ′) = sup
i

(1− qi), ����

S1ik = S′1ik = T 1ik = 1− g1ik = 1− qik, ρ(P, P ′) = sup
i�=k

(1− qik). ����

�������� �� ���� ���� ���

R1i = R′1i = h1i ≤ r(P, P ′) ≤ ε,

S1ik = S′1ik = T 1ik = 1− g1ik ≤ ρ(P, P ′) ≤ ρ,

T (s)1ik ≤ ρs → 0, s→∞. ����

��������	� 	 ��
� �������

R1i = (P −Q)1i = 1−
∑

j

Qij = 1− qi, R
′1i = 1− qi,

h1i =
∑
j,l

RijR
′
il/(1− qi) =

∑
j

Rij

∑
l

R′il/(1− qi) = 1− qi,

r(P, P ′) = sup
i

∑
j

∣∣Pij − P ′ij
∣∣ /2 = sup

i

∑
j

(Rij + R′ij)/2 = sup
i

(1− qi),

� ������ �����
�������� � ����� ���� ������ ����

S1ik = (P − g)1ik = 1− g1ik = 1− qik, S′1ik = 1− qik,

T 1ik =
∑
j,l

Sik,jS
′
ik,l/(1− qik) =

∑
j

Sik,j

∑
l

S′ik,l/(1− qik) = 1− qik,

ρ(P, P ′) = sup
i�=k

∑
j

∣∣Pij − P ′kj

∣∣ /2 = sup
i�=k

∑
j

(Sik,j + S′ik,j)/2 = sup
i�=k

(1− qik).
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T (s)1ik =
(
T (s−1)(T 1)

)
ik
≤

(
T (s−1)(ρ1)

)
ik

= ρT (s−1)1ik ≤ · · · ≤ ρs1. �

'����� %.���#� �� ����#��!� inf(∅) = ∞�

��	�
�		�� ��������� ���������� ������� �����������	 ��	 ���������� dn

������� � ���!��� X �

τd0
0 = 0, τd

m = inf
(
n > τ1−d

m−1 : dn = d
)
, d = mod(m− d0, 2), m ≥ 1. ��0�

1�2#� %"� d0 = 1 ��+� %���������� ��".���.�) ��#����

0 = τ1
0 < τ0

1 < τ1
2 < τ0

3 < · · · ≤ ∞,

� %"� d0 = 0 ��+� 0 = τ0
0 < τ1

1 < τ0
2 < τ1

3 < · · · ≤ ∞�
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Pii1

(
τ0

1 > t, Xt = (k, k, 1)
)

= Q
(t)
ik , t ≥ 1,

Pii1

(
τ0

1 = t, Xt = (j, l, 0)
)

= Q(t−1)hi,jl, t ≥ 1, ��
�

Pik0

(
τ1

1 > t, Xt = (j, l, 0)
)

= T
(t)
ik,jl, t ≥ 1,

Pik0

(
τ1

1 = t, Xt = (j, j, 1)
)

= T (t−1)gik,j , t ≥ 1. ��3�
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���� ����� � ������� �����  �� !���"!���#!���$! 	�� 	������� ���������� dn   �  
�������� �������� Q�   �� % & �������� h�  % � % & T �  % ��  & �������� g' �

���� �� 	�
�� ���������� ����� �$!� ���� Pik0(τ1
1 < ∞) = 1 ��� ���
 i �= k�
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ϕik = Pik0

(
τ1

1 <∞)
=

∑
t≥1

Pik0

(
τ1

1 = t
)

=
∑
t≥1

∑
j

T (t−1)gik,j =
∑
s≥0

T (s)g1ik

� ������
���� ���,���� �������� ϕik = g1ik + Tϕik' (� )����  +������ 1 �-
����
���� ���� ��������� �  �$! �� )���  ."/� "%%01 ��	
����� *� ���� +������ �
������
���� ���,����' �

��	�
�		�� 2���3��� 3��
� 	����� ���
�� ���
�������4��
������� � 	�3�-
������ ����� d0 = 15

νn = sup
(
m ≥ 0: τ1

2m ≤ n
)

<∞, n ≥ 1,

{νn = m} =
{
τ1

2m ≤ n < τ1
2m+2

}
. �6 !

7���������� ���3���� ��	
���� � �	�������8��� τ1
0 = 0� τd

m ≥ m'

���������� /� 9 ���
����� ��	���� 	���� {τ1
2m = ∞} ��:��� ���� ������� ������-

�����' ;���� ����:���� *� 	�� d0 = 1  ����� �$! ��	
����� *� τ1
2m − τ0

2m−1 < ∞
�'�' ;�:�� � ����3������� τ0

2m−1 �'�' ��	
���� ����3������� τ1
2m' <��� ����� ��-

:
���  �������� ����������� ������3��� ����� ��������� ��3��� dn ��� ���
��
dn = 1 	�� n ≥ τ1

2μ �� ���:��� {μ < ∞}� �� μ = supn≥0 νn'

���� �� ��� ���
 B ⊂ E� n ≥ 1 ���������� ����������

Pii1(Xn ∈ B, dn = 1) = Pii1(X ′
n ∈ B, dn = 1). �6"!

���������� =��
����� ��	������ 	����

Cnm
sk = {νn = m, τ1

2m = s, Xs = (k, k, 1)},
*� 	�	���� ��������� 	�� ����� m ≥ 0� s ≥ 0� k ∈ E' ;���
���

{dn = 1} =
⋃

m≥0

{
νn = m, τ1

2m < ∞, dn = 1
}

,

��

Pii1(Xn ∈ B, dn = 1) =
∑
m≥0

∑
s≤n

∑
k

Pii1(Cnm
sk , Xn ∈ B, dn = 1)

=
∑
m≥0

∑
s≤n

∑
k

Pii1

(
Csm

sk , Xn ∈ B, τ1
2m ≤ n < τ0

2m+1

)
,

�� ���������� *� {νn = m} = {νs = m} �� 	���� {dn = 1, τ1
2m = s} 	�� s ≤ n� �

����: ��������

Cnm
sk ∩ {dn = 1} = Cnm

sk ∩ {
τ1

2m ≤ n < τ0
2m+1

}
.
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Pii1(Xn ∈ B, dn = 1) =
∑
m≥0

∑
s≤n

∑
k

Pii1(Csm
sk )P

(
Xn ∈ B, s ≤ n < τ0

2m+1 | Csm
sk

)
=

∑
m≥0

∑
s≤n

∑
k

Pii1(Csm
sk )Pkk1

(
Xn−s ∈ B, n− s < τ0

1

)
=

∑
m≥0

∑
s≤n

∑
k

Pii1(Csm
sk )Pkk1

(
X ′

n−s ∈ B, n− s < τ0
1

)
= Pii1(X ′

n ∈ B, dn = 1),

�� ��������	�� �������� ������	� � ���������� Xn = X ′
n �	 ������� {n < τ0

1} �	
����� d0 = 1� 	 ���	�� �������� ���������� 	�	��������� �� ���������
 ����	��
�	�� �	����� Xn �	 X ′

n� �

���� �� ��� ����� An = {Xn ∈ B}∩{X ′
n ∈ B′}	 B, B′ ⊂ E	 
�� 
��� ���������

Pii1(An, dn = 0) =
∑

1≤t≤n

∑
k

Pii1(Xt−1 = (k, k, 1))r(n−t)
k ,  !"#

�� �������

r
(s)
k ≡ Pkk1

(
d1 = 0, s + 1 < τ1

2, As+1

)
=

(
hT (s)1B×B′

)
k
,

s ≥ 0, k ∈ E, (1B×B′)jl ≡ 1j∈B,l∈B′ .
 !$#

���������� �������� {νn = m, dn = 0} ⊂ {τ0
2m+1 ≤ n}� �� �	 %������� ������

�����������

Pii1(An, dn = 0) =
∑
m≥0

∑
0≤s<t≤n

Pii1

(
νn = m, τ1

2m = s, τ0
2m+1 = t, dt = 0, dn = 0, An

)
=

∑
m≥0

∑
0≤s<t≤n

∑
k

Pii1

(
νt−1 = m, τ1

2m = s, Xt−1 = (k, k, 1),

dt = 0, n < τ1
2m+1, An

)
.

&��	���������� ���	����� �������� ������	� � ����� '� �	 �������{
νn = m, τ0

2m = s < t ≤ n, dn = 0
}

���������� ���������� {νs = νt−1 = νn = m} �	{
τ0

2m+1 = t
}

=
⋃
k

{
dt = 0, Xt−1 = (k, k, 1)

}
.

(�'� ����	���� ���	��� ��������� �����

Dtm
sk ≡ {νt−1 = m, τ1

2m = s, Xt−1 = (k, k, 1)},
�� �� ��	�	��� �������� ��	������ �	��������� ��	�������� �	����	 X � ������ t− 1
��������� '�

Pii1(An, dn = 0) =
∑
m≥0

∑
0≤s<t≤n

∑
k

Pii1

(
Dtm

sk , dt = 0, n < τ1
2m+1, An

)
=

∑
m≥0

∑
0≤s<t≤n

∑
k

Pii1

(
Dtm

sk

)
P
(
νt−1 = m, dt = 0, n < τ1

2m+1, An | Dtm
sk

)
=

∑
m≥0

∑
0≤s<t≤n

∑
k

Pii1

(
Dtm

sk

)
Pkk1

(
d1 = 0, n− t + 1 < τ1

2, An−t+1

)
=

∑
t≤n

∑
k

Pii1

(
Xt−1 = (k, k, 1)

)
r
(n−t)
k ,
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���� ��� �� ������� ������������ ����� {νt−1 = m, τ1
2m = s} �� m

�� s�
��� ��������� �������� � ��� ������������� ������ � �  �� ����������! ���"

�������! ���#!$� X � ������ �%

r
(s)
k =

∑
j �=l

Pkk1

(
X1 = (j, l, 0)

)
Pjl0

(
s < τ1

1, (Xs, X
′
s) ∈ B ×B′, ds = 0

)
=

∑
j �=l

hk,jl

(
T (s)1B×B′

)
jl

=
(
hT (s)1B×B′

)
k
. �

��������� �	
�	����� � &��������� ��� �������� �������� ρ �������� 	 ����������
���������� ��� ����� ‖·‖� &��������� ��������� ������������ #�� '� ����������
��� ��	��#� ��
����� ��� μj = δij − δkj ( �������� ������� �����'�!�� ������� ��� 	

μ(E) = 0 ��� 	�������� �������) �*������� �

��������� ������� � +��������� ��$��� ���$�������� ��	������� ��,� ���#!$� X
�� ���� �%∣∣Pi(Xn ∈ B)− P′i(X

′
n ∈ B)

∣∣ = |Pii1(Xn ∈ B)− Pii1(X ′
n ∈ B)|

= |Pii1(Xn ∈ B, dn = 0)− Pii1(X ′
n ∈ B, dn = 0)|

≤ Pii1({Xn ∈ B}Δ{X ′
n ∈ B}, dn = 0)

≤ Pii1(dn = 0).

��

��� ������ �#���� ��� �*����� � ����  B = B′ = E( An = Ω%

Pii1(dn = 0) =
∑

1≤t≤n

∑
k

Pii1

(
Xt−1 = (k, k, 1)

)
r
(n−t)
k

≤
∑

1≤t≤n

sup
k

r
(n−t)
k

∑
k

Pii1

(
Xt−1 = (k, k, 1)

)
≤

∑
1≤t≤n

sup
k

r
(n−t)
k

≤
∑

1≤t≤n

ερn−t = ε(1− ρn)/(1− ρ),

�-�

�� ��������� �� �������� ��� ,(  ���������.����

r
(s)
k =

∑
j �=l

hk,jl(T (s)1)jl ≤
(∑

j �=l

hk,jl

)
sup
j �=l

(T (s)1)jl ≤ (1− qk)ρs ≤ ερs.

/���������� �-� � �� ���	������ �� ����) ���������� � ���� /���� ����������
�
������� �

��������� �	�����
 � 0*
������ 	� ����$� ����������! ����������! ���#!$� X%

Pik0(Xn ∈ B) = Pik0

(
τ1

1 > n, Xn ∈ B
)

+
∑

1≤t≤n

∑
j

Pik0

(
τ1

1 = t, Xt = (j, j, 1), Xn ∈ B
)

= Pik0

(
τ1

1 > n, Xn ∈ B
)

+
∑

1≤t≤n

∑
j

Pik0

(
τ1

1 = t, Xt = (j, j, 1)
)
Pjj1(Xn−t ∈ B).
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�� ���
���� 	�� X ′
n �� ��	���
����� ���� � ��� ���	��

��������� ��� i �= k∣∣Pi(Xn ∈ B)− P′k(X ′
n ∈ B)

∣∣ = |Pik0(Xn ∈ B)− Pik0(X ′
n ∈ B)|

≤ Pik0(τ1
1 > n, {Xn ∈ B}Δ{X ′

n ∈ B})
+

∑
t≤n

∑
j

Pik0

(
τ1

1 = t, Xt = (j, j, 1)
) ∣∣Pjj1(Xn−t ∈ B)− Pjj1(X ′

n−t ∈ B)
∣∣

≤ Pik0

(
τ1

1 > n
)

+
∑
t≤n

Pik0(τ1
1 = t)ε/(1− ρ)

= Pik0

(
τ1

1 > n
)

+ Pik0

(
τ1

1 ≤ n
)
ε/(1− ρ)

= ε/(1− ρ) + (1 − ε/(1− ρ))Pik0

(
τ1

1 > n
)

= ε/(1− ρ) + (1− ε/(1− ρ))T (n)1ik

≤ ε/(1− ρ) + (1 − ε/(1− ρ))ρn,

	� �������
� ���� � ��  ! "#�
�� �$� ��� i = k � � ���! �

��������� ��	
��� �� %���& μ ' &�����
��
� ���� 
� E! (�����
��� ����

π = μ−
∑
n≥0

μ(I − P )P (n). �$)�

"����*�� μ(I − P ) ∈ l01(E)+ �� �
����	�� ��� ��	 � �$)� �,�����*�� � 
���� ���-


�� �����#��+ �����*��
∥∥μ(I − P )P (n)

∥∥ ≤ ρn ‖μ(I − P )‖! .������+ ��� ���#� �,�/
���*
����

�� ���0

μ−
∑
t<n

μ(I − P )P (t) = μP (n) → π, n→∞.

.��	�� ����	��� �
�����
�
���* π = πP + � � ������� ��� �������� ��	�,��/�

� ��
� ��� ��������� �	�
���* ���� π! 1���+ ��������� ����� ε+ρ < 1 �� .����/�

� �+
�
�����
� ����	��� ����	�
���* ��
#��� X ′!

%���2��+ 
����
���* �3� 	���	��� 2����� ���
�
��� ������	� n →∞ � �#�
#� ���
4������ �! �

��������� ������� �� .��������� 
����
���* �$$�+ ����/
���� ���� $ ��� An = Ω
�� �����

� {Xs = (k, k, 0)} ⊂ {Xs = k}0

∣∣P′π(X ′
n ∈ B)− π(B)

∣∣ =

∣∣∣∣∣
∑

i

πi(P′i(X
′
n ∈ B)− Pi(Xn ∈ B))

∣∣∣∣∣
≤

∑
i

πi

∣∣P′i(X ′
n ∈ B)− Pi(Xn ∈ B)

∣∣ ≤∑
i

πi Pii1(dn = 0)

=
∑

i

πi

∑
1≤t≤n

∑
k

Pii1

(
Xt−1 = (k, k, 0)

)
r
(n−t)
k

≤
∑

i

πi

∑
1≤t≤n

∑
k

Pi(Xt−1 = k)r(n−t)
k =

∑
1≤t≤n

∑
k

πkr
(n−t)
k

=
∑

0≤s<n

∑
k

πk

(
hT (s)

)
k
≤

∑
0≤s

πhT (s)1 = εT .

5��2� 
����
���* � ��6� ����	��*�� � �������

�� ����	�
���� ���
�
�� ��-
����	�� n →∞ � �7�! 1���� 
����
���* �������� � �$3�! �

��������� ��������� �� (�����
��� 	�� 8������
��� n 8�
�#��

fi = Pi(Xn ∈ B) =
(
P (n)1B

)
i
, f ′i = P′i(X

′
n ∈ B) =

(
P ′(n)1B

)
i
.



�� �� �� ���	�
�� � �� �� ��������

�� ���������	 Pi(Xn+t ∈ B) = P (t)fi
 P′i(X
′
n+t ∈ B) = P ′(t)f ′i � �������

|Pgi − P ′gi| ≤ ε sup g

��� �������	��� ��	������ ������� g �� �	���� � !
 "� � "�"����"�

P (t)f − P ′(t)f ′ = P (t)(f − f ′) +
∑

0≤s<t

P (t−1−s)(P − P ′)P ′(s)f ′

� �#��������	 "���"����"� 	�"#��� P 
 P ′ ������	� $#� t < m
 t + n = 0 modm

%� ∣∣∣P (t)f − P ′(t)f ′

∣∣∣ ≤ sup
i
|fi − f ′i |+

∑
0≤s<t

ε ≤ sup
i
|fi − f ′i |+ (m− 1)ε.

������� ��#����"� �&!
 �'! �������"�� $#� t + n = 0 mod m
 ����� �"#�	��	�
(������

)�#����"� r(P (m), P ′(m)) ≤ m r(P, P ′) ������"�� � ��������* ��%� "�"����"�
$��� $��"������ f = f ′ = 1B "� t = m� �

��������� �	
���� �� ������	� $������� �+!

ρ(P, P ′) = sup
i�=k

∑
j

∣∣Pij − P ′kj

∣∣ /2 = sup
i�=k

(
1−

∑
j

min(Pij , P
′
kj)

)

≤ 1− infi�=k min(Pio, P
′
ko) ≤ 1− d = ρ < 1.

,�("� ��$����� � �&!
�-! "� ���������� .� �

)����� ��$� E(ξ, A) ������� E(ξ1A)�

��������� ���	��
 �� /������	� W (j, l) ≡ Vj + Vl
 j, l ∈ E� )���� |fi| ≤ Vi
 i ∈ E�
/���	��	� ������� f = (fi) �� 	�#�	� ��� 	����� B ⊂ E � #����"� �-+! 0�	� &


�"#�	��	�1

Eii1(f(Xn), dn = 1) = Eii1(f(X ′
n), dn = 1). �-2!

����� ∣∣Ei f(Xn)− E′i f(X ′
n)

∣∣ = |Eii1 f(Xn)− Eii1 f(X ′
n)|

=
∣∣Eii1(f(Xn), dn = 0)− Eii1(f(X ′

n), dn = 0)
∣∣

≤ Eii1(W (Xn, X ′
n), dn = 0).

�-3!

4��������"� $#���* ��"��� �������� �����
 ������ ��$����� ��������"� ����*�
/���	��	� ������� W (j, l) �� 	�#�	� ��� 	����� B×B′ ⊂ E×E � #����"� �-.!

0�	� -
 	�"�	�	� � �#��������	 ��������� �-&!

Eii1(W (Xn, X ′
n), dn = 0) =

∑
1≤t≤n

∑
k

Pii1

(
Xt−1 = (k, k, 1)

) (
hT (n−t)W

)
k

≤
∑

1≤t≤n

∑
k

Pii1(Xt−1 = k)
(
hT (n−t)W

)
k

≤
∑

1≤t≤n

∑
k

Pi(Xt−1 = k)VkC(n−t)

=
∑

1≤t≤n

Ei V (Xt−1)C(n−t) ≤ K
(n)
i

∑
s<n

C(s),

�'5!



����������	 ���	
����� � ������� ��

�� �����

C(s) ≡ sup
k

V −1
k

(
hT (s)W

)
k

= sup
k

V −1
k

∑
j �=l

hk,jl

(
T (s)W

)
jl

= sup
k

V −1
k

∑
j �=l

hk,jlWjlW
−1
jl

(
T (s)W

)
jl

≤ sup
k

V −1
k (hW )k sup

j �=l
W−1

jl

(
T (s)W

)
jl

.

��	


� ����� ������� ��	
 ��������� ��������� ���
 �� ���� 	

V −1
k (hW )k = V −1

k

∑
j �=l

hk,jl(Vj + Vl) = V −1
k

∑
j �=l

RkjR
′
kl(Vj + Vl)/(1− qk)

= V −1
k

⎛
⎝∑

j

RkjVj +
∑

l

R′klVl

⎞
⎠ = V −1

k

∑
j

∣∣Pkj − P ′kj

∣∣Vj ≤ εV

���


�� ������ �	�
�
 ���! �� ����� 	 �� ����������� ��"
! ��#


TWik =
∑
j �=l

Tik,jl(Vj + Vl) =
∑

j

∑
l

Tik,jlVj +
∑

l

∑
j

Tik,jlVl

=
∑

j

(Pij − gik,j)Vj +
∑

l

(P ′kl − gik,l)Vl

=
∑

j

(Pij − P ′kj)
+Vj +

∑
j

(P ′kj − Pij)+Vj =
∑

j

∣∣Pij − P ′kj

∣∣Vj

≤ ρV (Vi + Vk) = ρV Wik

���


�� ����� �	�
� $����� �� �����%�&� ��������! '�

T (s)Wik ≤ ρs
V Wik, s ≥ 1, i �= k ∈ E. ��"


(��)�� ����������� %�&* ��������� � ���
 � ���
 �� ��	
! �����&��

Eii1(W (Xn, X ′
n), dn = 0) ≤ K

(n)
i

∑
0≤s<n

εV ρs
V ,

'� � �������+ �	"
� �

��������� �	
���� �� ,��-���� ����� ��������.� �����-������ �������/
&�+�� ���.�������� ��-�.� �� ������+�.� ����� ����%� P � 0������ �	�
 ��&
��.���

α + 1− β + γv < 1 + 1,

1 + 1 < 1 + v,

1− α + β + γv < 1 + v

�� ��& ���1���� v ∈ (1, 1 + 2β/γ)� �

��������� ������� �� ,������� ����� ���+��.� �����-������ �	�
 �� ρV =
ρO + εV �



�� �� �� �����	
� � �� �� �

�
���

����� i /∈ O� k /∈ O� i �= k� �	
� �����
	� ����∑
j

|Pij − Pkj |Vj ≤
∑
j∈O

|Pij − Pkj |Vj +
∑
j /∈O

(Pij + Pkj)Vj

≤
∑
j∈O

|Pij − Pkj |Vj + ρOVi −
∑
j∈O

PijVj + ρOVk −
∑
j∈O

PkjVj

≤ ρO(Vi + Vk).

����

���������	� �	 i �= k� k ∈ O� �	
� �������� ���� ���������� ��	�� �����  ���!

	� i �= k� i ∈ O �������"���
#�$�� �����
	� 
	��
��� ����	���� ��%�&
� ���� �� ��'� ��(�	 ��� ���� i �= k∑

j

∣∣Pij − P ′kj

∣∣Vj ≤
∑

j

|Pij − Pkj |Vj + εV Vk

≤ ρO(Vi + Vk) + εV Vk < (ρO + εV )(Vi + Vk).

�	�� ��)� �������( * ��+��

,�& ���	
� ��-� * ���� �	*�"��	 k
(n)
i ≡ Ei V (Xn)�KO ≡ supi∈O PVi �� *����$��	�

�	 Ei V (X1) ≤ ρOVi ��� i /∈ O �����
	� �����
.� ����	����	/ ����������/ ��0/%� X

k
(n)
i = Ei

(
1{Xn−1∈O} EXn−1 V (X1) + 1{Xn−1 /∈O} EXn−1 V (X1)

)
≤ Ei(KO + ρOV (Xn−1)) = KO + ρOk

(n−1)
i , n ≥ 1.

.��
�� *� �
��0�(/

k
(n)
i ≤ KO (1− ρn

O) /(1− ρO) + ρn
OVi, n ≥ 0.

�� �����
	� �		�		��� ����	1 "����� *� n

K
(n)
i ≤ sup

m≥0
k

(m)
i ≤ max

(
k

(0)
i , k

(∞)
i

)
= max(Vi, KO/(1− ρO)),

�	 � 
	�	
��� ��-�� �

��������� �	
���� �� 2������������ �'�� �� ��	�� � ����
�� ������� �''� ���
	3��$�� �	��*��	�	%	 �	���� ����3�� 
	��
�� � 4+� �-��5� 
� 
�& 0�	%	 3��
*���	�	���� ���	
 *��	
$�& ��	3�� 6��0�� �������	%	 ��%�&
�� �	 ���	��!
����� �$"� 
�& ��������� �����
,�& ���	
� ��	�� ���� �����
�� 7 *����$��	� �	 6��0�& � �'�� ( 	����	/


	�*� ��
 lnβ0 �� 
	���/( � ��� β0 = 1� �	�� ��������∑
j

Pijv
j−i ≤ ρ < 1, i �= 0,

���	�(���& 
�& �	$	%	 v ∈ (1, β0] ��� 
�&��� ρ < 1� #�$��

ρvi ≥
∑

j

Pijv
j = Pi0 +

∑
j �=0

Pijv
j ,

�	 
	�	
��� ����� .�"�& V0 = 1 	3��	 *� 	*�"�&��
,	��
��	� �	 
�& ���� 
	�����	 ����� v − 1 > 0 �� 
�& 
�&��� ρV < 1 ��/��

���0� 	0��� �'+��
�	*�"��	 ��� i ∈ E� v ∈ (1, β0] 6��0�1

Ri(v) ≡
((

1 + vi
)−1 ∑

(Pij + P0j)vj − 1
)

/(v − 1),

Si(v) ≡
∑

j

Pij

(
vj−i − 1

)
/(v − 1). ����



����������	 ���	
����� � ������� ��

��������� 	�
������� �� � ������ �������		� ���� �� ��	���		�� Δi � ����

Si(v)−Δi = o(1), v ↓ 1, ����

��	���	� �� i�
����� �� ��	���		��� ����

(
1 + vi

)
Ri(v)− (

viΔi + Δ0

)
=

∑
j

(
Pij

(
vj − vi

)
+ P0j

(
vj − 1

))− (
viΔi + Δ0

)
= vi(Si −Δi) + S0 −Δ0,

������ �	�
����� ���� ��	���	� �� i �= 0

Ri(v)− (Δi + Δ0)/2 = o(1), v ↓ 1. �� �

!��	����� ���� −2d < 0 ���� ��
"�	� ��#��
��� $���% i �= 0 "���% 
"�	� �� ��	���� � ��#� ��
�&�'"(
� 	� ��)��� �����	���*

Δi + Δ0 ≤ −2d� +��� �&��	� � ����

ρi(v) ≤ (1 + vi)−1
∑

j

(Pij + P0j)vj = 1 + (v − 1)Ri(v)

= 1 + (v − 1)((Δi + Δ0)/2 + o(1))

≤ 1− (v − 1)d + o(v − 1) ≤ 1− (v − 1)d/2 = ρv < 1

����	�,�� � �����&� v − 1 > 0 ��� �
�� i �= 0� �
���(�� o(1) � �� � ��	���	� �� i�
�-� $���% ��� i �= 0 	���	�
"( � ����� ��#� ����	�'"(
� �� ���	�� ��&�&� ����.

�	��� ��� �	���� ��	�����*
∑

j |Pij − P0j | − 2 ≤ −2d� /
"�		� ����� ��������	"	�

	���	�
"�
∑

j min(Pij , P0j) ≥ d� 0��� �-�"� 
"��� N "��� ��-
∑

j>N P0j < d/2� "�∑
j≤N Pij ≥

∑
j≤N min(Pij , P0j) ≥ d/2� 1� 	���	�
"( �� 2��
���	��� N 
������"(

����� ���� �-����	�
"� 
��
∑

j<i(i− j)Pij ≥ (i −N)d/2 → ∞ �� i → ∞ �� �����%
��
�����	�
"� 
"�	�� i� /"��� ��' ��
3� �-����	�
"( i ≤ m ��� �����&� 2��
���	�&�
m �� ����	�		� ��&�4 	���	�
"� � ��#��

+��� �	�
����� ����� �� �

ρi(v) =
(
1 + vi

)−1
(∑

j

|Pij − P0j |+
∑

j

|Pij − P0j |
(
vj − 1

))

≤ (
1 + vi

)−1
(

2− 2d +
∑

j

(Pij + P0j)
(
vj − 1

))

=
(
1 + vi

)−1 (
2− 2d− 2 +

(
1 + vi

)
(1 + (v − 1)Ri(v))

)
= 1− 2d

(
1 + vi

)−1
+ (v − 1)Ri(v) = 1− d + o(1), v ↓ 1,

��	���	� �� i ≤ m� /"��� � � ��	��� ������� ρi(v) ≤ 1 − d/2 = ρv� ����	�,�� �
�����&� ��
"�"	(� ����&� v − 1 > 0� ��� �
�� i ≤ m� �

��������� ���	�
� � 5��&��	��� ����	" ����	�� θ1 ≡ min(θ, τ0
1) ��� ��	3,&�

X�6��	����� 
"���

m ≡ sup(n ≥ 1: Pii1(θ1 > n) > 0) + 1 ≤ ∞.



�� �� �� ���	�
�� � �� �� ��������

� ����������	 �
�����
� 	���
����
� ������
��� X �� ������
��� h1i ≤ ε1i

��	 � ��
�	
 �� n ≥ 1 �
�
��
���

Pii1

(
θ ≥ τ0

1 = n
)

= Pii1

(
θ1 > n− 1, τ0

1 = n
)

=
∑

j

Pii1

(
θ1 > n− 1, τ0

1 = n, Xn−1 = (j, j, 1)
)

=
∑

j

Pii1

(
θ1 > n− 1, Xn−1 = (j, j, 1)

)
× P

(
τ0

1 = n | θ1 > n− 1, Xn−1 = (j, j, 1)
)

=
∑

j

Pii1

(
θ1 > n− 1, Xn−1 = (j, j, 1)

)
Pjj1

(
τ0

1 = 1
)

≤
∑

j

Pii1

(
θ1 > n− 1, Xn−1 = (j, j, 1)

)
ε = ε Pii1(θ1 > n− 1).

����

����� 
��	��	


Pii1

(
θ ≥ τ0

1

)
=

∑
1≤n<m

Pii1

(
θ ≥ τ0

1 = n
) ≤ ε

∑
1≤n<m

Pii1(θ1 > n− 1) = εEii1 θ1. � !�

"������ {θ′ ≥ τ0
1} = {θ ≥ τ0

1} �������
� ����
��� θ = θ′ �� 	�
���{
θ′ < τ0

1

} ∩ {
θ < τ0

1

}
,

�


Pii1

(
θ′ ≥ τ0

1

)
= Pii1

(
θ ≥ τ0

1

) ≤ εEii1 θ1. � ��

#�� �����$�	�
� (Ft)%�	���
� ���&� ϕ �� 
���&����	 �'(� �������� 	���	��%
&�� ��
������� 
����
��)

Eii1

(
ϕ1{θ=n}, n < τ0

1

)
= Eii1

(
ϕn(X1, . . . Xn), n < τ0

1

)
= Eii1

(
ϕn(X ′

1, . . . X
′
n), n < τ0

1

)
= Eii1

(
ϕ′1{θ′=n}, n < τ0

1

)
,


������ (X1, . . . Xn) = (X ′
1, . . . X

′
n) �� n < τ0

1*
+
	�

Eii1

(
ϕ, θ < τ0

1

)
=

∑
n≥1

Eii1

(
ϕ1{θ=n}, n < τ0

1

)
=

∑
n≥1

Eii1

(
ϕ′1{θ′=n}, n < τ0

1

)
= Eii1

(
ϕ′, θ′ < τ0

1

)
.

� '�

����� �� ���������, -�������

Ei ϕ− E′i ϕ′ = Eii1 ϕ− Eii1 ϕ′ = Eii1

(
ϕ, θ ≥ τ0

1

)− Eii1
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