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Abstract. A functional law of the iterated logarithm for skew Brownian motion is obtained.
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ξ(t) = x+ βLξ(t, 0) + w(t), t ∈ [0, 1]. (1)
�� |β| ≤ 1 �������� ��� �
2 !���� �	��0��	� %9'* �	"�	 �
 ��	�����!�	�� ��	 
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Lξ(t, 0) = lim
δ→0

1
2δ

∫ t

0

I(−δ,δ)(ξ(s)) ds (2)

�	��� 
���� ������� �
��� � � ��������
�� � ��� ���������	� 
���
� � � � ���� IA(x) � ��������� 
������ !� "�#�� R � ������
����� ���	��� �

B(R) � ��$� %������	��� σ&��$�%��� '���( C[0, 1] 
� ��(���
� ���	��� �	�# )��&
�*�� f � ����������# �� [0, 1] � (� (������
� � R� B(C[0, 1]) � ��$� %������	��� σ&
��$�%��� "��
�+ � C[0, 1] � ‖x‖ = supt∈[0,1] |x(t)|� ,�� �%	��+��� ����������- )���*�-

f %���
� ������	�������� 	��������� ��(������ ḟ . f(t) = f(a) +
∫ t

a
ḟ(s) ds� ,����

H2[0, 1] =
{
f : f(t) ��%	��+��� ����������, t ∈ [0, 1] �

∫ 1

0
|ḟ(t)|2 dt <∞}

�
/��(���
� ���� ���	����	�� �%	��+��� ����������# )���*�� ���� LebA & 
���

0�%�$� 
������ A�.

Leb
(
t ∈ [0, 1] : f(t) = 0, ḟ(t) �= 0

)
= 0. (3)

1���
� ��(�����

sgnx =

⎧⎪⎨⎪⎩
−1, ��� x < 0,
0, ��� x = 0,
1, ��� x > 0.

"�#�� (X,B(X)) � 
������� ���	��� ( 
������+ ρ� �� B(X) � %������	��� σ&
��$�%�� ���	���� X � "�#�� I(x) : X → [0,∞] � ���������������� (��(� )���*�����
������ �� ��� %���&���$� a > 0 
������ {x : I(x) ≤ a} � ��
������+�

2�
3� �
������	��# 
�� {με}� ε > 0� ��X (���������� ����*��� ������# ���#�����
�4// � ��������
�� ( ���
�+�
 ���)�*�����
 k(ε) �����
� �� limε→0 k(ε) = +∞�
�� )���*������
 ��- I(x)� ���� ������+��	� ��	����� �
���.

5� ��� %���&���- ��������- 
������ G ∈ B(X)�

lim inf
ε→0

1
k(ε)

lnμε(G) ≥ − inf{I(x), x ∈ G};

6� ��� %���&���- (�
�����- 
������ F ∈ B(X)�

lim sup
ε→0

1
k(ε)

lnμε(F ) ≤ − inf{I(x), x ∈ F}.
7���� 	)��
��+�
� ����*�� 	��	����� 8 � �����
� 9�:��;� "�#�� 
��� {με} �� X �

�� ��������� ���������
� ���
����
� {Xε}� (���������+�� 4// ( )���*������

��- I(x) � ��#�� F (x) & ���������� ����%������� ( X � X ′� 7��� 
��� {μ′ε} �� X ′� ��
��������� ���������
� ���
����
� {F (Xε)}� (���������+�� 4// ( )���*������

��-

I ′(x) = inf
y : F (y)=x

{I(y)}.
/�(���
� Φ � ���	 (��	��+�# )���*�� φ(T )� ����#� ��

lim
T→∞

φ(T ) = ∞, lim
T→∞

φ(T )√
T

= 0.

/	+�� � ��������
� %���
� ������	�������� ��(������ ψ(T ) = φ(T )
√
T �

,��� �����
� )���*�����

J∗(φ, h, c) =
∞∑

k=1

exp
{−hφ2(ck)

2

}
, c > 1.

<������
�� �� ���� J∗(φ, h, c0) < ∞ ��� ���$�	� c0 > 1� �� J∗(φ, h, c) < ∞ ���
�	�# c > 1�
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��� ������ φ ∈ Φ 	
���
��

G2(φ) = inf{h > 0: J∗(φ, h, c) <∞} (4)

�G2(φ) = ∞� ���� �� ����� h <∞ ������� �� J∗(φ, h, c) <∞�� ����
 	 ������ ���
������ G� G2 
 G2(·) 	
��������� !�"����� �#��
$��������

Y (f) =

{
1
2

∫ 1

0
|ḟ(t)|2 dt, ���� f ∈ H2[0, 1], f(0) = 0,

+∞, 	 �� 
% 	
�����%.
(5)

���� 	
���
��

FD =
{
h ∈ C[0, 1] : h(0) = 0;Y (h) ≤ D2

2

}
.

&��� D2 = ∞� �� F∞ =
{
h ∈ C[0, 1] : h(0) = 0

}
�

��� ��	������� T > 0 "��������� 	
�����	� �"�'��


ξT (t) =
ξ(T t)− x√
Tφ(T )

=
βLξ(tT, 0) + w(tT )√

Tφ(T )
. (6)

(���	�
� "���������� "�)��
 � �������� ���"����

������� �� ����� |β| < 1� φ ∈ Φ� G ����	
�� �#�� ���� ��� T →∞ �����������
�

{ξT (t)} ��	 � C[0, 1] ������� ��������� 
����� �� ��������	 � FG ����

*� ��������� �	
������

+��	,���� "�	����� �-� ����� ��	,����
. �� "��	,����� "�	����� /��� $����
��

κ(x) =

{
(1− β)x, x ≤ 0,
(1 + β)x, x ≥ 0,

(7)

� ��%�.

ϕ(x) =

{
x

1−β , x ≤ 0,
x

1+β , x ≥ 0

0 �)�"���� !���'�� �� κ(x)�
1��� "��������� ���� ���%���
�� "�	����� /��

η(t) = ϕ(x) +
∫ t

0

dw(s)
1 + β sgn η(s)

, t ∈ [0, 1]. (8)

2��!�'���� �
!���� '���� "�	����� � "��"
	��� !���'��� �)������� 	�"��'�� � �
���"��
 "�)��
 3-45 	
��
	�� ����	���� ��
���� �
������ "��	,���� "�	����� �6��
������ 3#5� ��

η(t) = ϕ(ξ(t)) �)� � ξ(t) = κ(η(t)). (9)
1���" "��������� �"�'��


ηT (t) =
η(T t)− ϕ(x)√

Tφ(T )
=

1√
Tφ(T )

∫ Tt

0

dw(s)
1 + β sgn η(s)

, t ∈ [0, 1].

$����
��

L(f(s), ḟ(s)) = (1 + β sgn f(s))2ḟ2(s) (10)
�� 	
���
�� !���'�����

J(f) =

{
1
2

∫ 1

0 L(f(t), ḟ(t)) dt, ���� f ∈ H2[0, 1], f(0) = 0,
+∞, 	 �� 
% 	
�����%.
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KD =
{
f ∈ C[0, 1] : f(0) = 0; J(f) ≤ D2

2

}
.


�� D2 = ∞� � K∞ = {f ∈ C[0, 1] : f(0) = 0}� ���� �����������

L(f(s), ḟ(s)) =
(
dκ(f(s))

ds

)2

. (11)

���������� �	 � ���� ���� ������� � Y (κ(f)) = J(f)� � ������� � ��� �
f ∈ KD� �� ������ � κ(f) ∈ FD�

���� �� 
���� |β| < 1	 ��� ���� {νT }� �� ��������� ��������� {ηT (t)}� �� ����
����� (C[0, 1],B(C[0, 1])) ������������� �  � ������!�� "��#���$���� φ2(T ) ��
#��"�������� ��% J(φ)

&��������	 !���"#���$ %��& ���� �� ����� � '(� !����� )*� �"� ε = 1/φ(T )�� ��+
������,-�� �.� �� ��� � �������	 �� !����� )� ��/��,� ������	 0� "�$������$
 �� ρ = 0 �� ρ = 1�

1��, � "��"��� �

2��"��  ���"������ /,��%�	 zk(t) = ηck(t)� !��

zk(t) =
1

ψ(ck)

∫ ckt

0

dw(s)
1 + β sgn η(s)

.

3������

u(t) =
∫ t

0

dw(s)
1 + β sgn η(s)

,

�"�

zk(t) =
u(ckt)
ψ(ck)

. (12)

���	��� 
� 
���� |β| < 1� φ ∈ Φ� G ����$���� �4�	 ��� ��� T →∞ �������������

{ηT (t)} ��$ � '[0, 1] ������� (����!��� ��!�"� �� ��������$ � KG �	�	

&��������	 ���"�� � ��� ����"����� ��� ��
) ����� ���"��� � "�$ G2(φ) <∞� �,"�+$�� c > 1 � �,"�+$�� ε > 0 ���,� k0

����� � "�$ ���� k > k0 ����
ρ(zk,KG) < ε.

��,��#��� � ��#��� {f : J(f) ≤ a} � �� ����- � 5[0, 1] "�$ �,"�+$�� a <∞�
3������ Nε = {f : ρ(f,KG) ≥ ε}� !"� ���,� δ > 0 ����� �

inf
f∈Nε

J(f) ≥ G2(φ)
2

+ δ.

�� 1��- �� "�$  ���"����� {ηT (t)} ��� ���%�  ���%� ������� ��"������� !�,�
��������,-�� ' 6� � �������$ 322 *� "�$ ������� k ����

P{zk ∈ Nε} ≤ exp
{
−φ2(ck)

(
G2(φ)

2
+ δ

)}
.

7�������$ G2(φ) �� ���� )���$89������� "�-�� ��� "��"���$ :�� , ��
* ����� ��$ G2(φ) <∞ "��"��� � �#�� �������� ����  ���"����� {ηT (t)}

���� � �������� KG� 
�� {T } = {ck}� � %� �� ����� � :�� , �� ;���	 �� ��
T ∈ [ck, ck+1]� 7������� /,��%�$ ψ(T )   T �� � �"��� � �#�� �� ����� ���,
��������<

1
ψ(T )

=
α(T, k)
ψ(ck)

+
β(T, k)
ψ(ck+1)

, (13)
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�� α(T, k) ≥ 0� β(T, k) ≥ 0 � α(T, k) + β(T, k) = 1� ���	
���

η̂T,k(t) = α(T, k)zk(t) + β(T, k)zk+1(t).

�������		� ��
�� � ���� ������	�� ���� � ������� 	
����	� ���	��� ���
���� ���!� ε > 0 ��	�" ����� cε > 1 � k0 �
��� �� ��� ���� ���# k > k0 � c ∈ (1, cε)
�	�

sup
t∈[0,1],T∈[ck,ck+1]

|ηT (t)− η̂T,k(t)| < ε. (14)

$ ��	
��		� ��������	���� {ηT (t)} � %&'( 
"��

ηT (t) = zk

(
t
T

ck

)
ψ(ck)
ψ(T )

= α(T, k)zk

(
t
T

ck

)
+ β(T, k)zk+1

(
t
T

ck+1

)
.

$
��
���� �� ��� ������# k � ��� ���� ���# δ )�	���* zk, zk+1 ∈ {f : ρ(f,KG) < δ}�
����

|ηT (t)− η̂T,k(t)| ≤ α(T, k)
∣∣∣∣zk(t)− zk

(
t
T

ck

)∣∣∣∣ + β(T, k)
∣∣∣∣zk+1(t)− zk+1

(
t
T

ck+1

)∣∣∣∣ ,
�

sup
t∈[0,1],T∈[ck,ck+1]

|ηT (t)− η̂T,k(t)|

≤ sup
t∈[0,1],s∈[t,ct∧1]

|zk(t)− zk(s)|+ sup
t∈[0,1],s∈[t/c,t]

|zk+1(t)− zk+1(s)|.

$ ���!� 
"� 	
����	� 	����	�����

P

{
sup

t∈[0,1],T∈[ck,ck+1]

|ηT (t)− η̂T,k(t)| ≥ ε

}

≤ P

{
sup

t∈[0,1],s∈[t,ct∧1]

|zk(t)− zk(s)| ≥ ε

2

}

+ P

{
sup

t∈[0,1],s∈[t/c,t]

|zk+1(t)− zk+1(s)| ≥ ε

2

}
.

(15)

+�� ���	�� ,����	����, � ��
��, �
���	� %&-( �������
"��� 	
����	� ������ 
�
�� .&� /�
 �0� ��	�" ��
�
 C �
�
� �� ��� ���# 0 ≤ a < b < ∞� h ≤ b − a �
���� ���# x > 0 
" ����

P

(
sup

a≤t,s≤b;|t−s|≤h

|w(s) − w(t)| > x
√
h

)
≤ C(b− a)

hx
exp

{
−x

2

4

}
.

1���� � 	��� ��	�������� ������� w̃(t) = w(ckt)/
√
ck 
"��

P

{
sup

t∈[0,1],s∈[t,ct∧1]

|zk(t)− zk(s)| ≥ ε

2

}

= P

{
sup

t∈[0,1],s∈[t,ct∧1]

∣∣∣∣∫ s

t

dw̃(u)
1 + β sgn η(cku)

∣∣∣∣ ≥ φ(ck)ε
2

}
.

$����� ����� ���
����� �
�	� �
��� 2����� )�	���3

τ(u) =
∫ u

0

ds

(1 + β sgn η(cks))2
,

� 	�#
, γ(u) 4 ����	�	
 �� τ(u)� $ ��	
��		� ��������� �� γ(u) � τ(u) 4 �	���		�
�����
3�� )�	���*� γ(0) = τ(0) = 0� +
��� 
,�� ��3�� ��	�3�� ��#��	�

τ ′(u) =
1

(1 + β sgn η(cku))2
, γ′(u) =

1
τ ′(γ(u))

=
(
1 + β sgn η(ckγ(u))

)2
,



�� �� �� ����	


���� �����	
��
 P1 = (1 − |β|)2 P2 = (1 + |β|)2 ����� �����
� P1u ≤ γ(u) ≤ P2u
u/P2 ≤ τ(u) ≤ u/P1�
���� ������ �� ��������� ������� ���
����� � ���
� ����������
� ��������

ŵ(t)� ∫ s

t

dw̃(u)
1 + β sgn η(cku)

= ŵ(γ(s))− ŵ(γ(t)).

����

P

{
sup

t∈[0,1],s∈[t,ct∧1]

∣∣∣∣∫ s

t

dw̃(u)
1 + β sgn η(cku)

∣∣∣∣ ≥ φ(ck)ε
2

}

= P

{
sup

t∈[0,1],s∈[t,ct∧1]

|ŵ(γ(s))− ŵ(γ(t))| ≥ φ(ck)ε
2

}

= P

{
sup

γ(t)∈[γ(0),γ(1)],γ(s)∈[γ(t),γ(ct∧1)]

|ŵ(γ(s))− ŵ(γ(t))| ≥ φ(ck)ε
2

}

≤ P

{
sup

u,v∈[0,P2],|v−u|≤P2
c−1

c

|ŵ(v)− ŵ(u)| ≥ φ(ck)ε
2

}
.

���
� 	
��� � �
�� ���������� �
 � ���������� � !"#

P

{
sup

t∈[0,1],s∈[t,ct∧1]

|zk(t)− zk(s)| ≥ ε

2

}

≤ P

{
sup

u,v∈[0,P2],|v−u|≤P2
c−1

c

|ŵ(v)− ŵ(u)| ≥ φ(ck)ε
√
c
√
P2(c− 1)

2
√
P2(c− 1)

√
c

}

≤ 2CP2
√
c

φ(ck)ε
√
P2(c− 1)

exp
{
− φ2(ck)ε2c

16P2(c− 1)

}
.

$
 ����
����
�� �
�  �

|v − u| ≤ γ(ct ∧ 1)− γ(t) =
∫ ct∧1

t

γ′(x) dx ≤ (1 + |β|)2
∫ ct∧1

t

dx ≤ P2
c− 1
c

,

�������
 �� ���
% ���� ��� ����� ���������� ct ∧ 1− t ≤ (c− 1)/c�
&� � ����� �
������

cε = 1 +
ε2

8(1 + |β|)2G2(φ)
,

�� ��' c ∈ (1, cε) ������ ���
  �

exp
{
− φ2(ck)ε2c

16P2(c− 1)

}
≤ exp

{
−φ

2(ck)
2

G2(φ)
}
.

���� ��' ����('��) �������) ��������
 C1 ����� ���� k0  � ��' k ≥ k0 ��� �����

2CP2
√
c

φ(ck)ε
√
P2(c− 1)

≤ C1,

� ���	
��

P

{
sup

t∈[0,1],s∈[t,ct∧1]

|zk(t)− zk(s)| ≥ ε

2

}
≤ C1 exp

{
−φ

2(ck)
2

G2(φ)
}
. (16)



���� ��� ��	�
� ������	���
� �� ��

���������	
 �	��
 �����	���� �� ��������� ������� ������	 C2 ����� ��� k0�
�� ��� k ≥ k0

P

{
sup

t∈[0,1],s∈[t/c,t]

|zk+1(t)− zk+1(s)| ≥ ε

2

}
≤ C2 exp

{
−φ

2(ck)
2

G2(φ)
}
. (17)

� ���� ���� ��!� � ��
	 "�#��� $������ �#	
��
� ����% &'�� �������� (�) *%
� ����% +�� ,��������� ��������� -��#�
	 * ��
 ������� �����	� �� ����

G2(φ) ≤ ∞� ��� ��'�� .���/�� f ∈ KG ���� �� 2J(f) = h2 < G2(φ) � �#��	���0
����0 )����������� {zk(t)}% -��	
 �	��
� ������� �����	� �� ��� .���/�� f :
2J(f) = h2 ����� �	��� c > 1 ���� �� ��� ���������� δ > 0 )����

Bk =

{
ω : sup

t∈[0,1]

|zk(t)− f(t)| < δ

}
�������0��� ����������� ����% -���

P

{
lim sup

k→∞
Bk

}
= 1. (18)

+�� ��������� ��1� ����
� �	��#	������	 2�
� "�#��� $������ 2��� 3�4% +��
/���� �����
� ��
50 σ������# �j = σ{η(s), s ≤ cj}% 6�,���	
�

Ak =

{
ω : sup

t∈[0,1/c]

|zk(t)− f(t)| < δ

}
,

Dk =

{
ω : sup

t∈[1/c,1]

|zk(t)− f(t)| < δ

}
.

�����'	
�� �� Bk = Ak ∩Dk � Dk ≺ �k% &������	

zk(t) = zk−1(tc)
ψ(ck−1)
ψ(ck)

,

� ��� t ∈ [0, 1/c]� zk(t) ≺ �k−1% -��� Ak ≺ �k−1 �

P(Bk|�k−1) = I(Ak)P(Dk|�k−1). (19)

-���� ��� ��������� ��1� ,� ��)�
���0 2�
	 "�#��� $������ 2���� ��
 )�#����
�����	� �� ∑

k

I(Ak)P(Dk|�k−1) =∞. (20)

6������
� #�,�	� ���#�,�� [1/c, 1] �� ���#�,�	 ���'	��0 Δ ����)�	
 �	��
7
��8�9 Δ : ��� ������� 
��� ������ �	���� �� n(Δ) = c−1

cΔ : ���#����� �	���%
-��� )������
� #�,�	� ���#�,�� [1/c, 1] �� ���#�,�	

Δi = [di, di+1], i = 0, . . . , n(Δ)− 1, di = 1/c+ iΔ.

;�� #�,�	� ���#�,�� [1/c, 1] � )�����<�
� ���� ����
� ������	 ��
� ��%
+�� ��������� #�,�	� #�,�����
� 
��'	��

Dk =

{
sup

t∈[1/c,1]

|zk(t)− f(t)| ≥ δ

}

⊂
{

sup
i

sup
t∈Δi

|zk(t)− zk(di)| ≥ δ

3

}
∪
{

sup
i
|zk(di)− f(di)| ≥ δ

3

}
∪
{

sup
i

sup
t∈Δi

|f(di)− f(t)| ≥ δ

3

}
.



�� �� �� ����	


� ��������	� 
����������������

|f(t)− f(di)|2 =
∣∣∣∣∫ t

di

ḟ(s) ds
∣∣∣∣2 ≤ (t− di)

∫ t

s

∣∣∣ḟ(s)
∣∣∣2 ds ≤ Δh2.

�������� 	���� Δ < Δ∗ = δ2/(9h2)� �	�������� �� �������{
sup

i
sup
t∈Δi

|f(di)− f(t)| ≥ δ

3

}
� ��������� ��������� � � 	����� ������ Δ �����!

P(Dk|�k−1) ≥ P

{
sup

i

∣∣u(ckdi)− f(di)ψ(ck)
∣∣ < δ

3
ψ(ck)

∣∣�k−1

}
− P

{
sup

i
sup
t∈Δi

|zk(t)− zk(di)| ≥ δ

3

∣∣∣�k−1

}
.

(21)

"���� ������	������ ��#� �	�	���� ��� $ � ��������� $���$���� 	������� �%��&
�� ���� ��#����� � '��� ( )$��� ��#$� *+ ����� �	� � c > 1 	���� �� ��� $��	�	���
�� ���, k ����

IAk
(ω) = 1. (22)

� '��� - )$��� ��#$� *+ $ � %���������� c > 1 � ��$�&���, δ > 0 � Q > 0 ����� 	���
��#��		� ��$��#�� [1/c, 1] ��$��#���� $������� Δ∗∗� �� ����

P

{
sup

i
sup
t∈Δi

|zk(t)− zk(di)| ≥ δ

3
|�k−1

}
≤ 2n(Δ∗∗) exp{−φ2(ck)Q}. (23)

� '��� . )$��� ��#$� *+ $ � �	� �/ c # '��� ( � $��� ����� q > 0� ��� $��	�	���
�� ���, k ����

P

{
sup

i

∣∣u(ckdi)− f(di)ψ(ck)
∣∣ < δ

3
ψ(ck)

∣∣�k−1

}
≥ 1

2
exp

{
−φ2(ck)

(
G2(φ)

2
− q

)}
.

(24)

"���� #����0��� $���$���� 	������� �������� 0�� � c > 1 	��� ��� �� � ��&
�1� )((+� � )(-+ ��#�����

Q =
G2(φ)

2
− q + 1,

$� q 2 	� �� �� 3 � )(*+� � ��#��		� ��$��#�� [1/c, 1] # Δ < min(Δ∗,Δ∗∗)� "�$��
��� $��	�	��� �� ���, k )	���,� �� ��� ���1� ��������	� 8n(Δ) ≤ exp{φ2(ck)}+�
�	������� ����!

P

{
sup

i
sup
t∈Δi

|zk(t)− zk(di)| ≥ δ

3
|�k−1

}
≤ 2n(Δ) exp

{
−φ2(ck)

(
G2(φ)

2
− q + 1

)}
≤ 2n(Δ)

exp{φ2(ck)} exp
{
−φ2(ck)

(
G2(φ)

2
− q

)}
≤ 1

4
exp

{
−φ2(ck)

(
G2(φ)

2
− q

)}
.

���$��� # )(*+ � )(4+� ��� $��	�	��� �� ���, k � $������ q > 0 ����� ����

P(Dk|�k−1) ≥ 1
4

exp
{
−φ2(ck)

(
G2(φ)

2
− q

)}
.

���,����0� 	���� )((+� )45+ 	� �#��0���� G2(φ)� �	������� )(6+� 7	�� - $���$����
"���� 0����� 	������ ( $���$���� �



���� ��� ��	�
� ������	���
� �� ��

�� ��������� ���	�
� � � ����
���� ��
�

������� 	 
�������� ��	���������

���� �� ��� ������	
�
 δ > 0 � ������	
�
 h < ∞ ���� 	
������ c > 1 � �
���

k0 ��	�� �
 ��� k > k0 � g ∈ Kh ����

sup
t∈[0,1/c]

|zk(t)− g(t)| < δ. (25)

�
�������� ���
�� 	 ������ ������ 
���
���� ������� �� 
�� ��
��� ��� c > 1 �
��
��� ��� δ > 0 �!��" ��!�� k0 �� �� #� 
�� k > k0 ����

inf
g∈Kh

sup
t∈[0,1/c]

|zk(t)− g(t)| < δ

3
. (26)

� ������ �� �� 
�� ��
��� �$ g ∈ Kh�

|g(t)|2 =
∣∣∣∣∫ t

0

ġ(s) ds
∣∣∣∣2 ≤ 2th2.

%���& c > max(1, 18h2/δ2)� ��
�

sup
t∈[0,1/c]

|g(t)| < δ

3
. (27)

� '�() � '�*) �� ������"�� ����

sup
t∈[0,1/c]

|zk(t)| < 2δ
3
.

+!����� �������!�� ��	�� 	 '�*) 
�" ��� '�,) � -��� � 
���
���� �

.� ���!����/�� ���
��� ��#� ��	������� 
�� ��	����� ��
��	 � [1/c, 1] �� ��
�
��	 � 
�����/ Δ� !0�����/"�� � 
���
��� ��!����� �����

���� �� ��� �����	
���� c > 1 ��� ���������� δ > 0 � ���������� Q > 0 �����

�������� 	������� [1/c, 1] 	������
�� ��	����� Δ �
�� �� ����

P

{
sup

i
sup
t∈Δi

|zk(t)− zk(di)| ≥ δ|�k−1

}
≤ 2n(Δ) exp

{−φ2(ck)Q
}
. (28)

��	������� ������� σ��	
��� Gckdi
= σ{η(s), s ≤ ckdi}� ����� ���	���� �� �������

��� ������ � ��� ����� ����� �������	� �!�� �"��#�

P

{
sup
t∈Δi

|zk(t)− zk(di)| ≥ δ|Gckdi

}
≤ 2 exp

{−φ2(ck)Q
}

����

$ ��#�	!# �k−1 ⊆ Gckdi
�	� i = 0, 1, . . . , n(Δ)− 1� �� ����

P

{
sup
t∈Δi

|zk(t)− zk(di)| ≥ δ|�k−1

}
≤ 2 exp

{−φ2(ck)Q
}
.

%���� �&	�� '�() � *��+ � ��������� �

���� �� ���
 h(x) ! ���
��
 ��������� �����
�"
 ����#�� $�� x ≥ 0� %��� ���
ζ ≥ 0 � a > 0

E ζI(|ξ|>a) ≤ 1
h(a)

E ζh(|ξ|).



�� �� �� ����	


���������� ������ ���	


E ζI(|ξ|>a) =
∫

(ω : |ξ|>a)

ζ P(dω) =
∫

(ω : h(|ξ|)>h(a))

ζ P(dω)

≤
∫

(ω : h(|ξ|)>h(a))

ζ
h(|ξ|)
h(a)

P(dω) ≤ 1
h(a)

∫
Ω

ζh(|ξ|)P(dω) ≤ 1
h(a)

E ζh(|ξ|).

���� � �������� �
������	��

Mk(f ;x) =
1

φ2(ck)
ln

{
E

{
exp

[
φ(ck)√
ck

∫ ck

ck−1

f( s
ck )

1 + β sgn η(s)
dw(s)

] ∣∣∣η(ck−1) = x

}}
.

���� �� 	�
�� |β| < 1� ��� ��� ����������� c > 1� �� �� �������� ��� x� ���

��������� f ∈ C[0, 1] �� ���!� ����"

Mk(f ;x) ≤ 1
2(1− |β|)2

∫ 1

1/c

f2(s) ds.

���������� � ����� ��

φ(ck)√
ck

∫ ck

ck−1

f( s
ck )

1 + β sgn η(s)
dw(s)

=
φ(ck)√
ck

∫ ck

ck−1

f( s
ck )

1 + β sgn η(s)
dw(s) ∓ φ2(ck)

2ck

∫ ck

ck−1

f2( s
ck )

(1 + β sgn η(s))2
ds,

�
1(

1 + β sgn η(s)
)2 ≤

1
(1 − |β|)2 ,

�� �� �������� �������� ������ ���	 ����


Mk(f ;x) ≤ 1
φ2(ck)

ln

{
exp

{
φ2(ck)

2(1− |β|)2ck
∫ ck

ck−1
f2

( s
ck

)
ds

}}

=
1

2(1− |β|)2ck
∫ ck

ck−1
f2

( s

ck

)
ds =

1
2(1− |β|)2

∫ 1

1/c

f2(s) ds.

���� � �������� �
������	��


Ck =
{

sup
i
|u(ckdi)− f(di)ψ(ck)| < δ

3
ψ(ck)

}
;

Ck(i) =
{
|u(ckdi)− f(di)ψ(ck)| < δ

3
ψ(ck)

}
, i = 0, 1, . . . , n(Δ)− 1;

Jc(f) =
1
2

∫ 1

1/c

(
1 + β sgn f(s)

)2
ḟ2(s) ds.

�� |β| < 1 	������ !�������	 l� m� p ��!� ��� 	!�����	�" �����#�� ���	


A1� 0 < m < (1−|β|)2
(1+|β|)2 �

A2� ��	 β �= 0
√
m1−|β|

1+|β| < l <
√

m−m2

4|β| (1 − |β|)$ #�	 β = 0 l = m�

A3� p = (1−|β|)2
l

(
l2−m2+m
(1+|β|)2 + 1

)
�

������	��

K1 =
l2 −m2 +m

(1 + |β|)2 − l2

(1− |β|)2 . (29)



���� ��� ��	�
� ������	���
� �� ��

���������� �	 ������� 	�
��������� �� �����	�� ���
������ ����� ������
�� � ���� A1 �	����� �� 0 < m < 1 ��� �� ����
���� ��
��� � ����� A2 �!��"

#���$�
�� � ���� A2 �	����� �� K1 > 0�
%� & ������� ���� A2 �� � 	�
������ �������� ������� ��
������� A2 
����"

����� �����	��'�

1
1 + |β| <

√
1−m
4|β| ,

� �� ��
������� !���� ���������� � ��� ���� A1�

(�� � 
��) �������� l� m� p 	���������

ρk(l,m) = exp

{
l
φ(ck)√
ck

∫ ck

ck−1

1 + β sgn f( s
ck )

1 + β sgn η(s)
ḟ
( s
ck

)
dw(s)

−mφ2(ck)
2ck

∫ ck

ck−1

(1 + β sgn f( s
ck ))2

(1 + β sgn η(s))2
ḟ2

( s
ck

)
ds

}
.

(30)

Lk,p(δ) =

{∣∣∣∣∣
∫ ck

ck−1

1 + β sgn f
(

s
ck

)
1 + β sgn η(s)

ḟ
( s
ck

)
dw(s)

− p φ(ck)

2
√
ck(1− |β|)2

∫ ck

ck−1

(
1 + β sgn f

( s

ck

))2

ḟ2
( s
ck

)
ds

∣∣∣∣∣
≤ δψ(ck)

(1− |β|)2 Jc(f)

}
.

���� �� 
���� |β| < 1	 ��� ��� �������� �������� l� m ����� ��������� c > 1
����� �� �	�	

P
{
ρk(l,m)IΩ\Ck(i)(ω)|�k−1

} ≤ exp
{
φ2(ck)

l2 −m2

(1 + |β|)2 Jc(f)
}
ak(i),

�� ak(i) �� �������� ��� θ � Δ �� limk→∞ ak(i) = 0� i = 0, 1, . . . , n(Δ)− 1	

���������	 (��  ���"���* �������* � ������* �	������* ���#� θ ≺ �k−1 ���"

������ ��
������� +�� , ��� -�����*

h(x) = exp

{
φ
(
ck
)
N√

ck
x

}
! ������ ���������� N � ��� � �
��� 	�!��.�� /����� ����

E θρk(l,m)IΩ\Ck(i)(ω) ≤ E θρk(l,m) exp
{
Nφ(ck)√

ck

∣∣u(ckdi)− f(di)ψ(ck)
∣∣− δ

3
Nφ2(ck)

}
≤ E θρk(l,m) exp

{
Nφ(ck)√

ck

(
u(ckdi)− f(di)ψ(ck)

)− δ

3
Nφ2(ck)

}
+ E θρk(l,m) exp

{
−Nφ(ck)√

ck

(
u(ckdi)− f(di)ψ(ck)

)− δ

3
Nφ2(ck)

}
= J1

k (i) + J2
k (i).

0�!1������ ��
��� J1
k (i)� 2��
������# �%3$ �� ��� ��

1
(1 + β sgn η(sck))2

≥ 1
(1 + |β|)2 ,



�� �� �� ����	


������

J1
k (i) = exp

{
−φ2(ck)

[
Nf(di) +N

δ

3
+
m

2

∫ 1

1/c

(1 + β sgn f(s))2

(1 + β sgn η(sck))2
ḟ2(s) ds

]}

× E θ exp

{
φ(ck)√
ck

(
Nu(ckdi) +

∫ ck

ck−1
l

(
1 + β sgn f( s

ck )
)
ḟ( s

ck )
1 + β sgn η(s)

dw(s)

)}

≤ exp
{
−φ2(ck)

[
Nf(di) +N

δ

3
+

m

(1 + |β|)2 Jc(f)
]}

× E

{
θ E

{
exp

[
φ(ck)√
ck

(
Nu(ck−1)

+
∫ ck

ck−1

(
l
(
1 + β sgn f( s

ck )
)
ḟ( s

ck )
1 + β sgn η(s)

+
NI[ck−1,ckdi](

s
ck )

1 + β sgn η(s)

)
dw(s)

)] ∣∣∣∣∣ �k−1

}}
.

� �����	�
�� ����
� η(t) 	���	��� ���

E

{
exp

[
φ(ck)√
ck

∫ ck

ck−1

l
(
1 + β sgn f( s

ck )
)
ḟ( s

ck ) +NI[ck−1,ckdi](
s
ck )

1 + β sgn η(s)
dw(s)

] ∣∣∣∣�k−1

}

= exp
{
φ2(ck)Mk

(
l
(
1 + β sgn f

)
ḟ +NI[ck−1,ckdi]·); η(ck−1)

)}
.

����� 	�����
��	���� ���� ��

J1
k (i) ≤ exp

{
−φ2(ck)

[
N
δ

3
+

m

(1 + |β|)2 Jc(f)
]}

× E θ exp
{
φ(ck)√
ck

N
(
u(ck−1)− f(di)ψ(ck)

)}
× exp

{
φ2(ck)Mk

(
l
(
1 + β sgn f

)
ḟ +NI[ck−1,ckdi](·); η(ck−1)

)}
≤ exp

{
−φ2(ck)

[
N
δ

3
+

m

(1 + |β|)2 Jc(f)
]}

× E θ exp
{
φ(ck)√
ck

N
(
u(ck−1)− f(1/c)ψ(ck)

)}
exp

{
φ2(ck)N (f(1/c)− f(di))

}
× exp

{
φ2(ck)

2(1− |β|)2
∫ 1

1/c

(
l
(
1 + βsgnf(s)

)
ḟ(s) +NI[1/c,di](s)

)2

ds

}
.

����� �� ����� �� �
��� ���
����� c > 1 ����� �� ��� 	����� k �!�!

exp
{
φ(ck)√
ck

N
(
u(ck−1)− f(1/c)ψ(ck)

)} ≤ exp
{
δ

6
Nφ2(ck)

}
. (31)

���� �������∫ 1

1/c

(
l
(
1 + β sgn f(s)

)
ḟ(s) +NI[1/c,di](s)

)2

ds

≤ 2l2Jc(f) + 2Nl
∫ di

1/c

(
1 + β sgn f(s)

)
ḟ(s) ds+N2(1− 1/c).

(32)



���� ��� ��	�
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��������� 	�
�� 	 �
�	� ������� ���� ��
�� Ac(Jc, N, l)� ���� � ����� ���� ��
�������

J1
k (i) ≤ exp

{
−φ2(ck)

[
N
δ

6
+

m

(1 + |β|)2 Jc(f)
]}

exp
{

φ2(ck)
2(1− |β|)2Ac(Jc, N, l)

}
× exp

{
φ2(ck)N (f(1/c)− f(di))

}
E θ

= exp
{
−φ2(ck)

[
N
δ

6
+

m

(1 + |β|)2 Jc(f)− l2

(1− |β|)2 Jc(f)

− N2

2(1− |β|)2 (1− 1/c)
]}

× exp

{
φ2(ck)N

∫ di

1/c

(
l(1 + β sgn f(s))

(1− |β|)2 − 1
)
ḟ(s) ds

}
E θ.

(33)

��
�� 	 ����� ��� �������� ����!
�"�� ���� �� ��
�	�#��
l(1+|β|)
(1−|β|)2 � �∫ di

1/c

ḟ(s) ds ≤
∣∣∣∣∣
∫ di

1/c

1 + β sgn f
1 + β sgn f

ḟ(s) ds

∣∣∣∣∣ ≤
√

2Jc(f)
√

1− 1/c
1− |β| .

���� � ����� �
�	�	$� ����%��� ��
�������

J1
k (i) ≤ exp

{
−φ2(ck)

[
Nδ

6
+ Jc(f)

(
m

(1 + |β|)2 −
l2

(1 − |β|)2
)
− N2(1− 1/c)

2(1− |β|)2

− lN(1 + |β|)
(1− |β|)3

√
2Jc(f)

√
1− 1/c

]}
E θ

= exp
{
φ2(ck)

l2 −m2

(1 + |β|)2 Jc(f)
}

× exp
{
−φ2(ck)

[
Nδ

6
− N2(1 − 1/c)

2(1− |β|)2

+ Jc(f)
(
l2 −m2

(1 + |β|)2 +
m

(1 + |β|)2 −
l2

(1− |β|)2
)

− lN(1 + |β|)
(1− |β|)3

√
2Jc(f)

√
1− 1/c

]}
E θ.

���������� 	���
����	�&�� ��'��

âk(i) = exp
{
−φ2(ck)

[
Nδ

6

− N2(1− 1/c)
2(1− |β|)2 +K1Jc(f)− lN(1 + |β|)

(1− |β|)3
√

2Jc(f)
√

1− 1/c
]}
.

(���")�� K1 > 0� �� 	�
�� 	 �	��
���� ����� %��� �������� �
� ��*����
N > 0� �
� ������ 	�%�
� N

lim
k→∞

âk(i) = 0,

��

J1
k (i) ≤ exp

{
φ2(ck)

l2 −m2

(1 + |β|)2 Jc(f)
}
âk(i)E θ. (34)

+��"�!���� ��
�������

J2
k (i) ≤ exp

{
φ2(ck)

l2 −m2

(1 + |β|)2 Jc(f)
}
ǎk(i)E θ. (35)

��

lim
k→∞

ǎk(i) = 0.
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���������� 	�
� � ������� � ���� �� ���� � ak(i) = âk(i) + ǎk(i)�
	�
� � ��������� �

���� �� ����� |β| < 1� ��	
 	�� ������� �������� l� m� p 
 ��	������� δ > 0 ����

P{ρk(l,m)IΩ\Lk,p(δ)(ω)|�k−1} ≤ exp
{
φ2(ck)

l2 −m2

(1 + |β|)2 Jc(f)
}
bk(δ),

	� bk(δ) �� �������� 
	 θ �� limk→∞ bk(δ) = 0�

���	����� ��� �������� ������� ��
����� �������� ����!��� θ ≺ �k−1 �����

��"���
� ���#��#"�� 	�
� � ��� $���%# h(x) = exp
{φ(ck)N√

ck
x
}

� �����& ���"�����&

0 < N < 1' ��� �����
� #��#(�� )���
� 
���*

E θρk(l,m)IΩ\Lk,p(δ)(ω)

≤ E θρk(l,m)

× exp

{∣∣∣∣∣φ(ck)√
ck

N

∫ ck

ck−1

1 + β sgn f
(

s
ck

)
1 + β sgn η(s)

ḟ
( s
ck

)
dw(s)

− pφ2(ck)
2(1− |β|)2ckN

∫ ck

ck−1

(
1 + β sgn f

( s

ck

))2

ḟ2
( s
ck

)
ds

∣∣∣∣∣
}

× exp
{
−φ2(ck)N

δ

(1− |β|)2 Jc(f)
}

≤ E θρk(l,m) exp

{
φ(ck)√
ck

N

∫ ck

ck−1

1 + β sgn f( s
ck )

1 + β sgn η(s)
ḟ
( s
ck

)
dw(s)

− (δ + p)φ2(ck)N
(1 − |β|)2 Jc(f)

}

+ E θρk(l,m) exp

{
−φ(ck)√

ck
N

∫ ck

ck−1

1 + β sgn f( s
ck )

1 + β sgn η(s)
ḟ
( s

ck

)
dw(s)

− (δ − p)φ2(ck)N
(1 − |β|)2 Jc(f)

}
= J1

k (δ) + J2
k (δ).

+#�"����
� ρk(l,m) # ���,����
� ������� J1
k (δ)' ������"����&!� 
�����#"�� ���

%�"� η(t)*

J1
k (δ) = E θ exp

{
φ(ck)(N + l)√

ck

∫ ck

ck−1

1 + β sgn f( s
ck )

1 + β sgn η(s)
ḟ
( s

ck

)
dw(s)

− φ2(ck)

(
(δ + p)N
(1− |β|)2 Jc(f) +

m

2

∫ 1

1/c

(1 + β sgn f(s))2

(1 + β sgn η(sck))2
ḟ2(s) ds

)}

≤ exp
{
−φ2(ck)Jc(f)

(
(δ + p)N
(1− |β|)2 +

m

(1 + |β|)2
)}

× E

{
θ E

{
exp

[
φ(ck)(N + l)√

ck

∫ ck

ck−1

1 + β sgn f( s
ck )

1 + β sgn η(s)
ḟ
( s
ck

)
dw(s)

] ∣∣∣∣∣ �k−1

}}

= exp
{
−φ2(ck)Jc(f)

(
(δ + p)N
(1− |β|)2 +

m

(1 + |β|)2
)}

E θ

× exp
{
φ2(ck)Mk

(
(l +N)(1 + β sgn f)ḟ ; η(ck−1)

)}
.
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����� �� �	
�� �� 
�	
� ����
��� 
����

Mk

(
(l +N)(1 + β sgn f)ḟ ; η(ck−1)

)
≤ (l +N)2

2(1− |β|)2
∫ 1

1/c

(1 + β sgn f)2ḟ2 ds

=
(l +N)2

(1− |β|)2 Jc(f).

��	� �������� �������� ����
��
��

J1
k (δ) ≤ exp

{
−φ2(ck)Jc(f)

[
(δ + p)N
(1− |β|)2 +

m

(1 + |β|)2 −
(l +N)2

(1− |β|)2
]}

E θ

= exp
{
φ2(ck)Jc(f)

×
(
l2 −m2

(1 + |β|)2 −
[
(δ + p)N − (l +N)2

(1− |β|)2 +
m+ l2 −m2

(1 + |β|)2
])}

E θ

= exp
{
φ2(ck)

l2 −m2

(1 + |β|)2 Jc(f)
}

× exp
{
−φ2(ck)Jc(f)

[
(δ + p− 2l)N −N2

(1− |β|)2 +K1

]}
E θ

= exp
{
φ2(ck)

l2 −m2

(1 + |β|)2 Jc(f)
}
b̌k(δ)E θ,

(36)

�	 b̌k(δ) � ����� 	�����	��� � ���� !������ ������"� �������� � #$%&� �����"��

K1 > 0� �� ����� � ���������' ����' b̌k(δ) ���	 �������
 ��� �	(��
� N > 0�
)�� ����
� ������ N

lim
k→∞

b̌k(δ) = 0.

*������!��
 !���


J2
k (δ) ≤ exp

{
φ2(ck)

l2 −m2

(1 + |β|)2 Jc(f)
}
b̂k(δ)E θ,

�	

lim
k→∞

b̂k(δ) = 0.

������!��� ��	��	��( �	
� + 
�� 
��,	 � bk(δ) = b̌k(δ) + b̂k(δ) ��� �	(��
�
�������
� N �

�	
� + ���	�	��� �

���� �� ��� ������	�
 ��	��
 f ∈ KG ���
� �� 2J(f) = h2 < G2 ��	���� �����

c > 1 � v > 0 ���� �� ��� ������	�� ������ k ��	�

P (Ck|�k−1) ≥ 1
2

exp
{
−φ2(ck)

(
G2

2
− v

)}
.

������		�� -�( ���".(�� ������� ��
		�� ��������� �	��!��� θ ≺ �k−1 
��
��

E θICk
(ω) = E θρk(l,m)ICk

(ω)

× exp

{
−l φ(ck)√

ck

∫ ck

ck−1

1 + β sgn f( s
ck )

1 + β sgn η(s)
ḟ
( s
ck

)
dw(s)

+
mφ2(ck)

2ck

∫ ck

ck−1

(1 + β sgn f( s
ck ))2

(1 + β sgn η(s))2
ḟ2

( s

ck

)
ds

}
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≥ exp
{
φ2(ck)

[
mJc(f)

(1 + |β|)2 −
plJc(f)

(1− |β|)2
]}

× E θρk(l,m)ICk
(ω)

× exp

{
−l φ(ck)√

ck

∫ ck

ck−1

1 + β sgn f( s
ck )

1 + β sgn η(s)
ḟ
( s
ck

)
dw(s)

+ pl
φ2(ck)

2(1− |β|)2ck
∫ ck

ck−1

(
1 + β sgn f

( s

ck

))2

ḟ2
( s
ck

)
ds

}

≥ exp
{
φ2(ck)Jc(f)

[
m

(1 + |β|)2 −
pl

(1− |β|)2
]}

× E θρk(l,m)ICk
(ω)ILk,p

(ω)

× exp

{
−l

(
φ(ck)√
ck

∫ ck

ck−1

1 + β sgn f( s
ck )

1 + β sgn η(s)
ḟ
( s

ck

)
dw(s)

− p φ2(ck)
2(1− |β|)2ck

∫ ck

ck−1

(
1 + β sgn f(

s

ck
)
)2
ḟ2

( s
ck

)
ds

)}

≥ exp
{
φ2(ck)Jc(f)

[
m

(1 + |β|)2 −
pl

(1− |β|)2 −
δl

(1 − |β|)2
]}

× E θρk(l,m)ICk
(ω)ILk,p

(ω).

��� ��� ���	�
����������� 	� ρk(l,m) �� 	� exp
{ plφ2(ck)Jc(f)

2(1−|β|)2
}
� ������������

	����	���� ���� 1 ≥ ILk,p
(ω) �� 	����	���� ����

exp{−a}I(|a|<b) ≥ exp{−b}I(|a|<b).

�������� ICk
(ω)ILk,p(δ)(ω) ≥ 1− IΩ\Ck

(ω)− IΩ\Lk,p(δ)(ω)� ��

E θICk
(ω) ≥ exp

{
φ2(ck)Jc(f)

(
m

(1 + |β|)2 −
pl

(1− |β|)2 −
δl

(1 − |β|)2
)}

× E θρk(l,m)
(
1− IΩ\Ck

(ω)− IΩ\Lk,p(δ)(ω)
)
.

����� ����� � ��� �

E θρk(l,m) = E {θ E {ρk(l,m) | �k−1}}

= E

{
θẼ

{
exp

[
φ2(ck)
2ck

∫ ck

ck−1

(
l2 −m2

) (1 + β sgn f)2

(1 + β sgn η)2
ḟ2 ds

∣∣∣∣∣ �k−1

]}}
.

!��������� "�

l2 −m2 > l2
(1 + |β|)2
(1− |β|)2 −m.

#��$����%� ���� %����	� A2� ������ "�

l2
(1 + |β|)2
(1− |β|)2 −m > 0,

� �	�%���

l2 −m2 > 0.

����

E θρk(l,m) ≥ exp
{
φ2(ck)

l2 −m2

(1 + |β|)2 Jc(f)
}

E θ.
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E θICk
(ω) ≥ exp

{
φ2(ck)Jc(f)

(
m

(1 + |β|)2 −
pl + δl

(1 − |β|)2
)}

× exp
{
φ2(ck)

l2 −m2

(1 + |β|)2 Jc(f)
}⎛⎝1−

n(Δ)∑
i=1

ak(i)− bk(δ)

⎞⎠E θ

≥ exp
{
−φ2(ck)Jc(f)

(
m2 − l2 −m
(1 + |β|)2 +

pl + δl

(1− |β|)2
)}

E θ.

���������	 A3 
��
��

E θICk
(ω) ≥ exp

{
−φ2(ck)Jc(f)

(
1 +

δl

(1− |β|)2
)}

E θ. (37)

 ��!�
�"� #�

Jc(f)
(

1 +
δl

(1 − |β|)2
)
≤
(

1 +
δl

(1 − |β|)2
)
h2

2
.

�	$���
�

δ <
G2 − h2

3h2

(1− |β|)2
l

.

 ��������% ���������� ���	
��
� #�

Jc(f)
(

1 +
δl

(1− |β|)2
)
≤ G2

2
− v, (38)

�� v = 1
3 (G2 − h2)& ���������� ��
	 ' �	�"	��� ! ()�* ()'*&
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� ' ��������& �

 "����������� +�����% κ (�	�& (�** �	�"	��� �������	, ��!�"����&

���� �� ����� ��� �	
����� 	�	
������ ������ {fn} � g ��� �����

P

{
lim

n→∞ sup
t∈[0,1]

|fn(t)− g(t)| = 0

}
= 1.

�	�� ��� �����

P

{
lim

n→∞ sup
t∈[0,1]

|κ(fn(t))− κ(g(t))| = 0

}
= 1,

�� ������ κ ��������� (�*�

�	
���� ��	���� �� -���	����
��� �����
�� .& /��
�� �"� ����"���% f ∈ KG

����� ������"��������� {Tm} ���� #�

P

{
lim

Tm→∞
sup

t∈[0,1]

|ηTm(t)− f(t)| = 0

}
= 1.
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