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Abstract. The estimates of the distribution of increments of Orlicz processes given on [0,∞) are
obtained. The approximation of such processes in C[0,∞) metrics by integer functions of exponential
type of no more then γ with given accuracy and reliability is studied.
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� ������ 	�
 ������������ ������������ �������� � ��������� Lp(Ω)� �� � ������
��� ��������� ������ ��� �!�������!��� ������ � �������� Lq[0, 2π] �� ���!�"
�������!�#�!$ ��� ������ p �� q� %�� ������!� !����!���� �� ���!�� !�&������
 � ���� � !�����!!� � ����� ���� ���!���� �� !���&!����� � ����� !����!���� ��
���!�� ��������� Lp(Ω)��������� � ������� �������� Lq[a, b]�

� ��!�& ������ ��� �����$�� ������ �����������' �������!��!��!� � �������
{X(t), t ∈ [0,∞)} �� �������� ������

(��������$�� !�����!!� ����" �������� � ������� �������� C[0,∞) �����
)�!������ �����!�!���$!� � ���� !� ��$#� γ � ����� ���� ���!���� �� !���&!�����

(� �$� � �!�"����$�� ���!�� �� �������� ��������� �������$��" ���������
����!�" !� [0,∞)�

*������� ��!���!!� �� �������!!�� �� �����$ ���������!� ����

��������� ��� +	,
-� *�������!� ���!� ����� )�!���� U = {U(x), x ∈ R} !����
����$�� C�)�!����.� ���� U(x) ��!���!!� ������� ��� x > 0 � U(0) = 0�

��������� ��� +	,
-� *�"�& U / ����$!� C�)�!����� 0�������� ����� ��������
��" �����! LU (Ω) !�������$�� ���1� ���������" �����!� �� �� ���" ξ ∈ LU (Ω)
��!�� rξ > 0 ����� �� E U (ξ/rξ) < ∞�

2 �$��� �������� ���!����� !����

‖ξ‖LU = inf
{

r > 0: EU

(
ξ

r

)
≤ 1

}
,

��� !�������$�� !����. 3.������� ��

������� ��� +	,
-� ������� ����	
 LU (T) � �

����� ������ ���� ����������
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� ���	��
 � �������� ���
��  �����	
 �������� C[0,∞) ���

��������� �	
 �����	 ���	
 LU (Ω) � �� ������ �����	� ��	�����
 ����� X =
{X(t), t ∈ T} �	���	���� �����������! ������!"  �#� X : T → LU (Ω)" ��$�� �� 
��%��&� t ∈ T ��	����	 �������	 X(t) �	��%��� �� ������' LU (Ω)�

��������� �	� �����	 (�������	 ���	��	 ������������ ���	���� �����

(κ(n), n ≥ 1)

�	���	���� ()�	�	����������* �!	%��'*��* �	�	����������*� ������' �����	
LU (Ω)"  �#� �� $'��) ��&� n ≥ 1 � ξk ∈ LU (Ω)" k = 1, . . . , n" �����'���� �	��'�	
����������+ ∥∥∥∥ max

1≤k≤n
|ξk|

∥∥∥∥
LU (Ω)

≤ κ(n) max
1≤k≤n

‖ξk‖LU (Ω).

��� �	� ���� ���	
 p ≥ 1��	 �����������	
 κ(n) = n1/p� n ≥ 1� � ������	����	��

��� ����	��� Lp(Ω)�

���������� ,�,� ��	�������� ������� �����	 !�%�	 ��	
�� � ����

�� ������ ��	
���� 
�������� ������������ 
������� {X(t), t ∈ [a, b]}
������ �	�	 ����� T = [a, b]� X = {X(t), t ∈ [a, b]} � ���������
��� ����������

��� �� ! ����	��� "���#� LU (Ω)� ��� ���$� �������	
�� ��������	
%

sup
|t−s|≤h,t,s∈[a,b]

‖X(t)−X(s)‖LU (Ω) ≤ σ(h), h > 0, �,�

�� σ(h)� h > 0 � &���	���� !���	��#� ���������� '��� �� 	���� (� σ(h) → 0�
h → 0� ����� ����� ����	��	� C(υ) 	���� (� ��� �����$� k ≥ 1∑∞

m=k−1 σ(−1)(αυm)
σ(−1)(αυk)

< C(υ), ���

�� α = b− a� 0 < υ < 1 � �����
���

)��� ��� ���� θ > 0� ε > 0 	� 0 < υ < 1 &��	
 &�� � ��������	�%∥∥∥∥∥ sup
|t−s|<θ,t,s∈[a,b]

|X(t)−X(s)|
∥∥∥∥∥

LU (Ω)

≤ B(θ),

	�

P

{
sup

|t−s|<θ,t,s∈[a,b]

|X(t)−X(s)| > ε

}
≤ 1

U
(

ε
B(θ)

) ,

��

Sυ =
1

υ(1 − υ)
·max

(
2, [C(υ)]

3− υ

1− υ

)
,

B(θ) = Sυ

∫ σ(θ)

0

κ

(
b− a

2σ(−1)(u)
+ 1

)
du.

���������� ��,� - ���	�	� �� B(θ) !�%�	 �	!����� σ(θ) �	

min(σ(θ), 2 sup
t∈[a,b]

‖X(t)‖).

*��������� .���	��!� εn = σ(−1)(αυn) �0 < υ < 1 � $'��) ���" n = 0, 1, . . .
���	
 Vεn � !��%��	 �	!������ ��������� ���%��� εn" #� ������	*��� " !�)

%����" ��/� � ��	
��� ����	�"  �� '����**�� !���!	���� ������ [a, b]" 	 NT(εn) �
��������	 ��������� ������� ��� ���������" ���� NT(εn) ≤ b−a

2εn
+ 1�

0� θ > 0 �	1���'�!� k � �	�� �����" #� �����'*��� ���������� σ(εk) ≤ σ(θ) ≤
σ(εk−1)" ��$�� αυk ≤ σ(θ) ≤ αυk−1�



��� �� �� ���	
����  �� �� �	��������	

������� Vk =
⋃∞

j=k Vεj � �	 
������ �	����	������� ���	��� ��
� ��������

�	������� ��� �������� �� ���	� X(t) �	�		���� �� �
��������� ��

sup
|t−s|≤θ

|X(t)−X(s)| = sup
t,s∈Vk,|t−s|≤θ

|X(t)−X(s)|.

 ��!�"�	
� ��#����	��"

αn = {αn(t), t ∈ Vk, n = k, k + 1, . . . }

�t� k � ��#�$"���� #	 αn(t) � �	 ���� ����� � 
������ Vεn � �� |t−αn(t)| ≤ εn% &���
����' ����� #��� �� ������
� ���������� "��� ��#����� #� ��' ����� ���� � ��
��#�$"�� � ��'%
(	'�� m � #������	 ����� ���	� �� m > k� tm = αm(t)� tm−1 = αm−1(tm)� % % % �

tk = αk(tk+1)� sm = αm(s)� sm−1 = αm−1(sm)� % % % � sk = αk(sk+1)%
)�#�

X(t)−X(s) = (X(t)−X(αm(t))) +
m−1∑
l=k

(X(tl+1)−X(tl)) +
(
X(s)−X(αm(s))

)
+

m−1∑
l=k

(X(sl+1)−X(sl)) + (X(tk)−X(sk)).

�*�

+ ������� �*� ���
��
�� ��

|X(tk)−X(sk)| ≤ |X(t)−X(s)|+ |X(t)−X(αm(t))|

+

∣∣∣∣∣
m−1∑
l=k

|X(tl+1)−X(tl)|+ |X(s)−X(αm(s))

∣∣∣∣∣
+

m−1∑
l=k

|X(sl+1)−X(sl)|.

,��	�

‖X(tk)−X(sk)‖LU (Ω) ≤ ‖X(t)−X(s)‖LU (Ω) + ‖X(t)−X(αm(t))‖LU (Ω)

+
m−1∑
l=k

‖X(tl+1)−X(tl)‖LU (Ω)

+ (‖X(s)−X(αm(s))‖LU (Ω)

+
m−1∑
l=k

‖X(sl+1)−X(sl)‖LU (Ω)

≤ σ(θ) + σ(εm) +
m−1∑
l=k

σ(εl) + σ(εm) +
m−1∑
l=k

σ(εl)

= σ(θ) + 2αυm + 2
m−1∑
l=k

αυl ≤ σ(θ) + 2α

∞∑
l=k

υl

= σ(θ) + 2α
υk

1− υ
≤ σ(θ)

(
1 +

2
1− υ

)
= σ(θ)

3 − υ

1 − υ
.

�-�
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����� � ����	
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|X(t)−X(s)| ≤ |X(t)−X(αm(t))| +
m−1∑
l=k

|X(tl+1)−X(tl)|+ |X(s)−X(αm(s)|

+
m−1∑
l=k

|X(sl+1)−X(sl)|+ |X(tk)−X(sk)|

≤ |X(t)−X(αm(t))| + 2
m−1∑
l=k

max
u∈Vεl+1

|X(u)−X(αl(u))|

+ |X(s)−X(αm(s)|
+ max

u,w∈Vεk
,‖X(u)−X(w)‖LU (Ω)≤σ(θ) 3−υ

1−υ

|X(u)−X(w)|.

���

�
������ ��� �
�� ξ ∈ LU (Ω)� ��� ���� ‖ξ‖LU > 0� ��� ��
�� �������
��

P{|ξ| ≥ x} ≤ 1
U{x/‖ξ‖LU}

�����  !"�� �	 ��� θ
αυm > 1

P {|X(t)−X(αm)(t)| > θ} ≤ 1

U
(

θ
‖X(t)−X(αm)(t)‖LU (Ω)

) ≤ 1

U
(

θ
σ(εm)

)
=

1
U

(
θ

αυm

) ≤ C
αυm

θ

����	��
���� ��� �	 �
�#� �	�
����� C ����� �	 U(x) ≥ C|x| ��� |x| > 1 � !"���
$	������	 θ = υM/2� �� M % ���� &�
�	� �	 2/(αυM ) > 1� �	��

∞∑
m=M

P
{
|X(t)−X(αm)(t)| > υm/2

}
≤ Cα

∞∑
m=M

υm/2 <∞.

��'�� X(αm)(t) → X(t) � (�	�����
�) *� �
������ � Vk ���&��� &�
�	 �	&	�� �	
X(αm)(t) → X(t) ��� m → ∞ � (�	�����
�) * ��� �
�� �	&	� � Vk� ��'�� � ���
	�������	� �	

|X(t)−X(s)| ≤ 2
∞∑

l=k

max
u∈Vεl+1

|X(u)−X(αl(u))|

+ max
u,w∈Vεk

,‖X(u)−X(w)‖LU (Ω)≤σ(θ) 3−υ
1−υ

|X(u)−X(w)|.

�
������ ����� &�
���� 	������	+ ������	
�� �� ����'��� ��� t �� s� �	 � (�	���,
��
�) *

sup
|t−s|<θ,t,s∈[a,b]

|X(t)−X(s)| = sup
|t−s|<θ,t,s∈Vk

|X(t)−X(s)|

≤ 2
∞∑

l=k

max
u∈Vεl+1

|X(u)−X(αl(u))|

+ max
u,w∈Vεk

,‖X(u)−X(w)‖LU (Ω)≤σ(θ) 3−υ
1−υ

|X(u)−X(w)|.

�-�

.���� 	
������ |t− αm(t)| < εm� �	 ��� �
�� r > k ���	�#���
� ��
�#���/

|t− tk| ≤ |t− αr(t)|+ |αr(t)− αr+1(t)|+ · · ·+ |αk−1(t)− αk(t)|

≤ εr + εr−1 + · · ·+ εk ≤
∞∑

m=k

εm,



��� �� �� ���	
����  �� �� �	��������	

���������� |s− sk| ≤
∑∞

m=k εm � |t− s| < θ�
	
�� |tk − sk| ≤ θ + 2

∑∞
m=k εm�

	������� θ � 
��� ����� �� θ < εk−1 
� |tk − sk| ≤ 2
∑∞

m=k−1 εm 
��
�

|tk − sk| ≤ 2
∞∑

m=k−1

σ(−1)(αυm).

���������� ����� ��� ������� � � � ��
����! "�"���� 
��
� #�"����$�� �������
�

���� 
���� u w �� u, w ∈ Vεk

� |u−w| ≤ 2
∑∞

m=k−1 εm � � ��! ������� �� ����%�

��� NT(εk)([C(υ)] + 1) 
�����
	������� �� ! ‖X(u)−X(w)‖ ≤ σ(θ)3−υ

1−υ  
�∥∥∥∥∥ sup
|t−s|<θ,t,s∈[a,b]

|X(t)−X(s)|
∥∥∥∥∥

LU (Ω)

≤ 2
∞∑

l=k

∥∥∥∥∥ max
u∈Vεl+1

|X(u)−X(αl(u))|
∥∥∥∥∥

LU (Ω)

+

∥∥∥∥∥ max
u,w∈Vεk

,|u−w|<[C(υ)]+1,‖X(u)−X(w)‖≤σ(θ)3−υ
1−υ

|X(u)−X(w)|
∥∥∥∥∥

LU (Ω)

≤ 2
∞∑

l=k

κ(N(εl+1))σ(εl) + κ(N(εk))([C(υ)] + 1)σ(θ)
3 − υ

1 − υ
.

�&�

'��

∞∑
l=k

κ(N(εl+1))σ(εl) =
∞∑

l=k

κ

(
N

(
σ(−1)

(
αυl+1

)))
αυl,


��� ���������� �� N � �#�"�� � κ � (���
���� ��$��)∫ αυl+1

αυl+2
κ(N(u)) du ≥ κ

(
N

(
σ(−1)

(
αυl+1

))) (
αυl+1 − αυl+2

)
= κ

(
N

(
σ(−1)

(
αυl+1

)))
αυl

(
υ − υ2

)
.

	
��

∞∑
l=k

κ(N(εl+1))σ(εl) ≤ 1
υ − υ2

∞∑
l=k

∫ αυl+1

αυl+2
κ

(
N

(
σ(−1)(u)

))
du

=
1

υ − υ2

∫ αυk+1

0

κ

(
N

(
σ(−1)(u)

))
du.

*���
∫ αυk

αυk+1 κ(N(σ(−1)(u))) du ≥ κ(N(εk))(αυk − αυk+1)

κ(N(εk))σ(θ) ≤ σ(θ)
αυk

· 1
1− υ

∫ αυk

αυk+1
κ

(
N

(
σ(−1)(u)

))
du

≤ 1
υ(1− υ)

∫ αυk

αυk+1
κ

(
N

(
σ(−1)(u)

))
du.
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 �������� C[0,∞) ���

����� � ���	
����	 �� �� ��
������ 
��� ��	��� ���������∥∥∥∥∥ sup
|t−s|<θ,t,s∈[a,b]

|X(t)−X(s)|
∥∥∥∥∥

≤ 2
υ − υ2

∫ αυk+1

0

κ

(
N

(
σ(−1)(u)

))
du

+
1

υ(1− υ)

∫ αυk

αυk+1
κ

(
N

(
σ(−1)(u)

))
du[C(υ) + 1]

3− υ

1− υ

≤
∫ αυk

0

κ

(
N

(
σ(−1)(u)

))
du

1
υ(1− υ)

·max
(

2, [C(υ) + 1]
3− υ

1− υ

)
≤

∫ σ(θ)

0

κ

(
N

(
σ(−1)(u)

))
du · Sυ,

�� Sυ = max(2, [C(υ)]3−υ
1−υ )/(υ(1− υ))� ������� ��
������ �

�� ������ ��	
���� 
�������� ������������ 
������� {X(t), t ∈ [0,∞)}
�������� ������� �������	� ����� 
�� �
�! � ��������"�# �� ��! ��	��� � $

������	 � �������	
 �� 	��
�"��� ������	
� ������� �� [0,∞)�

������� ��	� ����� [0,∞) =
⋃∞

i=0 Ai� �� Ai = [ai, ai+1]� {ai, i = 0, . . . ,∞} � ��	
�

�������� ������������ ������ a0 = 0� ������� Di = [ai, ai+1 + θ]� αi =
ai+1 − ai�

����� X = {X(t), t ∈ [0,∞)} ∈ LU (Ω) � ������������� �����
��� ������ ����

��� ��	 �����	
  θ ∈ (0, αi+1)� i = 0, . . . ,∞� ��
��!���	 ��������"

sup
|t−s|≤h;t,s∈Di

‖X(t)−X(s)‖LU (Ω) ≤ σi(h), 0 < h < αi + θ, %�

�� σi(h)� i = 0, . . . ,∞ � ����� �������� ���������� #��
��$ ��
�� % σi(h)→
0� h → 0�

����� ������� 
������� C(υ, i) ��
�� %∑∞
m=k−1 σ

(−1)
i ((αi + θ)υm)

σ
(−1)
i ((αi + θ)υk)

< C(υ, i), &�

�� 0 < υ < 1 & �������� '
% ��� �����	 �	��
∑∞

i=0 Bi(θ)�
∑∞

i=0
1

U(ε/Bi(θ)) � ��

Bi(θ) = Sυ,i

∫ min(σi(θ),2 supt∈Di
‖X(t)‖)

0

κ

(
αi + θ

2σ
(−1)
i (u)

+ 1

)
du,

Sυ,i =
1

υ(1− υ)
·max

(
2, [C(υ, i)]

3− υ

1− υ

)
.

� ��	 ���� θ > 0� ε > 0 �� 0 < υ < 1 ����� ����� ���������"∥∥∥∥∥ sup
|t−s|<θ,t,s∈[0,∞)

|X(t)−X(s)|
∥∥∥∥∥

LU (Ω)

≤
∞∑

i=0

Bi(θ) '(�

��

P

{
sup

|t−s|<θ,t,s∈[0,∞)

|X(t)−X(s)| > ε

}
≤

∞∑
i=0

1

U
(

ε
Bi(θ)

) . ''�



��� �� �� ���	
����  �� �� �	��������	

���������� ���	 ���� �	
������ ��� � ����� �� ������������ ���
��
���

P

{
sup

|t−s|<θ,t,s∈[0,∞)

|X(t)−X(s)| > ε

}
≤ 1

U (ε/
∑∞

i=0 Bi(θ))
. ����

��������� �� ���� �	
������ ��� � �� �� �� �!� 	���"����� ε > 0 �	
������ 

���

∑∞
i=0 1/U (ε/Bi(θ))� �
#���� ���� ��� �� �  �	
��$�� �� ��$ ���$�� ��!$���� i

�����$�!��� i > M� Bi(θ) < 1� ���� ��$ %$& i ����'

U

(
ε

Bi(θ)

)
≥ 1

Bi(θ)
U(ε)

�� ∞∑
i=M

1
U (ε/Bi(θ))

≤ 1
U(ε)

∞∑
i=M

Bi(θ) < ∞.

( ������� 	���� ���� ���!���$ U(x) = |x|p� p > 1� ��
∞∑

i=0

1
U (ε/Bi(θ))

=
1
εp

∞∑
i=0

(Bi(θ))p,

��	�� ���!$�� �$���%
�� ��!$ %�# ��� 	
������� � ��� �� � ���	
������� )�
� �����∑∞
i=0(Bi(θ))p ≤ (

∑∞
i=0 Bi(θ))

p
� *���� �����!
 ����+$� ���
��
��� ���� �� ����� ��

���
��
��� �� ��


��������	 *��
!��$ �����$# ���%�� �����
!��� ����$ �,� �� �-�� ��� ���$� +$����
�� ������� �
��
��� Di� i = 0, . . . ,∞� �$����.���� ����$ �1� �� ��� ������$ ���
��!� �
����
��$& Sυ,i� Ci(υ)� i = 0, . . . ,∞�� � ���� �� %
. �������. �!� �������
i = 0, . . . ,∞ ��.�� �
�%� ���
�����
'∥∥∥∥∥ sup

|t−s|<θ,t,s∈Di

|X(t)−X(s)|
∥∥∥∥∥

LU (Ω)

≤ Bi(θ)

��

P

{
sup

|t−s|<θ,t,s∈Di)

|X(t)−X(s)| > ε

}
≤ 1

U (ε/Bi(θ))
,

��

Bi(θ) = Sυ,i

∫ min(σi(θ),2 supt∈Di
‖X(t)‖)

0

κ

(
αi + θ

2σ
(−1)
i (u)

+ 1

)
du,

Sυ,i =
1

υ(1− υ)
·max

(
2, [C(υ, i)]

3− υ

1− υ

)
.

(�
��$ �����$��'∥∥∥∥∥ sup
|t−s|<θ,t,s∈[0,∞)

|X(t)−X(s)|
∥∥∥∥∥

LU (Ω)

≤
∥∥∥∥∥ sup
|t−s|<θ,t,s∈�∞i=0 Di

|X(t)−X(s)|
∥∥∥∥∥

LU (Ω)

≤
∞∑

i=0

∥∥∥∥∥ sup
|t−s|<θ,t,s∈Di

|X(t)−X(s)|
∥∥∥∥∥

LU (Ω)

≤
∞∑

i=0

Bi(θ),

���!��
+��

P

{
sup

|t−s|<θ,t,s∈[0,∞)

|X(t)−X(s)| > ε

}
≤ P

{
sup

|t−s|<θ,t,s∈�∞i=0 Di

|X(t)−X(s)| > ε

}

≤
∞∑

i=0

P

{
sup

|t−s|<θ,t,s∈Di

|X(t)−X(s)| > ε

}
≤

∞∑
i=0

1
U (ε/Bi(θ))

,

�� # ����
	�� 	�!� ������$� �



���������	
� ���	��
 � �������� ���
��  �����	
 �������� C[0,∞) ���

�������� 	
�
 ���� ������	
�� ����� 
������ ���� 
� ������ {X(t), t ∈ [0,∞)}
���������� ����������� � ���������
	 ��

��������� ���� ������	
�� ����� 
������ ���� 
� �������� ��� Bi(θ) → 0 ���
θ → 0� 
� � sup|t−s|<θ,t,s∈[0,∞) |X(t)−X(s)| → 0 ��� θ → 0 �� ���������
	�

�
��� ����� ����
���� ������ �����������
� {θk, }k≥1� ������� θk → 0� k →
∞� �� sup|t−s|<θk,t,s∈[0,∞) |X(t) − X(s)| → 0 � ���������
	 ����� � � ��������

sup|t−s|<θ,t,s∈[0,∞) |X(t)−X(s)| � ����
���� ����
�	��	 !��� ��	 ��� θ� 
� �

sup
|t−s|<θ,t,s∈[0,∞)

|X(t)−X(s)| → 0

��� θ → 0 � ���������
	 ����� � �

�������� 	
�
 ����� [0,∞) =
⋃∞

i=0 Ai� �� Ai = [ai, ai+1]� {ai, i = 0, . . . ,∞} � �� 
��!��� ����
�	"� ���!�������
�� ���"��� a0 = 0� #����"��� Di = [ai, ai+1 + θ]�
αi = ai+1 − ai�

����� ������ {X(t), t ∈ [0,∞)} ∈ Lq(Ω) $
�%
� U(x) = xq $q ≥ 1&& � ������ 
%�!���� ���������� ������� ���"��� �! %��� ��'� 0 < θ < αi+1� i = 0, . . . ,∞�
������(
�� ���
����)

sup
|t−s|≤h;t,s∈Di

‖X(t)−X(s)‖Lq(Ω) ≤ cih
β, h ∈ Bi, 0 < β ≤ 1, "��#

�� {ci} � ������
�	"� ���!�������
��
*��� �! ���� ε > 0� 0 < υ < 1 ������(
�� ��������
�)

P

{
sup

|t−s|<θ,t,s∈[0,∞)

|X(t)−X(s)| > ε

}

≤ 2q− 1
β Sq

υ

(1− 1
βq )qεq

∞∑
i=0

(αi + θ)c
1
β

i

(
sup
t∈Di

(E |X(t)|q) 1
q

)q− 1
β

,

��

Sυ =
3− υ

υ1+ 1
β (1− υ)2(1 − υ

1
β )

.

��������� $��������� �������� ����� "%#� &����'

σ
(−1)
i (h) =

(
h

ci

)1/β

=
1

c
1
β

i

h
1
β ,

C(υ, i) =
(αi + θ)

1
β
∑∞

m=k−1 υm/β

(αi + θ)
1
β υk/β

=
1

υ
1
β (1− υ

1
β )

,

Sυ,i =
1

υ(1− υ)
·max

(
2,

[
1

υ
1
β (1− υ

1
β )

]
3− υ

1− υ

)
=: Sυ

"�� ������
� ��� i#� �������� υ ∈ (0, 1)� 
� 3−υ
1−υ ≥ 3� ������[

1

υ
1
β (1 − υ

1
β )

]
3− υ

1− υ
≥ 3,


���

Sυ =
3− υ

υ1+ 1
β (1− υ)2(1 − υ

1
β )

.



��� �� �� ���	
����  �� �� �	��������	

��������� Mi := min(σi(θ), 2 supt∈Di
(E |X(t)|q)1/q)	 
���

Bi(θ) ≤ Sυ

∫ Mi

0

⎛⎝ (αi + θ)c
1
β

i

2u
1
β

+ 1

⎞⎠1/q

du ≤ Sυc
1/qβ
i

∫ Mi

0

(
αi + θ

u
1
β

)1/q

du

= Sυc
1/qβ
i (αi + θ)1/q u−

1
βq +1

1− 1
βq

∣∣∣∣∣
Mi

0

= Sυc
1/qβ
i (αi + θ)1/q Mi

− 1
βq +1

1− 1
βq

=: Aυ,iMi
− 1

βq +1.


��	

U

(
ε

Bi(θ)

)
=

εq

Bq
i (θ)

≥ εq

Aq
υ,iMi

q(− 1
βq +1)

.

������	 �� 
������� ���

P

{
sup

|t−s|<θ,t,s∈[0,∞)

|X(t)−X(s)| > ε

}
≤

∞∑
i=0

Aq
υ,iMi

q(− 1
βq +1)

εq

=
∞∑

i=0

Sq
υ

(1− 1
βq )qεq

(αi + θ)c
1
β

i Mi
q− 1

β

≤ 2q− 1
β Sq

υ

(1 − 1
βq )qεq

∞∑
i=0

(αi + θ)c
1
β

i

(
sup
t∈Di

(E |X(t)|q)1/q

)q− 1
β

,

��

Sυ =
3− υ

υ1+ 1
β (1− υ)2(1− υ

1
β )

. �

�� ���������	 
������ � 
������� ������ ����� �����	��

���
������������ ��
� ≤ γ

�������
���� �������� 
��������� ��� ����������� �������� ����� ������

!"������� ������������#��$� 
��" �� %��#&� γ � ��
���� ����
��" C[0,∞)�
'������� ���%(���� ����������

��������� �	
	 ������ X̃(t) ��%����� X(t) �� 
�����
� ε > 0 
� ����)���
� 1− δ	

0 < δ < 1 � ����
��� *���(� A	 ��+�

P
{∥∥∥X(t)− X̃(t)

∥∥∥
A

> ε
}
≤ δ.

��������� �	�	 ,����� !"������� ������������#��$� 
��" �������
#�� ���� !"�-

��� f(z)	 ��� ��� ∀z �������#��� ��������
# 
��" |f(z)| ≤ A1e
A2|z|	 �� ����� A1	 A2

�� ������
# ��� z� .���� ����� $���# ����
��
� A2	 ��� ��� ��� ����� ��������

��������
#	 �������
#�� 
���� !"���� f(z) � ���(���
#�� �� !���"���

σ = lim|z|→∞
ln |f(z)|
|z| .

��������� �	�	 /��$������ ����
�� C ����������( �%������( !"����)	 ������
�-

�� ���$� � !"���� �� R� ���#���� ����" ������" M !"����) f(x)(−∞ < x < ∞)	
��� ���"
# � �� ������
� C� 0����) !"���� f(x) ∈ M ���
����� " �����������
#

������" ���( 
�( ����( !"����) F (x) ������������#��$� 
��" ≤ γ(γ > 0)	 ��� ���(

f(x)− F (x) ∈ C� ,� ������" ��������� Nf � ���������

Aγ [f ] =

{
∞, ��+� Nf �������,

infF∈Nf
‖f − F‖, ��+� Nf ����������



���������	
� ���	��
 � �������� ���
��  �����	
 �������� C[0,∞) ���

��������� Aγ [M ] = supf∈M Aγ [f ]	 
����� 
��������� ���� �������� ��
��������
������ ��	�
�� ��������� ������������ � ������� �������� C ��� ����� M �

��
������ εγ(f) := Aγ−0[f ]�

��������� �	� ��� !	 "��# f(x) $ ���������� ���������� %������ � ����������
�� ������������ ��������� I� &� ������� ������������� ��
�������� ω(δ) = ω(δ; f) =
sup|x′−x′′|≤δ |f(x′)− f(x′′)|	 x′, x′′ ∈ I�


����� �	� ��� !	 ����� ������ f(x)� −∞ < x < ∞� ��� ����	� f (r)(x) ����	�

�� r ≥ 0� �������� � ������ ���
���� �������� !�"� f (r)(x) ��������

�������� � ���� ���� ��

εγ(f) ≤ 3ω

(
1
γ

; f (r)

)
.


����� �	�	 ����� �������#�� ����� ������� $ %� ���
��� θ = 1
γ  &�	� 	��

'�	#����� γ > 0� ε > 0� 0 < υ < 1 ��� ����� �������#(

P {εγ(X) > ε} ≤
∞∑

i=0

1
U
(
2ε/(3Bi (1/γ))

) .

)���	�� '��������� ������� (�) ��� r = 0 �� ����� %�����#� *������� ������
{X(t), t ∈ [0,∞)} � ���������� ����������� 
 #���������+ )	 �� ��������,

P {εγ(X) > ε} ≤ P

{
ω

(
1
γ

; X
)

>
2ε

3

}
≤

∞∑
i=0

1
U
(
2ε/(3Bi (1/γ))

) . �

�������� �	�	 ����� ������# ���� ������� $ % �������#�� ����� ����	�� $ *�

���
��� θ = 1
γ  &�	� 	�� '�	#����� γ > 0� ε > 0� 0 < υ < 1

P{εγ(X) > ε} ≤ 3qSq
υ(

1− 1
βq

)q

2
1
β εq

∞∑
i=0

(
αi +

1
γ

)
c

1
β

i

(
sup
t∈Di

‖X(t)‖
)q− 1

β

,

	�

Sυ =
3− υ

υ1+ 1
β (1− υ)2

(
1− υ

1
β

) .

)���	�� -����������+�� ��������+ ������� �� �������� ��.	 ��������,

P {εγ(X) > ε} ≤ P

{
ω

(
1
γ

; X
)

>
2ε

3

}
≤ 2q− 1

β Sq
υ(

1− 1
βq

)q (
2ε
3

)q

∞∑
i=0

(
αi +

1
γ

)
c

1
β

i

(
sup
t∈Di

‖X(t)‖
)q− 1

β

=
3qSq

υ(
1− 1

βq

)q

2
1
β εq

∞∑
i=0

(
αi +

1
γ

)
c

1
β

i

(
sup
t∈Di

‖X(t)‖
)q− 1

β

,

��

Sυ =
3− υ

υ1+ 1
β (1− υ)2(1− υ

1
β )

. �

/� �������� ��	��
���� Lq(Ω)��������

"������� ������ ��������� ������������ Lq(Ω)0�������� � ������� C[0,∞) ������
%�������� ���������������1� ���� ≤ γ�



��� �� �� ��	
���� � �� �� �
�������


���� ������ �� 	��
��� � 
�� ���	�� ������� �����		��

�����
� ���� ����� ��� 	
���� {X(t), t ∈ [0,∞)} ���������� ����� ������� ����

� ����� ������ (E |X(t)|q)1/q ≤ c∗
tη � η > q− 1

β � β > 1
q � q ≥ 1� c∗ = const� ����� ����	


���� ��� ������ �� ��� 
����	 
������ 
������� ���� ��� ��������� γ > 0� ε > 0�
0 < υ < 1 ��� ���� ����������

P{εγ(X) > ε} ≤ 3qc
q− 1

β∗ Sq
υ(

1− 1
βq

)q

2
1
β εq

∞∑
i=0

(
αi +

1
γ

)
c

1
β

i a
−η(q− 1

β )

i ,

��

Sυ =
3− υ

υ1+ 1
β (1− υ)2(1 − υ

1
β )

.

���������� �� �������	
 �� 
��
	�

P{εγ(X) > ε} ≤ 3qSq
υ

(1− 1
βq )q2

1
β εq

∞∑
i=0

(
αi +

1
γ

)
c

1
β

i

(
c∗
aη

i

)q− 1
β

=
3qc

q− 1
β∗ Sq

υ

(1− 1
βq )q2

1
β εq

∞∑
i=0

(
αi +

1
γ

)
c

1
β

i a
−η(q− 1

β )

i .

������� �	 ����� ai = ei� i = 1, . . . ,∞�
�	�� αi + 1

γ < αi + αi = 2(ai+1 − ai) = 2(ei+1 − ei) < 2ei+1�

sup
t∈Di

‖X(t)‖ =
c∗
aη

i

= c∗e−iη,

������ �����	������ �	 {ci} � � ����! � "�	��
� #� 	���$��
	�

P {εγ(X) > ε} ≤ 2e · 3qSq
υc

1
β

0

(1− 1
βq )q2

1
β εq

∞∑
i=0

ei
(
c∗e−iη

)q− 1
β

=
2e · 3qSq

υc
1
β

0 c
q− 1

β∗
(1 − 1

βq )q2
1
β εq

· 1

1− e1−η(q− 1
β )

=
c

εq,

��

c =
2e · 3qSq

υc
1
β

0 c
q− 1

β∗
(1− 1

βq )q2
1
β εq(1− e1−η(q− 1

β ))
. �

#�%� 
�������� �������	

������� �	�	 ����	 [0,∞) =
⋃∞

i=0 Ai� �� Ai = [ai, ai+1]� {ai, i = 0, . . . ,∞}  ���

������ !����"#� 
����������� 
��#��� a0 = 0� $�!��#��� Di = [ai, ai+1 + 1
γ ]�

αi = ai+1 − ai� ����	 γ > 0  ��������� ��� ����� �� ��� ��%��&� i = 0, . . . ,∞ ���

�������� 1
γ < αi� ����	 
���� X(t)  ����������	� E X(t) = 0� (E |X(t)|q) 1

q = ca�

� ����	 ��� ���&� ���������� ��������� ��� ��%��&� i�

sup
|t−s|≤h;t,s∈Di

‖X(t)−X(s)‖Lq(Ω) ≤ cih
β , 0 < β ≤ 1, ci = const,


��#��� {ci} ' ��!����"#� 
���������� ci ≥ ci+1� i ≥ 0� � (������ c(t)  �����
����� !����"#�� ��(������	����� 
��#���

sup
t∈Dk

|c′(t)|
|c2(t)| |ak+2 − ak|1−β



���������	
� ���	��
 � �������� ���
��  �����	
 �������� C[0,∞) ���

� ������ ����	��
�	��� 
	������ k ��������� ������ Y (t) = X(t)/c(t) ���	 ���
��������� γ > 0� ε > 0� 0 < υ < 1 
���������� ���	
�	����

P {εγ (Y ) > ε} ≤ 3qc
q− 1

β
a Sq

υ

(1− 1
βq )q2

1
β εq

∞∑
i=0

(αi + 1
γ )C

1
β

i

(c(ai))q− 1
β

, ����

��

Sυ =
3− υ

υ1+ 1
β (1− υ)2(1 − υ

1
β )

,

Ck =
ck

|c(ak)| + ca · sup
t∈Dk

|c′(t)|
|c2(t)| |ak+2 − ak|1−β .

 �
������ ����	
 �� t, s ∈ Dk = [ak, ak+1 + θ] � ���	�	 μ ∈ Dk

‖Y (t)− Y (s)‖Lq(Ω) =
∥∥∥∥X(t)

c(t)
− X(s)

c(t)
+

X(s)
c(t)

− X(s)
c(s)

∥∥∥∥
Lq(Ω)

≤ 1
|c(t)| · ‖X(t)−X(s)‖Lq(Ω) + ‖X(s)‖Lq(Ω)

∣∣∣∣ 1
c(t)

− 1
c(s)

∣∣∣∣
≤ ck|t− s|β

|c(t)| + ‖X(s)‖Lq(Ω) · |c
′(μ)| · |t− s|
|c2(μ)|

≤ ck|t− s|β
|c(ak)| + ca · sup

t∈Dk

|c′(t)|
|c2(t)| · |t− s|,

��� |t − s| ≤ |ak+2 − ak|1−β |t − s|β � �	�� ‖Y (t)− Y (s)‖Lq(Ω) ≤ Ck|t − s|β � �� Ck =
ck

|c(ak)| + ca · supt∈Dk

|c′(t)|
|c2(t)| |ak+2 − ak|1−β�

�������� {ck} � ������� � supt∈Dk

|c′(t)|
|c2(t)| |ak+2 − ak|1−β � ������ ����	��	 k� �	

� Ck � ������ ����	��	 k� �	 �	���	 ���	 ������ ������	� ���� !����� 	� �����	
��	"#���� �� ������� ��	 ����

������� �	 $�#�% � �	�� ����% ��	 ��� c(t) = ta� a > 1� a > 1
q � ai = ei�

&	��

Ck =
ck

|c(ak)| + ca · sup
t∈Dk

|c′(t)|
|c2(t)| |ak+2 − ak|1−β =

ck

eak
+ ca

a

ek(a+1)|ek+2 − ek|1−β

=
ck

eak
+

aca(e2 − 1)1−β

ek(a+β)
<

ck + aca(e2 − 1)1−β

eak
=:

c̃

eak
,

�� c̃ := ck + aca(e2 − 1)1−β �
&	�� !� �� ������' ����

P

{
εγ

(
X

c

)
> ε

}
≤ 3qc

q− 1
β

a Sq
υ

(1− 1
βq )q2

1
β εq

∞∑
i=0

(
ei+1 − ei +

1
γ

)
· c̃

1
β

eai/β
· 1

eai(q− 1
β )

<
3qec̃

1
β c

q− 1
β

a Sq
υ

(1− 1
βq )q2

1
β εq

∞∑
i=0

ei

eaiq
=

3qec̃
1
β c

q− 1
β

a Sq
υ

(1− 1
βq )q2

1
β εq(1 − e(aq−1))

=
c

εq,

�� c � ���� ���	�� �	�������� � ����

c =
3qec̃

1
β c

q− 1
β

a Sq
υ

(1− 1
βq )q2

1
β (1− e(aq−1))

. �
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���� ������ �� �	
	��� ��	��	������ ��������

������	 ���� ����� [0,∞) =
⋃∞

i=0 Ai� �� Ai = [ai, ai+1]� {ai, i = 0, . . . ,∞} � �	


����� ��	������ �	���	������� ����	�� a0 = 0� �	������	 Di = [ai, ai+1 + 1
γ ]�

αi = ai+1 − ai� ����� γ > 0 � �	������ �� ����� �	 �� �	��	 	 i = 0, . . . ,∞
���	��!���� 1

γ < αi� ����� �����	 �����"�	������ ��	"�� {X(t), t ∈ [0,∞)} � ��	


��	�� L2(Ω) � �	�����"���	� #���"�!�

r(t, s) =
∫ ∞

0

f(t, u)f(s, u) du,

�� ∃∂f(t,u)
∂t � t ∈ [0,∞)� ����	��∣∣∣∣∂f(t, u)

∂t

∣∣∣∣ < |ci(u)|, t ∈ [ai, ai+1 +
1
γ

], u ∈ [0,∞),

�

Ci = 2

(∫ ∞

0

|ci(u)|2β · sup
t∈[ai,ai+1+

1
γ ]

|f(t, u)|2(1−β)du

)1/2

<∞

� ������ �	���	������� $	�� �� %���
��	 	 β ∈ (0, 1)

P{εγ(X) > ε} ≤ 9S2
υ

(1− 1
2β )22

1
β ε2

∞∑
i=0

(
αi +

1
γ

)
C

1
β

i ( sup
t∈Di

‖X(t)‖)2− 1
β ,

��

Sυ =
3− υ

υ1+ 1
β (1− υ)2(1 − υ

1
β )

.

&	�������� ��� ��	
����� 0 < β ≤ 1 ����� ���������

E(X(t)−X(s))2 =
∫ ∞

0

(f(t, u)− f(s, u))2 du

=
∫ ∞

0

(f(t, u)− f(s, u))2β(f(t, u)− f(s, u))2(1−β) du

≤ |t− s|2β

∫ ∞

0

|f ′(μ, u)|2β · |f(t, u)− f(s, u)|2(1−β) du

≤ |t− s|2β

∫ ∞

0

|c(u)|2β · |f(t, u)− f(s, u)|2(1−β) du.

������������ �������� ���
	�
����

��� a > 0� b > 0 ��� �
��� (a + b)r ≤ cr(ar + br)� ��

cr =

{
2r−1, ��� r ≥ 1,

1, ��� 0 ≤ r ≤ 1.

��������� ��� t, s ∈ [ai, ai+1 + 1
γ ]�

E(X(t)−X(s))2 ≤ cr|t− s|2β

∫ ∞

0

|c(u)|2β ·
(
|f(t, u)|2(1−β) + |f(s, u)|2(1−β)

)
du

≤ 2cr|t− s|2β

∫ ∞

0

|c(u)|2β · sup
t∈[ai,ai+1+

1
γ ]

|f(t, u)|2(1−β) du.

� ������ 	������ r = 2(1− β) ∈ [1, 2]� ���� cr ∈ [1, 2]� �	
���

(E(X(t)−X(s))2)1/2 ≤ |t− s|β · 2
(∫ ∞

0

|c(u)|2β · sup
t∈[ai,ai+1+

1
γ ]

|f(t, u)|2(1−β)du

)1/2

,



���������	
� ���	��
 � �������� ���
��  �����	
 �������� C[0,∞) ���

�����
sup

|t−s|≤h,t,s∈[ai,ai+1+
1
γ ]

‖X(t)−X(s)‖L2(Ω) ≤ Cih
β,

��

Ci = 2

(∫ ∞

0

|c(u)|2β · sup
t∈[ai,ai+1+

1
γ ]

|f(t, u)|2(1−β) du

)1/2

.

���	
 �	��
 
���
� �	���	����	 �������� ��� ��� q = 2 ������ ��� ��������
L2(Ω)� �����	
� ��������� ���������� �����
	 �� �����	����� �
������� �	 ���� f(t, u) = 1

(1+ut)λ  λ > 1/2� ����

‖X(t)‖L2(Ω) =

√∫ ∞

0

1
(1 + ut)2λ

du =

√
1
t

(1 + ut)−2λ+1

−2λ + 1

∣∣∣∣∣∣
∞

0

=
1√

t
√

2λ− 1
.

!��
 ��"�

sup
t∈[ai,ai+1+

1
γ ]

|f(t, u)|2(1−β) =
1

(1 + uai)2λ(1−β)
,

∂f(t, u)
∂t

= − uλ

(1 + ut)λ+1
,

#����	

ci(u) =
uλ

(1 + uai)λ+1
, t ∈ [ai, ai+1 +

1
γ

].

$�%
�&

Ci = 2
(∫ ∞

0

|uλ|2β

(1 + uai)2β(1+λ)+2λ(1−β)
du

)1/2

= 2λβ

(∫ ∞

0

u2β

(1 + uai)2(λ+β)

)1/2

< ∞

��	 λ > 1/2� '������	 ai ( #�����)�� �� i �� Ci ( ������ � �������	

‖X(t)‖ ≤ K

tη
,

�� η = 1/2 K = 1√
2λ−1

 �� #����� #������ �� ��	����� * �% ����	��	
  �"� �	���+

��
� #� �
��	 �� η > q − 1
β  ����� β < 2

3 �

����������

�� �� �� ����	
����� �� �� �	����� ��������	
�� Lp(ω)���
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