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Abstract. The problem of convergence in probability of exit times for the processes which are the
solutions of SDEs with diffusion coefficients satisfying Yamada condition is solved in the case of conver-
gence of the coefficients. The uniform convergence in probability of pre-limit processes to limit process
is established.
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	0

Xn(t) = Xn(0) +
∫ t

0

bn(s, Xn(s)) ds +
∫ t

0

σn(s, Xn(s)) dW (s), n ≥ 0, t ≥ 0, 1�2
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� �������	
���� �
��	
���� ��
���� Xn(0)� �
�������� bn, σn : R+ ×R → R �
���������� {W (t), t ≥ 0} � ������� ��
��� ����
��
 ��������� {Ft, t ≥ 0} �� ��
����
����
�� ��
�
�� (Ω, F, P)� ��������
� �
 	
�������� �� ����!�� ���
�
���!"�
������� ��
�� #����$

%&1n' 	
�������� bn � σn ���������� �� ��	�����" ������ (
%&2n' ������� ��
����! 	
���������

|bn(t, x)|+ |σn(t, x)| ≤ L(1 + |x|), t ≥ 0, x ∈ R;

%&3n' ��
�� )��*��! �� 	
������� ��
�� bn

|bn(t, x)− bn(t, y)| ≤ L |x− y| , t ≥ 0, x, y ∈ R;

%&4n' +�
�� #����� ,���� �	� ��
-
 ��
��"�� ���	��! ρn : R+ → R+� �
∫
0+

ρ−2
n (u) du =∞

� ��	
�����! ���������

|σn(t, x) − σn(t, y)| ≤ ρn(|x− y|), t ≥ 0, x, y ∈ R.

��������� �	 .� �� T > 0� ��
��� LT
2 (F, P) / �� ��
���

LT
2 (Ω× [0, T ], F ⊗B([0, T ]), P×λ) ,

������� !	
-
 � �����	
���� ��
������ � ������
" ��������"∫
Ω

∫ T

0

X2(t, ω)λ(dt) P(dω) < ∞.

+�
�� (&1n)�(&4n) -�����"� ��������! � ������� �����
-
 �
��0!�	� ����!��
�! %1' �� 	���� LT

2 (F, P) ��! 2����!	
-
 T > 0 34� 56�

��������� 
	 .� �� τk / �
���� ���*
-
 �� 
�� �����	
�
-
 ��
���� Y � �����
���� (−k, k)� �
������
 ����� τ = limk→∞ τk -�����" %�	������� �2
 ���	�������'
�
�

��
 ��
��"�
� �
����
��
�� �
����� �� 
�� τk ��� k → ∞� ��
��� Y ���
�������! ��-��!����� !	�


P(τ = ∞) = 1.

���������� 1	 7� ��	
����! ��
� (&1n)�(&4n) ��
��� Xn 2��� ��-��!���� ��
���
�
� � ������������ ���	
��!�� 34� 56�

.������� ������� �
�����! �	������
�� �
����� ��������
-
 ��
���� Xn�

���� �	 
���� ���������� ������������� ���������������� �������� %1' �����
��������� ����� ( 1n)−( 4n)	 !��� ����� ��� ����� C" ��������� ��� n" #� ���
���� t ≥ 0 �� γ > 0

E |Xn(t)|γ < [|Xn(0)|γ + C · t] · exp [C · t].
$��������	 7����8��
� �
 �
����
 �
���� ���� ��! ��� γ = 2p� p ∈ N � 9���
���
 �������� �
��� �����	� νk = inf{t : |Xn(t)| ≥ k} � ���	��" f(x) = x2p�
7��
����
 �
����� ,
 �
 f(Xn(t ∧ νk)) � 
������
 �������

f(Xn(t ∧ νk)) = f(X(0))

+
∫ t∧νk

0

[
f
′
(Xn(s)) · bn(s, Xn(s)) +

1
2
f
′′
(Xn(s)) · σ2

n(s, Xn(s))
]

ds

+
∫ t∧νk

0

f
′
(Xn(s)) · σn(s, Xn(s)) dW (s).



��� �� �� ��	
�� � � � ����	��

� ���� ����� (Y 2n) �	
��� ��(
E

∣∣∣∣∫ t∧νk

0

f
′
(Xn(s)) · σn(s, Xn(s)) dW (s)

∣∣∣∣2
) 1

2

≤ 2pt
1
2 k2p−1L(1 + k) <∞,

��� E
∫ t∧νk

0 f
′
(Xn(s)) · σn(s, Xn(s)) dW (s) = 0 � �	
 �����

E(Xn(t ∧ νk))2p = (Xn(0))2p

+
∫ t

0

[
E
[
2p · bn(s ∧ νk, Xn(s ∧ νk)) · (Xn(s ∧ νk))2p−1

]
+ E

[
p(2p− 1)σ2

n(s ∧ νk, Xn(s ∧ νk))(Xn(s ∧ νk))2p−2
]]

ds.

���

����� ������� �	��	���� ������	��� ��� �����	�	�� � ��	��� �	���� ������
�� ����  �� �!��� �"����	
���! �����# ($2n)� 	 	"�� ��������# %������	 ���
�	��	����& ������	�!�

E
[
bn(s ∧ νk, Xn(s ∧ νk)) · |Xn(s ∧ νk)|2p−1

]
≤ L · E

[
|Xn(s ∧ νk)|2p−1 + |Xn(s ∧ νk)|2p

]
≤ L ·

[(
E |Xn(s ∧ νk)|2p

) 2p−1
2p

+ E |Xn(s ∧ νk)|2p

]
≤ L ·

[
1 + 2 · E |Xn(s ∧ νk)|2p

]
.

�'�

(�	������� �� �'� �����
�� ����"� ������� �	��	������ ������	��� � ��	���
�	���� ���

E
[
σ2

n(s ∧ νk, Xn(s ∧ νk)) |Xn(s ∧ νk)|2p−2
]
≤ L2 ·

[
1 + 2 · E |Xn(s ∧ νk)|2p

]
.

�	"�� ������ ��� ����	 �������	� � �	������� �������

E(Xn(t ∧ νk))2p ≤ (Xn(0))2p +
[
L̃(p + 2p2) · t + 2

∫ t

0

E(Xn(s ∧ νk))2p ds

]
,

�� L̃ ) ���"	 �	�	� �� *	����! ��+� ��� L� ,"����	�+��! ��������# -�������	
	 �������	�+� k →∞� ����	
��

E(Xn(t))2p ≤
[
(Xn(0))2p +

(
L̃(p + 2p2)

)
· t
]
· exp

(
2 · L̃ (p + 2p2

) · t) .

�� *	���+�
 ��������� ����� �

.��������� �� ��� ���& t ≥ 0� x ∈ R� �	
 ����� */�����! "��0���
���

bn(t, x) → b0(t, x), σn(t, x) → σ0(t, x), n →∞, �1�

	 	"�� Xn(0)→ X0(0)� n →∞�
� ��/�� 234 ��	������� �	������ ��*��!	 ���� */������ ��*�5�*"�� ��&	���

���& ��0������	�!��& ������! �6��

������� �� ����� ��� 	
����
�
��� ��
��������� ��������������� ������ �6�
��
������� ��
� (�1n)�(�4n) �� ��������� �1��  
�� ��! ����� �����	�� ���"
������

E[|Xn(t)−X0(t)|]→ 0, n →∞,

#
 ��
��!���� ���
����
 �� ���������� ���������

����� ��	������ ��*��!	 ���� ����������7 */������ *	 ���������# ��*�5�*"��
��&	�����& ��0������	�!��& ������! �6� �� ��	������� ��������
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	��� ����������� �������
	������� �	������ ��� ���
���������� ����� (�1n)�(�4n) � ��� �	�
� ��	 �	�� ����	
	��	� � ���! "��	
��� T > 0# ε > 0 ��� �	�
� ��	 �	��

P

(
sup

t∈[0,T ]

|Xn(t)−X0(t)| > ε

)
−→ 0, n →∞.

$��������! � ���	 
����� 	��	��� �� ��	����� ��� ��� ���� ����� ���	���
���� �� � �!���
� ��"�
��	# ���	 	��	��� �� ����� B > 0 
���� �� |Xn(0)| < B�
n ≥ 0�

$�
���	��� �� ��� 	��# t1 ∈ [0, T ]� t2 ∈ [0, T ]� 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T � ����� 
��� H > 0�
�� 	�����
��� ����	���
�

E(Xn(t1)−Xn(t2))4 ≤ H(t1 − t2)2,

��"��� H ����!
� �%� 	�� �
���& L � ���	 (	2n)�
���%��� ��	���
�

(Xn(t2)−Xn(t1)) =
∫ t2

t1

bn(u, Xn(u)) ds +
∫ t2

t1

σn(u, Xn(u)) dW (u).

'��� 	����
���� ����	���
� (a + b)4 ≤ 8a4 + 8b4� ����	���
� (�%�� ���	 �� ���)��
*���
 ��	����� ���� ����	���
�

E

(∫ b

a

f(t) dW (t)

)4

≤ 36(b− a)
∫ b

a

E |f(t)|4 dt

+,-� ��� 	�����
��� ��� 	��# 	����# )���*�� f(ω) : [a, b] × Ω → R� .����� 	��
����

�	� �
��� ���)�*���
 �����"�� C� /��� "���� ��!��� �����


E(Xn(t2)−Xn(t1))4 ≤ 8 E

[∫ t2

t1

bn(u, Xn(u)) du

]4
+ 8 E

[∫ t2

t1

σn(u, Xn(u)) dW (u)
]4

≤ C(t2 − t1)3
∫ t2

t1

E[bn(u, Xn(u))]4 du + C(t2 − t1)
∫ t2

t1

E[σn(u, Xn(u))]4 du

≤ C(t2 − t1)3
∫ t2

t1

E[1 + |Xn(u)|]4 du + C(t2 − t1)
∫ t2

t1

E[1 + |Xn(u)|]4 du.

� ��� � 	��	�� � ��!����
� 	��# �����
�	 ���*���	 Xn � *� ��	��%�� ��	������
��
�� ��& ����	���
��

/��� "���� ��� ���*� ��� �� 	������� ������
���
� ���	������# ���� �� 	�����
	���0
� 	�����	� ���*���� Xn� �	��� 	��	��� �� �������	���
� ���	������#
���� �� 	����	���0
� ���*���� {Yn = Xn−X0} 
���! � ��� �� 	������� ������
��0�

/��� ��	����� ����������	���
� ���*���	 Ynk
���

� ��� �� � �!�� �� �����1�

���*��� ����������	���
� {Ynkl
}2 Ynkl

⇒ Y∞� l → ∞� � 
����� � 	��	��� ��

��� ���*� � �!���
� Ynkl
(t) P−→ 0� l → ∞� ��� ��!��1� t ≥ 0� 3
!�� Y∞(t) = 0�

t ≥ 0� � �������	���
� ���*���	 Yn ��� �� � �1��
��� �� 4� 3������ ��� ��0 1���*�0
���*���	 � �
���� 
� ���*�� Yn � �1�0
��� �� 4 �� ���	�����
0 	 ��	�������� ��
�*�
����
��� C[0, T ]� /� 
�

P

(
sup

t∈[0,T ]

|Xn(t)−X0(t)| > ε

)
−→ 0, n →∞,

�� ��	��%�� ��	������ 
������ �
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������	
�� �������� ���� ��������� ������	 	
���� ������
��
� �
������
�
������	 �� ����
 �� ������ 	
���� ����
����� ������ � ���� ����� ����
�
 ��� Xn ! ���	"#��$ ���������� ����������� �������
����� �
������������

��	�#��#

Xn(t) = Xn(0) +
∫ t

0

bn(Xn(s)) ds +
∫ t

0

σn(Xn(s)) dW (s), n ≥ 0 %&'

� �	
���$�	
�
 �����$�	
�
 ���	��
 Xn(0) ��$
�
( �� ��# �#$��� B > 0 ���
���� |Xn(0)| < B( n ≥ 0� )�
����
��( �� $��������
 �
� ��	�#�� ����	����#*��
���	
 (+1n)( (+3n) �� ���	


%+5n' $��������
 bn �� σn ������( ����� ����� K > 0 ��$( ��

|bn(x)|+ |σn(x)| ≤ K, x ∈ R.

%+6n' ���	� ,���� �� $��������
 �
����� σn

|σn(x) − σn(y)| ≤ A
√
|x− y|, x, y ∈ R.

)�
����
�� ��$��( �� ��# t ≥ 0( x ∈ R ��� ���� ���������

Xn(0)→ X0(0), bn(x) → b0(x), σn(x) → σ0(x), n →∞. %-'

.��� ���	
 �������*�� ����	���# �� ��
����� �
������ ���	"#�$� �� $���� LT
2 (F, P)

��# ����/#$��� T > 0 012� 3�$�� �� �����* 4 ����� ��	������� ��������� �� ���/
	������* ������	 Xn �� ����
����� ������ X0 �� $������ $����$���
5���� �#$� l, r ∈ R ��$�( �� l < Xn(0) < r ��# 	��� n ≥ 0� �	��� ��������

�����
 	
����6

τ
[l,r]
n,T = inf{t ≥ 0 : Xn(t) /∈ [l, r]} ∧ T, n ≥ 0.

������� �� ����� ���	�
� Xn �������� ��������� %&'� ���������
� ���
����
��

(Y 1n)� (Y 3n)� (Y 5n)� (Y 6n)� ��� ��
	� �����
�� %-' �� �
��� a > 0 ����� ��

|σn(x)| > a� x ∈ R� n ≥ 0� �� � ��� ��
	� ��
����� �����
�� �������� ���� �

∀ε > 0 : P
(∣∣∣τ [−∞,r]

n,T − τ
[−∞,r]
0,T

∣∣∣ > ε
)
−→ 0, n →∞.

!��� ����� 5�	
���( ��

P
(∣∣∣τ [−∞,r]

n,T − τ
[−∞,r]
0,T

∣∣∣ > ε
)

= P
(
τ

[−∞,r]
n,T − τ

[−∞,r]
0,T > ε

)
+ P

(
τ

[−∞,r]
0,T − τ

[−∞,r]
n,T > ε

)
.

%7'

8����#��� ��9
� ������$ 	 ���	�� ����
�� %7'� )���# {τ [−∞,r]
n,T − τ

[−∞,r]
0,T > ε} ���

���$�� ���	������� �������( �� ����� Xn ���#� ��	�# r � ����9 #$ �� ��� ε ����#
����( #$ ����� X0 ���#� ������ ��	�#� 3����(

P
(
τ

[−∞,r]
n,T − τ

[−∞,r]
0,T > ε

)
= P

⎛⎝ sup
0≤t≤τ

[−∞,r]
0,T +ε

Xn(t) < r, X0(τ
[−∞,r]
0,T ) = r

⎞⎠ .



��������� 	
	����� ��
�� ���

����� ��� �	�
���� δ > 0

P

⎛⎝ sup
0≤t≤τ

[−∞,r]
0,T +ε

Xn(t) < r, X0

(
τ

[−∞,r]
0,T

)
= r

⎞⎠
= P

(
sup

0≤t≤τ
[−∞,r]
0,T +ε

|Xn(t)−X0(t)| > δ,

sup
0≤t≤τ

[−∞,r]
0,T +ε

Xn(t) < r, X0

(
τ

[−∞,r]
0,T

)
= r

)

+ P

(
sup

0≤t≤τ
[−∞,r]
0,T +ε

|Xn(t)−X0(t)| ≤ δ,

sup
0≤t≤τ

[−∞,r]
0,T +ε

Xn(t) < r, X0

(
τ

[−∞,r]
0,T

)
= r

)

≤ P

⎛⎝ sup
0≤t≤τ

[−∞,r]
0,T +ε

|Xn(t)−X0(t)| > δ, X0

(
τ

[−∞,r]
0,T

)
= r

⎞⎠
+ P

⎛⎝ sup
τ
[−∞,r]
0,T ≤t≤τ

[−∞,r]
0,T +ε

X0(t) < r + δ, X0

(
τ

[−∞,r]
0,T

)
= r

⎞⎠ .

�������� �����

P

⎛⎝ sup
τ
[−∞,r]
0,T ≤t≤τ

[−∞,r]
0,T +ε

X0(t) < r + δ, X0(τ
[−∞,r]
0,T ) = r

⎞⎠ .

����� X0 � ���� ������
���� �����
�� ����� τ
[−∞,r]
0,T � ������ �	�����

������ ���	���
� !��
����� " ���#�� ����� ������" � �#�� ��������

���� �������
�	 ����������


P

⎛⎝ sup
τ
[−∞,r]
0,T ≤t≤τ

[−∞,r]
0,T +ε

X0(t) < r + δ, X0

(
τ

[−∞,r]
0,T

)
= r

⎞⎠
= P

(
sup

0≤t≤ε
X0(t) < r + δ, X0(0) = r

)
.

$� 	��� X0(0) = r ���� ����	��	 ����	

sup
0≤t≤ε

(X0(t)− r) = sup
0≤t≤ε

(∫ t

0

b0(X0(s)) ds +
∫ t

0

σ0(X0(s)) dW (s)
)

≥ sup
0≤t≤ε

(∫ t

0

σ0(X0(s)) dW (s) −K · t
)

.



��� �� �� ��	
�� � � � ����	��

���� ��� δ1 > 0 ��	
�����

P

(
sup

0≤t≤ε
(X0(t)− r) < δ, X0(0) = r

)
≤ P

(
sup

0≤t≤ε

[∫ t

0

σ0(X0(s)) dW (s)−K · t
]

< δ

)
= P

(
sup

0≤t≤ε

[
σ0(r) ·W (t) +

∫ t

0

[σ0(X0(s))− σ0(r)] dW (s)−K · t
]

< δ

)

= P

(
sup

0≤t≤ε

[
σ0(r) ·W (t) +

∫ t

0

[σ0(X0(s))− σ0(r)] dW (s)−K · t
]

< δ,

sup
0≤t≤ε

∣∣∣∣∫ t

0

[σ0(X0(s)) − σ0(r)] dW (s)
∣∣∣∣ < δ1

)

+ P

(
sup

0≤t≤ε

[
σ0(r) ·W (t) +

∫ t

0

[σ0(X0(s))− σ0(r)] dW (s)−K · t
]
< δ,

sup
0≤t≤ε

∣∣∣∣∫ t

0

[σ0(X0(s)) − σ0(r)] dW (s)
∣∣∣∣ ≥ δ1

)

≤ P

(
sup

0≤t≤ε
[σ0(r) ·W (t)] < δ + δ1 + K · ε

)

+ P

(
sup

0≤t≤ε

∣∣∣∣∫ t

0

[σ0(X0(s))− σ0(r)] dW (s)
∣∣∣∣ ≥ δ1

)
.

��

���������� ��	������� ��	�������	������� �� ���������� ������� � �	���� �� 
��
�� �� � ��	
����� ��������

P

(
sup

0≤t≤ε

∣∣∣∣∫ t

0

[σ0(X0(s)) − σ0(r)] dW (s)
∣∣∣∣ ≥ δ1

)

≤ 1
δ2
1

· E
([

sup
0≤t≤ε

∫ t

0

|σ0(X0(s))− σ0(r)| dW (s)

]2)

≤ C1

δ2
1

· E
[∫ ε

0

(σ0(X0(s))− σ0(r))2 ds

]
.

!����� ��� ��������� ����� ��"�����
���� ��	�" C# �� ����
 $���� ����� ��������

E

[∫ ε

0

(
σ0(X0(s))− σ0(X0(0))

)2
ds

]
≤ E

[∫ ε

0

C |X0(s)−X0(0)| ds

]

≤ E

(
A

∫ ε

0

∫ s

0

|b0(X0(t))| dt ds + A

∫ ε

0

∣∣∣∣∫ s

0

σ0(X0(t)) dW (t)
∣∣∣∣ ds

)

≤ C · ε2 + A

∫ ε

0

(
E

[∫ s

0

|σ0(X0(t))| dW (t)
]2
) 1

2

ds

≤ C · ε2 + A

∫ ε

0

(
E

[∫ s

0

[σ0(X0(t))]2 dt

]) 1
2

ds ≤ C ·
(
ε2 + ε3/2

)
.



��������� 	
	����� ��
�� ���

����� �����	 �
������ �����

P

(
sup

0≤t≤ε

∣∣∣∣∫ t

0

[σ0(X0(s))− σ0(r)] dW (s)
∣∣∣∣ ≥ δ1

)
≤ C

δ2
1

·
[
ε2 + ε3/2

]
.

������
������ ����� �������� ��������� ��������� ���������� ������ ��� 
�

��	 �� σ0(r) > a	 �
������� �����

P

(
sup

0≤t≤ε
[σ0(r) ·W (t)] < δ + δ1 + K · ε

)
≤ 1− 2√

2π

∫ ∞

δ+δ1+K·ε
a·√ε

exp
{(
−x2

2

)}
dx.

����� �� ����� �
��� δ 
� δ1! "�������� δ1 = ε
5
8 
� δ = δ(ε) = ε! ����

C

δ2
1

·
[
ε2 + ε3/2

]
= C ·

(
ε

3
4 + ε

1
4

)
,

δ + δ1 + K · ε
a · √ε

=
1
a
·
[√

ε + ε
1
8 + K · √ε

]
.

����� �����	 ����� h(ε) > 0 
���	 �� h(ε)→ 0	 ε→ 0 
� �������
��� ��������
�

P

(
sup

0≤t≤ε
X0(t) < r + δ, X0(0) = r

)
< h(ε).

#
$�

P
(
τ

[−∞,r]
n,T − τ

[−∞,r]
0,T > ε

)
≤ P

⎛⎝ sup
0≤t≤τ

[−∞,r]
0,T +ε

|Xn(t)−X0(t)| > δ, X0

(
τ

[−∞,r]
0,T

)
= r

⎞⎠+ h(ε).

% ���� 
������ & 
� ����� 
�	 �� τ
[−∞,r]
0,T ≤ T ��'$� �������	 �����

P

⎛⎝ sup
0≤t≤τ

[−∞,r]
0,T +ε

|Xn(t)−X0(t)| > δ, X0

(
τ

[−∞,r]
0,T

)
= r

⎞⎠
≤ P

(
sup

0≤t≤T+ε
|Xn(t)−X0(t)| > δ

)
n→∞−−−−→ 0.

����� �����	

lim
n→∞P

(
τ

[−∞,r]
n,T − τ

[−∞,r]
0,T > ε

)
≤ h(ε).

(�� �������� γ > 0 � ����� ε0 > 0 
��	 �� ��� 0 < ε < ε0 ������������

lim
n→∞P

(
τ

[−∞,r]
n,T − τ

[−∞,r]
0,T > ε

)
≤ γ.

#�������	 ��� ε > ε0 ��������
���
��� ��������
�

lim
n→∞P

(
τ

[−∞,r]
n,T − τ

[−∞,r]
0,T > ε

)
≤ γ.

% ���� ���������
� �� ��� γ > 0 ����� ��
�� �� � �$���
�

lim
n→∞P

(
τ

[−∞,r]
n,T − τ

[−∞,r]
0,T > ε

)
= 0.

)��������� �� ����������* � �$���
� ��$�� ��
�����
�	 ��

P
(
τ

[−∞,r]
0,T − τ

[−∞,r]
n,T > ε

)
−→ 0, n →∞.

#
$�	

P
(∣∣∣τ [−∞,r]

n,T − τ
[−∞,r]
0,T

∣∣∣ > ε
)
−→ 0, n →∞.

������� ��������! �



��� �� �� ��	
�� � � � ����	��

���������� �	 ������� 	�
��������� �� ���������� 
�������� �� 
���������

���
�� � ����� ��
��� ��� �������� ����� τ
[l,∞]
n,T � n ≥ 0�

���������� �	 ������� ��� n > 0 ��� ������ ����� τ
[−∞,r]
n,T � τ

[−∞,r]
0,T  �!�����"

� ���
 ���	������ �������� ���� T � �� �� ���
���# $�!��� 	
� ����
�����

�!������� � ���
�� � �	��� �!������� �������� ����� τ
[−∞,r]
n,T �� τ

[−∞,r]
0,T � 	
�"

���
� Lp� p > 1�

�����	�� ���
���  ��������� ���
�� � �� ���������� ��

������� �� 
���� ������ Xn ��������� ��������� %&'� ����������� �����������
(Y 1n)� (Y 3n)� (Y 5n)� (Y 6n)� ��� ����� ��������� %(' �� ����� a > 0 ����� ��
|σn(x)| > a� x ∈ R� n ≥ 0	  �!� ��� ����� ������� ��������� �������� ����!� ��
���"� [l, r]

∀ε > 0: P
(∣∣∣τ [l,r]

n,T − τ
[l,r]
0,T

∣∣∣ > ε
)
−→ 0, n→∞.

)� ��������� 	
	����� ��
�� �������
�
 ��
���� �� �	�� �� ����

���
��� 
��

*��� ��� 	
�+�� �� ������ ����� 
���������� �� ��������� 	
������� ��"
�� [0, T ]� 0 < T < ∞� ,�-
�� 
�������� ���
�� ) �� �	���� �������������
	
������ ���� [0,∞)�

,�� �������� ����� �� ���� [l, r]� l, r ∈ 	� l < r� 	
�+���� Xn(t) �� X0(t) !�����

������ �����	�� ������ �����

τ [l,r]
n = inf{t ∈ [0,∞) : Xn(t) /∈ [l, r]}, n ≥ 0.

.� ���+� �����	�� ���
������ /01�


��� �� 
���� !�� ������� Xn(t) ����������� ����������� (Y 1n)#(Y 4n)	
$%& '��� ∫ 0

−∞
exp

(
−
∫ y

0

2bn(z)
σ2

n(z)
dz

)
dy = ∞,

��

P

(
sup
t>0

Xn(t) = +∞
)

= 1, n ≥ 0. %2'

$�& '��� ∫ ∞

0

exp
(
−
∫ y

0

2bn(z)
σ2

n(z)
dz

)
dy = ∞,

��

P

(
inf
t>0

Xn(t) = −∞
)

= 1, n ≥ 0. %34'

5�!��� �� �������� ���� 6 � ���� 	�	�
�����6 ��� τ
[l,r]
n < ∞ ����� ��	���� ���

������� n ≥ 0 /21�
�����	�� 
��������  ������������� ���
�� ) �� �	���� ������������� ����"

���� 	
�������

������� �� 
���� ����������� ����� (Y 1n)� (Y 3n)� (Y 5n)� (Y 6n) !�� ������� Xn�
n ≥ 0	  �!� ����� ����� ������� ����!�����(
$�& �� ��������� �!���) � ���� ���� * !�� ������ X0 ��� ����� ������� ���+

������ !�� �������� ����!� τ
[l,r]
n � n ≥ 0�

∀ε > 0: P
(∣∣∣τ [l,r]

n − τ
[l,r]
0

∣∣∣ > ε
)
−→ 0, n→∞. %33'



��������� 	
	����� ��
�� ���

��� �� ���	
�

� �	�� ��� ��� � ��� ��	���� X0 �� ���� 
�����
� ����
����

��� 	�
��� ���	�� τ
[−∞,r]
n � n ≥ 0�

∀ε > 0: P
(∣∣∣τ [−∞,r]

n − τ
[−∞,r]
0

∣∣∣ > ε
)
−→ 0, n →∞. ����

��� �� ���	
�

� �	�� ��� ��� � �� ���� 
�����
� ����
���� ��� 	�
���

���	�� τ
[l,∞]
n � n ≥ 0�

∀ε > 0: P
(∣∣∣τ [l,∞]

n − τ
[l,∞]
0

∣∣∣ > ε
)
−→ 0, n →∞. ����

�	����

�� ���	
��� ����� ��������� ����	� ���� ��� �� ��� ���
��	����� �������
��� �������� 
� � �
� ����� ���!

������� ���
	 ε ∈ (0, 1)� δ > 0! " 
��� � ��
���#� $� τ
[l,r]
0 < ∞ P����%� �������

��%�

∃T > 0: P
(
τ

[l,r]
0 > T − 1

)
<

δ

2
.

&������ ' �������#� $� 	���# ���� n0� $� �
� ��	( n ≥ n0 ��# �	���

P
(∣∣∣τ [l,r]

n,T − τ
[l,r]
0,T

∣∣∣ < ε
)

> 1− δ

2
.

&���� ������ ��# �	��� ��	���

P
(∣∣∣τ [l,r]

n,T − τ
[l,r]
0,T

∣∣∣ < ε, τ
[l,r]
0 < T − 1

)
> 1− δ. ��'�

��	���� )���� 	���	��	��� � ���	� ������	 ���	�����	 ��'�! *� ���	%�� [0, T −1)
������ ��(��� τ

[l,r]
0,T )�	��#���� ) �������� ��(��� τ

[l,r]
0 ���%� ������! &��� ��%��

)������

P
(∣∣∣τ [l,r]

n,T − τ
[l,r]
0,T

∣∣∣ < ε, τ
[l,r]
0 < T − 1

)
= P

(∣∣∣τ [l,r]
n,T − τ

[l,r]
0

∣∣∣ < ε, τ
[l,r]
0 < T − 1

)
.

&���% ������ ��(��� τ
[l,r]
n,T )�	��#���� ) �������� ��(��� τ

[l,r]
n ���%� ������ ��

���	%�� [0, T − 1 + ε)! ��%� ��# �	��� �	��	���

P
(∣∣∣τ [l,r]

n,T − τ
[l,r]
0

∣∣∣ < ε, τ
[l,r]
0 < T − 1

)
= P

(∣∣∣τ [l,r]
n − τ

[l,r]
0

∣∣∣ < ε, τ
[l,r]
0 < T − 1

)
.

&���� ������ ) ��'� ������#�� ��	��� �
� ��	( n ≥ n0

1− δ < P
(∣∣∣τ [l,r]

n − τ
[l,r]
0

∣∣∣ < ε, τ
[l,r]
0 < T − 1

)
≤ P

(∣∣∣τ [l,r]
n − τ

[l,r]
0

∣∣∣ < ε
)

,

$� )���� �# ��������� �������! �

��%�� ��# �	��� )�	%�	��� )� ����	��	��+ ������	� ��(��� �����	� )	 ������ � ���
��% )�	%����	 )� ����	��	��+ ������	� ��(��� �����	� )� �	���� �� ����	��������
�������� ���	%��!

,! ��������

-�)�
����� )����� )�	%����	 ������	� ��(��� )	 ����� �����	�� $� # ��)�.�)����
���(�������( ��/�����	�
���( �	����� ) ��
	 	����+ ��/�)	#+ �� �����������
�� ���/	�	#�����! 0������
��� �	����	��� )�	%�	��� )� 	���	��	��+ ����������(
�����	� �� ���������� ������! 1 ������ �����	���( )� ����� �����	� �������
��(��� )	 ����� ����������( �����	� )�	��+���� )� 	���	��	��+ �� ������� ��(���
���������� ������ )	 �����! -�)�
����� � ����	 �� ������ ����	�������� ����
�� )�	%����	 ������	� ��(��� �����	� )� �	����!
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