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Abstract. Moment measures of the mixed empirical random point processes and marked point
processes are investigated using probability generating functions of the random counting measures.
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 K 3 ���#�����	����� �*������ �����	����� ��4��
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0��$ ��#���- ������ AK # ���������$ �0�
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��-
������ BK .
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0��$  �������# Y 0�	
�� ����� 	
������� 	�0����

AY = AX ⊗AK σ"�'!
0� AX # AK . 6
	
�� � ��#����� �������# (Y, AY ) ���������
�0�
�
��- ������ BY = BX 	BK � ���$*� ������� BY ⊂ Y �0�
�
��$ ��	# #
�#'+�� ��	#� ��'� #���$�+ ���#  & BX ∈ BX # BK ∈ BK � �� BY ⊆ BX×BK . 7'�BY

�����$�+�� ����� �# ���#��� ��������� �0�
�
��- ������� ��� �� (Y, AY , BY )
����  �.

��������� �	

	 &�� ��)����+�� ���	���� �� (E∗, X∗, P ∗)   � (Y, AY , BY )8
��� �+��� E∗ = {E∗} �'�� �#- %& E∗ = ([x1; k1], . . . , [xn; kn], . . . ) #)  � (Y, AY , BY ).

��������� �	
�	 6���	���� &�� (E∗, X∗, P ∗) ��)����+�� �������   �
(Y, AY , BY ),

���� 	'� ����
 �#- ��!� ��������#� E∗ = ([x1; k1], . . . , [xn; kn], . . . ) �������+��
����2 xi �= xj � i �= j� ��0�� ∀x ∈ X

P ∗{E∗ : N∗(E∗, {x} ×K) ≤ 1} = 1,

	


N∗(E∗, BY ) = card[E∗ ∩BY ]

3 ���	��� '#*�'+�� �#�� &�� (BY ∈ Ey = AY ∩BY ).

��������� �	
�	 6���	���� &�� (E∗, X∗, P ∗) ��)����+�� ����!� �������   �
(Y, AY , BY )� ���� 	'� ����
 �#- ��!� ��������#� E∗ �������+�� ���� xi �= xj #
ki �= kj � i �= j� ��0�� ∀x ∈ X � k ∈ K

P ∗{E∗ : N∗(E∗, {x} ×K) ≤ 1} = 1,

P ∗{E∗ : N∗(E∗, X × {k}) ≤ 1} = 1.

��������� �	
	 6���	���� &�� (E∗, X∗, P ∗) ��)����+�� ��#�*
����   �
(Y, AY , BY ),

���� ) ���#��#��$ �	����� �09�� ����
 �����, ��������#, E∗ ����
�� � ��#�*
�"
���2

P ∗ {E∗ : card[E∗] = N∗(E∗, Y ) < ∞} = 1.

��������� �	
�	 ����
� (E∗, X∗, P ∗) ��)����+�� ��#�*
���� ������� �����	��"
���� &�� �/&���   � (Y = X×K, AY = AX⊗AK , BY = BX	BK)� ���� ��!�
���
��#� (E , X, P ) = PrX (E∗, X∗, P ∗) �� �����#� ��'��
�+ X � ��#�*
���� �������
/��   � ��'��
�+ (X, AX , BX) ��:�.
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E∗ = (y1, . . . , yi, . . . , yn) = ([x1; k1], . . . , [xi; ki], . . . , [xn; kn]),

�� xi ! 	���� ����"���# ki ! ��
�� �$�������% ����% yi = [xi; ki]&

'& ������� ����		� 	
���� ������� 
��������� ����������

������������� 	������� ����
���

(������� �������� ������$) ���	� 	��
�% ���*��$) ����
$��$) �$������$)
���
������$) 	�����$) �
�+���� ����� � ������	�$) ��	
$��$) �
��	�
�) ,-.#
--# /.# /-0& �
$���	$��# 1� (X, AX , ϑ) � �$��
�$2 ������	�$2 ��	
$��$2 �
��	�

(X, AX) � ��
�� ϑ# ��	
$��� ρX(xi, xj) � �
$
����� �$��� �$3
��$�$ �	
��	�
��$
�$��
�$) ���"$� AX 2 �3��"��$) ���"$� BX ,-.0& 4��
���# ��
� ϑ ��"� 3�	$
��
�� 5�3��� �3� �������� ��
$ 5�3���# �1� ��	
$��$2 �
��	�
 X � ������	�$�
�
���	����$� ����
��+�2����$� ������$��� ����
�# ������%� 	�1�� ,//# /'0& 6�7

"�� 	
���	�
� E ����������� �
��	��� ��� D̃ = (E, X, P) � �3��"����� �
��	�
�
�8�� (X, AX , BX) � 
��
��"���� ���"$��� ��	
$����� �
��	�
� X � �������	��
�� ���������% �����������	� 	���� E = (x1, . . . , xi, . . . , xn)# �� xi ! 	���� ����"���
�xi ∈ X # i = 1, . . . , n�&

��������� 	��$2 �$������$2 ��)����� ��3����$ ���& �� +���� ������� ���
�$������� ���$�$�$ x = x(ω) 	� ν = ν(ω)# 1� ����������	� 	��� ����$ 

'&-� �$������� ���$�$�� x(ω) 	� +����$����� �����9���� �$������� ���$�$�� ν(ω)
�$������� �� ������ ��������� 2����
������� �
��	�
� (Ω = {ω},, P):

'&/� �$������� ���$�$�$ x(ω) 	� ν(ω) ��3����	� ���������� ������� �� �$3�
7
���$) 2����
����$) �
��	�
�� (X, AX , Px) 	� (Z+, AZ+ , Pν) � 2����
����$�$
��
��$ Px 	� Pν # ��

Px(BX) = P{ω : x(ω) ∈ BX} = μ1(BX)(BX ∈ AX),

Pν(BZ+) = P{ω : ν(ω) ∈ BZ+}(BZ+ ∈ AZ+);

'&'� 
������� Px(BX) �$�������% ���$�$�$ x = x(ω) ���"��	�� �3����	�� ����7

�
��$� �������� ��
$ ϑ � �$��
���� �
��	�
� (X, AX):

'&;� x(ω) 	� ν(ω) ! ������"�� �$������� ���$�$�$&

<$������� �� �����������	� � 
��������� 2����
���	�2 Pν �$�������% ���$�$7
�$ ν(ω)� �$3$
��	�� �$��� n ∈ Z+# � ��	�� ��"�� 	
���	�
� E = (x1, . . . , xi, . . . , xn)
�39��� n �
��	��� ��� (E , X, P ) �	��
��	�� � 
�����	�	� n ������"�$) ���	�
���
������ � 	��� " �$��������� =����
$���	� G1# 1� ������ � �
��	��� �$���������
�$3�
� 3�� ����
���� 	���$ x �� �
��	�
� X & <��"��	��# 1� �$��������� �����7

$���	� G1 ���������� 2����
����$2 �
��	�
 (X, AX , Px)&

8	"�# 	
���	�
�� E ��"�� 
������	$ � 
������+�� � �$3�
������ �$��
����
�
��	�
� (X, AX) ���������% �
��	�% ���
�������% 
��
��"���% �$�������% ���"$�$
����	�
� > �$3�
�$�

E = E(ω) = (x1(ω), . . . , xi(ω), . . . , xν(ω)(ω)) �-�

�$��������� �39��� ν(ω) ������"�$) � �������� 
���������$) � 2����
������ ��
��
Px �$������$) ���$�$�# �$������$) �� 2����
������� �
��	�
� (Ω, F, P)� ,-.0& 5����
3��$	$# 1� �$������� ���$�$�� ν(ω) ��"� ��	$ 	��� ������ 

ν(ω) = N = N(E, X) = card[E ∩X ] =
∑
x∈E

IX(x),

���������� 	� �
����� ������� X � ����������� � �
�
�
����� ����� Px� ��� 	� ����
��

�� ���������� 
�
�
��� �� X �
 ������ �� �
���
������ ������
���� ����� �� � ��� �����������

��������!



�������� ���� ��	���
��� ��
���� 	������ ���

�� N(E, X) � ������	�� ��
����� �	 �������� ��
������ �	�	� ��	���� E � ��	�
��	�� X  IX(·) � ��������������� ������� ��	��	�� X �

��������� �	
	 ������	�� ��	��� D̃ = (E , X, P) �����������	 ��	���� ���!����
���������� "#$ �	�	� �	
	���� � %$ (X, AX , BX)�

&
� �	��	'	 ��(���	�	'	 	()��� n *N = n+ � �	��
���� ����	����� 	(�������
�������� ��	��� B1

X ∈ EX  B2
X = X \ B1

X ∈ EX *EX = AX ∩ BX+ �	(�����	
������	�� ��������� 
���
��� ����

N(B1
X) = N

(
E, B1

X

)
= card

[
E ∩B1

X

]
=

n∑
i=1

IB1
X

(xi).

$�� ��	�� ��	��� �	��	��
 
���
��	, ���� N(B1
X) ����	����� (��	���
��	�� ���	��

B(n, μ1(B1
X)) �� �����������	- ���	- μ1(B1

X) ./0 1023

P
{
N
(
B1

X

)
= k | N = n

}
= P

{
N
(
B1

X

)
= k, N

(
B2

X

)
= n− k | N = n

}
= Ck

nμk
1

(
B1

X

) [
1− μ1

(
B1

X

)]n−k

= Ck
nμk

1

(
B1

X

)
μn−k

1

(
B2

X

)
,

*1+

�� μ1(B2
X) = 1− μ1(B1

X) k = 0, 1, . . . , n� 4��	 B1
X , . . . , Bs

X 
⋃s

j=1 Bj
X = X  � �	��
��

�� ��������� �	�
��	������ 	(������� �������� ��	��� �� ��	��	�� X  �	 �	����	
�� ��������-���� kj ∈ Z+ j = 1, . . . , s

∑s
j=1 kj = n �	 �
� �����	'	 n *N = n+

��	��� ������� �	��	��
 
���
���� ��� {N(Bj
X), j = 1, . . . , s} ����	����� �	
��	�

���
��	�� ���	�� .1/23

P
{
N
(
Bj

X

)
= kj , j = 1, . . . , s

∣∣ N = n
}

=
n!

k1! . . . ks!
μk1

1

(
B1

X

)
. . . μks

1 (Bs
X) , *5+

��
s∑

j=1

μ1

(
Bj

X

)
= 1.

���	����	��-�� ��	��� �	��	��
� *1+ *5+ � �	���
� �	��	,  �	����	��� 	�������	
�	��	��
 
���
��	, ���� N(B1

X) � ������� �	��	��
 
���
���� ���{
N
(
Bj

X

)
, j = 1, . . . , s

}
.

&� ��	

P
{
N
(
B1

X

)
= k

}
=
∑
n≥k

P
{
N
(
B1

X

)
= k | N = n

}
P{N = n}

=
∑
n≥k

Ck
nμk

1

(
B1

X

)
μn−k

1

(
B2

X

)
P{N = n}, k ∈ Z+,

*6+

P
{

N
(
Bj

X

)
= kj , j = 1, . . . , s

}
=

∞∑
n=0

P
{

N
(
Bj

X

)
= kj , j = 1, . . . , s

∣∣ N = n
}

P{N = n}

=
∞∑

n=0

n!
k1! . . . ks!

μk1
1

(
B1

X

)
. . . μks

1 (Bs
X)P{N = n},

n∑
j=1

kj = n, kj ∈ Z+.

*7+



��� �� �� ����	
�

�� �������� ���	 
������� �����	���� �	�������� ���

������	
�� ����
�� �	�����
		� ���������	�� ��� ���
�	���� ��� ��������

���� ������	��� ����� N(B1
X) � N(B2

X)  !" D̃ = (E , X, P) ��� ���� ���#��������
	$$��� �	���	 B1

X � B2
X �� %" (X, AX ,BX)&

cov
[
N
(
B1

X

)
, N

(
B2

X

)]
= E

[
N
(
B1

X

)
N
(
B2

X

)] − E
[
N
(
B1

X

)]
E
[
N
(
B2

X

)]
. '()

%�������� ���*�	�� ���
	� E[N(B1
X)N(B2

X)]+ ����������$�� ,����� ���	���
���
�����	��� �������		� -.�/&

E
[
N
(
B1

X

)
N
(
B2

X

)]
= E

{
E
[
N
(
B1

X

)
N
(
B2

X

) | N = n
]}

=
∞∑

n=0

E
[
N
(
B1

X

)
N
(
B2

X

) | N = n
]
P{N = n}. '0)

1� ��	��� �������	�*
		� '.) ��
��#��&

E
[
N
(
B1

X

)
N
(
B2

X

) | N = n
]

=
n∑

k=0

k(n− k)P
{
N
(
B1

X

)
N
(
B2

X

)
= k(n− k) | N = n

}
=

n∑
k=0

k(n− k)P
{
N
(
B1

X

)
= k, N

(
B2

X

)
= n− k | N = n

}
=

n∑
k=0

k(n− k)
n!

k! (n− k)!
μk

1

(
B1

X

)
μn−k

1

(
B2

X

)
= n(n− 1)μ1

(
B1

X

)
μ1

(
B2

X

) n−1∑
k=1

(n− 2)!
(k − 1)! (n− k − 1)!

μk−1
1 (B1

X)μn−k−1
1

(
B2

X

)
= n(n− 1)μ1

(
B1

X

)
μ1

(
B2

X

) [
μ1

(
B1

X

)
+ μ1

(
B2

X

)]n−2

= n(n− 1)μ1

(
B1

X

)
μ1

(
B2

X

)
,

'2)

�������� μ1(B1
X) + μ1(B2

X) = 1� "��������$�� 
������� '2) � ,����� '()+ '0)+
��#��&

cov
[
N
(
B1

X

)
, N

(
B2

X

)]
= μ1

(
B1

X

)
μ1

(
B2

X

)
m[2] − E

[
N
(
B1

X

)]
E
[
N
(
B2

X

)]
, '3)

�


m[2] =
∞∑

n=0

n(n− 1)P{N = n} = E[N(N − 1)] = E
[
N [2]

]
4 ����� ,��������	�� ���
	� ���������� �
����	� N � N [2] = N(N − 1) 4 ,��
�������	� ��
��	� ������ ��� -56+ .�/�
"�����#�� �����	� ���	� ,�	���$

ΠN(B1
X ),...,N(Bs

X)(z1, . . . , zs) = E

[
z

N(B1
X)

1 . . . z
N(Bs

X )
s

]



�������� ���� ��	���
��� ��
���� 	������ ���

���������� 	
������� �������� 
�� {N(Bj
X), j = 1, . . . , s}� ���� ⋃s

j=1 Bj
X = X �

Bi
X ∩Br

X = ∅� 1 ≤ i� r ≤ s� i �= r� ������������� �
����� ��
����� �������� ����

ΠN(B1
X),...,N(Bs

X)(z1, . . . , zs) = E

{
E

[
z

N(B1
X)

1 . . . z
N(Bs

X )
s

∣∣ N = n

]}
=

∞∑
n=0

E

[
z

N(B1
X)

1 . . . z
N(Bs

X)
s

∣∣ N = n

]
P{N = n}

=
∞∑

n=0

{ ∑
k1,...,ks≥0,k1+···+ks=n

zk1
1 . . . zks

s

× P
{
N
(
Bj

X

)
= kj , j = 1, . . . , s

∣∣ N = n
}}

P{N = n}

=
∞∑

n=0

⎧⎨⎩ ∑
k1,...,ks≥0,k1+···+ks=n

n!
k1! . . . ks!

[
z1μ1

(
B1

X

)]k1
. . . [zsμ1 (Bs

X)]ks

⎫⎬⎭
× P{N = n}

=
∞∑

n=0

⎧⎨⎩
s∑

j=1

zjμ1

(
Bj

X

)⎫⎬⎭
n

P{N = n} = E

⎡⎢⎣
⎧⎨⎩

s∑
j=1

zjμ1

(
Bj

X

)⎫⎬⎭
N
⎤⎥⎦

= ΠN

(
z1μ1

(
B1

X

)
+ · · ·+ zsμ1 (Bs

X)
)
,

����

�	 ΠN (z) = E[zN ]  ������ !���"�� ���������# �	����� N $
%�
���� ������ !���"�� ���� �������& ��	�'��� 
��(������� ������ !���"�# ��)

������ 
���

ΠN(Bj
X)(zj) = E

[
z

N(Bj
X)

j

]
= ΠN

⎛⎝zjμ1

(
Bj

X

)
+

s∑
t=1,t�=j

μ1

(
Bt

X

)⎞⎠, j = 1, . . . , s,

Π
N(B

j1
X ),...,N

�
B

jh
X

� (zj1 , . . . , zjh
) = E

[
z

N(Bj1
X )

j1
. . . z

N
�

B
jh
X

�
jh

]

= ΠN

⎛⎝ h∑
t=1

zjtμ1

(
Bjt

X

)
+

s∑
t=1,t�=j1,...,jh

μ1(Bt
X)

⎞⎠ ,

�	 1 ≤ j1 < · · · < jh ≤ s� h = 1, . . . , s� �� #� ��������

Π(h)

N(Bj
X)(1) = μh

1

(
Bj

X

)
Π(h)

N (1), ����

∂h

{
Π

N(B
j1
X ),...,N

�
B

jh
X

�(zj1 , . . . , zjh
)
}

∂zj1 . . . ∂zjh

∣∣∣∣∣
zjk

=1,k=1,...,h

= μ1

(
Bj1

X

)
. . . μ1

(
Bjh

X

)
Π(h)

N (1),

��*�

�	 Π(h)
N (·)  ������� ������� h ������# !���"�# ΠN (·)$

+�	�	
� �����	��� ����� 
�
	����� 
�� ,-. D̃�
ν

(h)�D (Bj
X) = E

[
Nh(Bj

X)
]
 
�
	���� 
��� ������� h� h = 1, 2, . . . �

ν
(h)�D (Bj1

X × · · · ×Bjh

X ) = E
[
N(Bj1

X ) . . . N(Bjh

X )
]
 �
�/��� 
�
	���� 
��� ������� h�



��� �� �� ����	
�

α
(h)
�D (Bj

X) = E
[
N [h](Bj

X)
]

= E[N(Bj
X)(N(Bj

X)−1) . . . (N(Bj
X)−h+1)] � ��������	
��

������� ���� ������� h�

ν
(2)
�D (Bj1

X × Bj2
X ) = E

[
N(Bj1

X )N(Bj2
X )
]

� ������� ������� ���� ������� �������

1 ≤ j1, j2 ≤ s� j1 �= j2�

D(N(Bj
X)) = ν

(2)
�D (Bj

X)− [ν(1)
�D (Bj

X)
]2

� �������� 	���	
��� ���� N(Bj
X)�

cov
[
N(Bj1

X ), N(Bj2
X )
]

= ν
(2)
�D (Bj1

X × Bj2
X ) − ν

(1)
�D (Bj1

X )ν(1)
�D Bj2

X � ������������ ���� ��	�

������ ��� 	���	
���� ������ N(Bj1
X ) � N(Bj2

X )� 1 ≤ j1, j2 ≤ s� j1 �= j2 
!���	
��

ν
(h)
�D

(
Bj1

X × · · · ×Bjh

X

)
=

∂h
{
Π

N(B
j1
X ),...,N(B

jh
X )

(zj1 , . . . , zjh
)
}

∂zj1 . . . ∂zjh

∣∣∣∣∣
zj1=1,...,zjh

=1

,

α
(h)
�D

(
Bj

X

)
= Π(h)

N(Bj
X )

(1), ν(1)
�D

(
Bj

X

)
= E

[
N
(
Bj

X

)]
= Π′

N(Bj
X )

(1),

ν
(2)
�D (Bj

X) = E
[
N2

(
Bj

X

)]
= Π′′

N(Bj
X )

(1) + Π′
N(Bj

X )
(1),

D
(
N
(
Bj

X

))
= Π′′

N(Bj
X )

(1)−
{
Π′

N(Bj
X )

(1)
}2

+ Π′
N(Bj

X )
(1),

ν
(2)
�D

(
Bj1

X ×Bj2
X

)
=

∂2
{
Π

N(B
j1
X ),N(B

j2
X )

(zj1 , zj2)
}

∂zj1∂zj2

∣∣∣∣∣
zj1=1,zj2=1

,

��� ���"���#�� ������� ��"����" $%%&� $%'&� �(���	#)�� ������� "������������

*+, D̃ = (E , X, P) ����� ��	���
-

ν
(h)
�D

(
Bj1

X × · · · ×Bjh

X

)
= μ1

(
Bj1

X

)
. . . μ1

(
Bjh

X

)
Π(h)

N (1), $%.&

α
(h)
�D

(
Bj

X

)
= μh

1

(
Bj

X

)
Π(h)

N (1), ν(1)
�D

(
Bj

X

)
= μ1

(
Bj

X

)
Π′N (1), $%/&

ν
(2)
�D

(
Bj

X

)
= μ2

1

(
Bj

X

)
Π′′N (1) + μ1

(
Bj

X

)
Π′N (1), $%0&

ν
(2)
�D

(
Bj1

X ×Bj2
X

)
= μ1

(
Bj1

X

)
μ1

(
Bj2

X

)
Π′′N (1), $%1&

D
(
N
(
Bj

X

))
= μ2

1

(
Bj

X

) [
Π′′N (1)− {Π′N (1)}2]+ μ1

(
Bj

X

)
Π′N (1), $%2&

cov
[
N
(
Bj1

X

)
, N

(
Bj2

X

)]
= μ1

(
Bj1

X

)
μ1

(
Bj2

X

) [
Π′′N (1)− {Π′N(1)}2] . $%3&

���������� / %	 4�5� s = 2� �� �� �����	� $%6& �����)�� ������� ������ ������#
	���	
��" ��� N(B1

X) � N(B2
X)- ΠN(B1

X ),N(B2
X)(z1, z2) = ΠN (z1μ1(B1

X) + z2μ1(B2
X)) �

�������	
�� ������ ������� ���������" �	���� N(B1
X)� N(B2

X) 7'08

ΠN(B1
X)(z1) = ΠN(B1

X ),N(B2
X)(z1, 1) = ΠN

(
1 + μ1(B1

X)(z1 − 1)
)
,

ΠN(B2
X)(z2) = ΠN(B1

X ),N(B2
X)(1, z2) = ΠN

(
1 + μ1(B2

X)(z2 − 1)
)
.

!���	
�� m[2] = E[N [2]] = Π′′N (1)� E[N(B1
X)] = Π′

N(B1
X )

(1) = μ1(B1
X)Π′N (1)�

M [N(B2
X)] = Π′

N(B2
X )

(1) = μ1(B2
X)Π′N (1)� �� �� �����	� $9& ��)��

cov
[
N
(
B1

X

)
, N

(
B2

X

)]
= μ1

(
B1

X

)
μ1

(
B2

X

) [
Π′′N (1)− {Π′N (1)}2

]
. $%9&

���������� / ' $7'%8&	 4�5� ����	
�� �������� ���	��������
 �(����" �������"
������ B1

X , . . . , Bs
X �������� X � 5� ������� � ������#�
��� � ) ���(�����



�������� ���� ��	���
��� ��
���� 	������ ���

�������� X �
⋃s

j=1 Bj
X �= X � �� ���	�
� ��	�
� �
��	�

ΠN(B1
X ),...,N(Bs

X)(z1, . . . , zs) = ΠN

⎛⎝ s∑
j=1

(zj − 1)μ1

(
Bj

X

)
+ 1

⎞⎠ . ����

� ������� ������	�� ���������� ������
� �� ��
��	�
��� ����
� ������
� � �����
������ λ ���	�
� ��	�
� �
��	� ���� ��� �� ��� !�"#$

ΠN(B1
X ),...,N(Bs

X)(z1, . . . , zs) = exp
{ s∑

j=1

λμ1(B
j
X)(zj − 1)

}
. ��%�

&' ������� �	
���� �	�
����� ������
������ ���������� ���

��(������ ��������� ���	���
� �	���)
� �	�� N(BX) �*� D̃ = (E , X, P)$

N(BX) = N(E, BX) = card[E ∩BX ] =
ν∑

i=1

IBX (xi)(BX ∈ EX).

������� ��	 �!��#�� ����

%' ����	 
����� ν = ν(ω) = N ������� �	������� �	�������� ��� D̃ =
(E , X, P) � 
������
� 
�������� �� ���������� �� ��������	� ������ �����

���� � ���	���	 λ 

Pν{ν = k} = P{N = k} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . . ;

�' !������
� 
������� ν ������"�� 
�� 
������
�# 
������

{xi(ω); i = 1, . . . , ν(ω)};

+' {Bj
X : j = 1, . . . , s, s ≥ 2} $ ��
��%�� ��������� �������
����% ��	�"���#


�	���# 	��"�� ������ X� �� ������ �� �������&�%�'�

��

%,' (	������ �����%�� 	�� N(Bj
X)� j = 1, . . . , s� ���������� �� ������ �����

���� �� ���	������& 	��& λμ1(B
j
X) 

P
{
N(Bj

X) = kj

}
=

[λμ1(B
j
X)]kj

kj !
e−λμ1(B

j
X ),

�� μ1(B
j
X) = Px(Bj

X)� kj = 0, 1, 2, . . . )
�,' (	������ �����%�� 	�� N(B1

X), . . . , N(Bs
X) � ������"��	� 
 ����������


������
�	� 
�������	� 

P
{
N(Bj

X) = kj , j = 1, . . . , s
}

=
s∏

j=1

P
{
N
(
Bj

X

)
= kj

}
.



��� �� �� ����	
�

���������� �������� ���	� 
��������� �������
������ ������� ������ �������
���
� � ������������ ����� ��������� � !"

P
{
N
(
Bj

X

)
= kj

}
=
∑

n≥kj

P
{
N
(
Bj

X

)
= kj | N = n

}
P{N = n}

=
∑

n≥kj

Ckj
n μ

kj

1

(
Bj

X

)(
1− μ1

(
Bj

X

))n−kj λn

n!
e−λ

=
∑

(n−kj)≥0

n!
kj !(n− kj)!

μ
kj

1

(
Bj

X

)(
1− μ1

(
Bj

X

))n−kj λn−kj λkj

n!
e−λ

=
[λμ1(B

j
X)]kj

kj !
e−λ

∑
m≥0

[λ(1 − μ1(B
j
X))]m

m!
,

m = n− kj " #�������
∑

m≥0
[λ(1−μ1(Bj

X ))]m

m! = eλe−λμ1(Bj
X )� 
�

P
{
N
(
Bj

X

)
= kj

}
=

[λμ1(B
j
X)]kj

kj !
e−λμ1(B

j
X ).

$ %���� ������� 
����� ����%� ��������� ���� N(Bj
X) ��& ��'�� ( )*+

ΠN(Bj
X )(zj) = exp

{
λμ1

(
Bj

X

)
(zj − 1)

}
. �  !

�� �������� ���'�'� 
�������� �������
�&�� ������� 
����� ����%�� � ,!

�������������- ��������- ��� {N(Bj
X), j = 1, . . . , s}+

ΠN(B1
X ),...,N(Bs

X)(z1, . . . , zs) = exp
{ s∑

j=1

λμ1(B
j
X)(zj − 1)

}
=

s∏
j=1

ΠN(Bj
X )(zj). � .!

#������� ������� 
����� ����%� � .! ��������&
�� � ����
�� 
�����- ����
�%�� �  ! ��������
� 
� N(B1

X), . . . , N(Bs
X) / ��������� � ��������
� ��������� ���

������ ( 0*" �
	
��
����� 0",� 1����'���� ������
�
� ������&�� 
���� � �������� ����

s⋃
j=1

Bj
X = X, Bi

X ∩Br
X = ∅, 1 ≤ i, r ≤ s, i �= r.

��������� �	
	 $��������� ���%�� D̃ = (E , X, P )� 2� �����3���& 
������ )",�
������
����� ����
�� ���	���� ���������� �������������� 456 
���� ��������
� #6 (X, AX ,BX)"

������� �	
	 ����������� �� ����������� �
���� ��
����
 � �
�
������ λ ���

�
������ �������� N ��������
� �����
 ������� ΠN (z) = exp{λ(z − 1)}� �� ���� ���!
�
"�# ��$���% {Π(h)

N (1) = λh : h = 1, 2, . . . , }& ���� �� ������ �,.!'�,7! ���������%

ν
(1)
�D (Bj

X) = λμ1(B
j
X), � )!

ν
(h)
�D (Bj1

X × · · · ×Bjh

X ) = λhμ1(B
j1
X ) . . . μ1(B

jh

X )) = ν
(1)
�D (Bj1

X ) . . . ν
(1)
�D (Bjh

X ), � 0!

α
(h)
�D (Bj

X) = λhμh
1 (Bj

X) =
[
ν

(1)
�D (Bj

X)
]h

, � 8!

ν
(2)
�D (Bj

X) = λ2μ2
1(B

j
X) + λμ1(B

j
X), � 9!

ν
(2)
�D (Bj1

X ×Bj2
X ) = λ2μ1(B

j1
X )μ1(B

j2
X ), � 7!

D(N(Bj
X)) = λμ1(B

j
X), cov

[
N
(
Bj1

X

)
, N

(
Bj2

X

)]
= 0. � :!



�������� ���� ��	���
��� ��
���� 	������ ���

���������� ���	 ���� �	
������ ��	�	�� N ��� ������	� ���
���� �������� �
������� �������� ΠN (z) = exp{λ(Π(z) − 1)}� � Π(z) = q + pz(q = 1 − p) � ������
������ !���������" �	
������" ��	�	�	 � 
�������� p #��$� �� ������� ������

������ ���	�%�	& ��� {N(Bj
X), j = 1, . . . , s}� ��  �	&

⋃s
j=1 Bj

X = X � Bi
X ∩Br

X = ∅�
1 ≤ i, r ≤ s� i �= r� ��� �	'� �(

ΠN(B1
X),...,N(Bs

X)(z1, . . . , zs) = exp
{ s∑

j=1

λpμ1

(
Bj

X

)
(zj − 1)

}
.

)� �������� 	�
������� �	������� ������������ ��
������� ���

*&�� �!+�� �	!���	 ν = ν(ω) = N � �	
������ ��	�	��� �� ���
������ 
�
�'��	����� !�������%���� ������ � 
��������	 α� p #�,� �)$(

Pν{ν = k} = P{N = k} = Ck
α+k−1p

αqk, k ∈ Z+; q = 1− p,

��� ������ ������� ΠN (z) = pα(1−qz)−α �� ����-�. ��� �	
�����	& ��	�	� /01�
2� &�� �������	& 
������% ΠN (z) ��-�� 
����	 � ������3��� �	'� ��(

ΠN (z) =
pα

[p + q(1 − z)]α
=

1
[1 + β(1 − z)]α

, β =
q

p
> 0. /451

��������� �	
	 6	
�����	� 
���� D̃ = (E , X, P ) ���	���	��� 
����	� ���3��	�
�
��	��	� �'��	��	� !�������%�	� 78� � 9� (X, AX , BX)�  ��� �!+�� �	!���	 N
� �	
������ ��	�	��� �� ���
������ 
� �'��	����� !�������%���� �������

8��� �� ������ /051� /041: /0;1 � /451 ���-����(

ΠN(B1
X ),...,N(Bs

X)(z1, . . . , zs) =

⎡⎣1 + β

s∑
j=1

μ1(B
j
X)(1− zj)

⎤⎦−α

, /401

ΠN(Bj
X)(zj) = [1 + βμ1(B

j
X)(1 − zj)]−α(j = 1, . . . , s), /4�1

ν
(h)
�D (Bj1

X × · · · ×Bjh

X ) = βh
h∏

i=1

(α + i− 1)μ1(B
j1
X ) . . . μ1(B

jh

X ),

α
(h)
�D (Bj

X) = βh
h∏

i=1

(α + i− 1)μh
1 (Bj

X), ν
(1)
�D (Bj

X) = αβμ1(B
j
X),

ν
(2)
�D (Bj

X) = αβμ1(B
j
X)[(α + 1)βμ1(B

j
X) + 1],

ν
(2)
�D (Bj1

X ×Bj2
X ) = α(α + 1)β2μ1(B

j1
X )μ1(B

j2
X ),

D(N(Bj
X)) = αβμ1(B

j
X)[βμ1(B

j
X) + 1],

cov[N(Bj1
X ), N(Bj2

X )] = αβ2μ1(B
j1
X )μ1(B

j2
X ), 1 ≤ j1, j2 ≤ s, j1 �= j2. /441

<����� ������ /401=/441 ��� ��-�	����% ���!	�	 ���� �	�����	(
�1 ���	�%�� ���	 N(B1

X), . . . , N(Bs
X) ��������% ����
����% ������� ����%���:

�	& �	
�����	& ��	�	�� ��-�� �  �	& ���
������ 
� �'��	����� !�������%����
������ � 
��������	 βμ1(B

j
X) > 0� α > 0� j = 1, . . . , s�

!1 ��- ���	�%�	�	 �����	 N(Bj1
X )� N(Bj2

X ) ����� 
��	�	��	� �����������	� ��+ :
����
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