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Abstract. A paper deals with adjusted least squares estimator in linear multivariate vector error-in-
variables model. Conditions of asymptotic normality for this estimator are stated. A modification of
this estimator, which has same asymptotic properties and is more stable starting from small sizes of
sample, is built.
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�� ��	����� ��������� ���������
 " ������� $ ��	����� ��
�����
��� �������������
������	��� ���
������� ����
 ��
�����
���� �	������%��� ����
�� �� ����&����
��	���
% �������� ��� ����
�� X  " ������� ' ������	��� ���
������ ��� �����
	
���
 !����� ( ����
�� 	
���	
 )������� ��	������ ��������� � *����� 

+����� ������ 	
��
���	�	��
�� �������� ���������� "�� 	����
 & ���	����
,
‖z‖ - �	����	� ����� 	����� z ∈ Rn, In - ��
�
��� ����
�� ������� n× n, ���
����
�� Z ∈ Rm×n� Z = (zij)m

i=1,
n
j=1 ������ ��������
 ‖Z‖ - ���������� �����

����
��� .� 	����	���& �	����	�% ����� � Rn �� Rm� � ‖Z‖F =
√∑m

i=1

∑n
j=1 z2

ij -

����� /��������� ����
�� Z 0���� Z† ������ ��������
 ���	���������� ����
��
�1� �� ����
�� Z 2������
��� �����	���� �� �
������� ������ ��������
�� �
�	���3
�
 E �� Var� 	����	���� *�� �������	����� 	
����	
� ����
��

{
Xm ∈ Rn×d, m � 0

}
���
� Xm

P−→ X0� m → ∞� ������&� .� ‖Xm −X0‖ P−→ 0� m → ∞ 4����5���� 	
3

�����&���� ���#����� 	
����	
� ����
�� ��%#� ����	�� Xm
P1−→ X0� m → ∞ 

6��������� Xm = oP(1)� m → ∞� ������&� .� Xm
P−→ 0� m → ∞� � Xm = OP(1)�

m → ∞� ������&� .� �������	����� 	
����	
� 	��
�
� {‖Xm‖} �������
��� ����3
#��� *�� 	�������� �
����
���� ����
�� V ����� λmin (V ) �� λmax (V ) �����3
������� 	����	���� �� ��%���7� �� ��%����7� 	����� �
��� *�� 	������
� ��3
��
�� U �� V �����	�� ����������� ���
� U > V ������&� .� ����
�� U − V
& ������� 	
��������� � ���
� U � V ������&� .� ����
�� U − V & ��	��8&�3
�� 	
�������� *�� ���������� ����
�� W =

[
w1 w2 . . . wd

] ∈ Rq×d ����3

�� ��������
 vec (W ) =
[
wT

1 wT
2 . . . wT

d

]T ∈ Rqd 9����� ��������
 Z ⊗W =⎡
⎢⎢⎣

z11W z12W . . . z1nW
z21W z22W . . . z2nW
. . .

zm1W zm2W . . . zmnW

⎤
⎥⎥⎦ - �������	��
% ������ ��������
� ����
�� Z

�� W  0���� const ������ ��������
 ��	����� ������ �� �� ����#
�� 	�� �������
	
����	��� m.

� ������ ����	�
�����

+���% & ���
% ��	����
% ����%�
% �������� X � Rn 	 Rd� Xz = XT
0 z� z ∈ Rn 

)�� X0 =
(
x0

ij

) n

i=1,

d
j=1  *�� ������#���� ���5� ��������� ��������5������ �����


%�5� 	����
� � 	
����
� �������, ��������#���� ������� ��
�
	�� 	
����	� ���
�
 
6�����
�� ����� a0

i ∈ Rn� i � 1� ��	
����	� 	����
� .� ������� ���
��� ��������
	����
� ���
�, b0

i ∈ Rd� i � 1� - �� 	����
� .� ������� ���
��� �������� 	
����
�
���
�, �������
 �
� 	�����	 ��������
���� 	����	���� a0

ij �� b0
ij  *�� ���
��
�

������� 	
���&���� ��	�����

b0
i = XT

0 a0
i , i � 1.

:�������5������ 	����
 ai ∈ Rn� bi ∈ Rd� 1 � i � m� ��
����

ai = a0
i + ãi, bi = b0

i + b̃i,

�� ãi �� b̃i - ������	��� 	
����	� ���
�
 	
����	��� ;������
 �
� 	�����	
������ ��������
�� �����5���� ����� aij � ãij � bij � b̃ij  )��� 	������ ����%�� ������
� ���
���
 � �����
� ����&���� ��	������


bi = XT
0 a0

i + b̃i, ai = a0
i + ãi, 1 � i � m.
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����	��� ��	�� 	����	��� ����
��� ���

���� ������	
����� ��������� A =
[
a1 a2 . . . am

]T = (aij)m
i=1,

n
j=1 � 
�� 	���

������ A0� Ã� B� B0� B̃� �� A = A0 + Ã� B = B0 + B̃� �� ������ ����� 	��������
����	�
� � ������� ���������� �����	
�

AX0 ≈ B

�� ������ ��

A0X0 = B0.

������ ������
� VÃ = E ÃT Ã � �������� �� ��
���� 	������! ��!���� � ��"
���	���# $��� �����%
�	� �������#

&	������ ����������� ��� ��!���� 	��	
������� % ��	
����'

��� � (����� ��!���� {ãij , i � 1, 1 � j � n} 
� {b̃il, i � 1, 1 � l � d} ���������
��� 	����� ���
������� � 
���� ���
� 	������� ����� �����
�#

)��� �� ��������� ��
��� Corrected Score *+� ����# ,-� ���� ��
� ����������
��������� ������ �� ���.�! ������
�� ��
������ ������
�� X0

X̂ =
(
AT A− VÃ

)†
AT B. /+0

1������� VA0 = AT
0 A0# 2 *,- �	
�������� �������� ���� ������ �� ���! �� ������

���� ���	�	
��
��� 
� 	
���� ���	�	
��
���'

�����	
 �� /3��	�	
��
��	
�0� ����� ���	
����� �������

� /�0 � 
����
�

��	��

���� � ����� ������ Ã 
������
�� 	�	 
������
��� � ���	�� {ãi, i � 1}�
� ����� ������ B̃ 
������
�� 	�	 
������
��� � ���	�� {b̃i, i � 1}�

����� � E ã4
ij � const E b̃2

il � const�
���� �

λmax (VA0) + m

λ2
min (VA0)

→ 0, m →∞.

!	�� X̂
P−→ X0� m →∞�

�����	
 ��� /4
���� ���	�	
��
��	
�0� ����� ���	
����� �������

� /�0� /��0
� 
����
� ��	��

��� � ∃ r � 2: E |ãij |2r � const E
∣∣∣b̃ij

∣∣∣2r

� const�
���� � "�� #���� r � ��	�� /50 � ����	$	 m0 � 1 ���	
�����%

∞∑
m=m0

(
mr/2

λr
min (VA0)

+
λr

max (VA0)
λ2r

min (VA0)

)
< ∞.

!	��

X̂
P1−→ X0, m →∞.

6# ����������	
 	���
�	���

6#+# �����	
 ��� 
��	�������� ���	
�������� 7�� ��������� �	���
�
����
���������	
� ����
� ������	
�����
�	� ���������� /�08/���0� � 
���� ��	
���� ��"
��
���� ����������#

����� � 1
mVA0 → VA∞ � m →∞� �� VA∞ > 0#

9 ��%� ����� �������%' m−1λmax (VA0)→ λmax (VA0)� m →∞�

m−1λmin (VA0)→ λmin (VA0) , m →∞.

)���� � ����� /5��0 �������% ����� /�50#
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��

������ � ����� ���	�
� Ã � ����� 	���������� �� 	���� ���	�
� B̃ � ����
�� 	����������� ��� ����� 	�������� ����	� ãi ∼ ã� i � 1� �
����� 	���������� � ����	� b̃i ∼ b̃� i � 1�

����� �������� Vã = Cov(ãi) = 1
mVÃ �� Vb̃ = Cov(b̃i) = 1

m E B̃T B̃� ��� ���
�� ���	������ ����	� ãi ��� ��������� ����	� ã� ������ �������������� �� ã(i)�
i = 1, . . . , n�  �� ��� �������� ����	� b̃ ������ ���������� b̃(i)� i = 1, . . . , d�
!����"� �	�������� � ������#

���� � ∃ δ > 0 E |ã(j)|4+δ < ∞� j = 1, . . . , n�

��� � ∃ τ > 0 supm�1
1
m

∑m
i=1

∥∥a0
i

∥∥2+τ
<∞�

���� � ∃ limm→∞ 1
m

∑m
i=1 a0

i
��= a0�

$������� ����	� a0 ����� �������� a0(i)� i = 1, . . . , n�
%������ � 
��� 	����� �	�������� �������� ��� ��� �� �	����� �����

��������� ����������� ���	��
�&�� ���	�
'�

����� � Vã > 0�

��	
��� �� ()���������� �	���������*� �� ����� �	
���� ��	������� (�*�(���*
�� (+��*�(,�*� ���

√
m · vec

(
X̂ −X0

) d→ N(0, Σ), m →∞,

�� ����	�� Σ �	������� ��������	 (-*  (..*�
�� �
�� �����
��� �	
����� ��	������� (,��*� �� Σ > 0�

���������� .* / �	�������� (+��* ��������� � ����� m0 ∈ N ����� � ��� �����
��� m � m0 ���� ����������� detVA0 �= 0�  �� ��� m � m0 	������� (.* �0��
��	������� � �������# (

AT A− VÃ

)
X̂ = AT

(
B0 + B̃

)
,

��

V −1
A0

(
AT A− VÃ

)
X̂ = V −1

A0

(
AT A0X0 + AT B̃

)
.

���� ����	���� � ����& ������� 	����
' X̂ −X0#

V −1
A0

(
AT A− VÃ

)(
X̂ −X0

)
= V −1

A0
AT B̃ + V −1

A0

(
AT A0X0 −

(
AT A− VÃ

)
X0

)
. (1*

2�� ������� �	�������� (�*3(���* �� (+��* � ��� ���
� ��	��� 1�. �	 ������
��������������� ��� �������� ��4 � 567 ��� ��������� ��������"����#

V −1
A0

(
AT A− VÃ

)
= In + oP(1). (8*

 �� (1* ��	���	'����� ��

(In + oP(1))
(
X̂ −X0

)
= V −1

A0

(
AT B̃ + VÃX0 −AT ÃX0

)
(9*

!������

l = vec
(
AT B̃ + VÃX0 −AT ÃX0

)
= vec

(
m∑

i=1

aib̃
T
i +

m∑
i=1

E ãiã
T
i X0 −

m∑
i=1

aiã
T
i X0

)
.

2� ������ � �������

l√
m

d→ N(0, Σ1), m →∞, (:*

�� Σ1 �������� � (..*�
 ��

√
m (In + oP(1)) vec

(
X̂ −X0

)
=

(
Id ⊗

(
VA0

m

)−1
)

l√
m

,



����������	� 	�
����	��� ��	�� 	����	��� ����
��� ���

������ √
m vec

(
X̂ −X0

) d→ (
Id ⊗ V −1

A∞

)
N (0, Σ1) = N (0, Σ) ,

�� ���	
������ ������������ 	������

Σ =
(
Id ⊗ V −1

A∞

)
Σ1

(
Id ⊗ V −1

A∞

)T
. ���

�� ��������� �������� � �������� �

�������� 	
�
∥∥∥√m Σ−1/2 vec
(
X̂ −X0

)∥∥∥2

= m · vecT
(
X̂ −X0

)
Σ−1 vec

(
X̂ −X0

) d−→ χ2
nd,

m →∞,
���

���� ������� ��������� ��������� ��� X0
 ��� �����  �! 
�!������� �����"
�� ���
��#�� 
����!�� 	��� ������������ ������ 	������ Σ� ��� �$��� �����!��$��
�����
�� 
��
� �����

������ � %���	� ����� �� ������� 	�	���� ������� 
�&�!�� � 
��&�����& �	��"
��&� ��!�� ����	� ��!��� {E ã(i)ã(j)ã(k) | i, j, k = 1, . . . , d} ��

{E ã(i)ã(j)ã(k)ã(l) | i, j, k, l = 1, . . . , d}.
'� 	�	���� 	�(�� �������� ��
������� 
�� ��������� 
�������& ��	��)���$�
*� 
��
� ���� �+���� ��
����,�  � � ������ �--� ����	�	 , ������� E (ã⊗ ã) (ã⊗ ã)�

� 	��(��� a0(j) � ���	���� a0(j)E ã(i)ã(k)ã(l) 	������ E
[(

ã⊗ a0
)
(ã⊗ ã)

]
���������"

��� ����),�$�� ��

â0(j) =
1
m

m∑
p=1

apj
P−→ a0(j), m →∞.

.�����	� ������������ ������ 	������ E
[(

ã⊗ a0
)
(ã⊗ ã)

]
���� UA,app� ��!��

UA,app
P−−−−→

m→∞ E
[(

ã⊗ a0
)
(ã⊗ ã)

]
.

.�!���,	� ������������ ������ ��� VA∞ � %����������)� ���� 	�,	�/(
1
m

AT
0 A0

)−1 ( 1
m

AT A− Vã

)
P−→ In, m →∞,

V̂A∞
���=

1
m

AT A− Vã
P−→ VA∞ .

��� ����)����� ������������# 	������ Vb̃ �������,	� �������$ B = A0X0 + B̃� 0���/

EBT B = XT
0

(
AT

0 A0

)
X0 + E B̃T B̃,

1
m

EBT B = XT
0

(
1
m

AT
0 A0

)
X0 + Vb̃.

1����$��� 1
m EBT B = 1

m

∑m
i=1 E bib

T
i � �� ������	��  � ��� 
������������ 	�����$

{bib
T
i , i � 1} ������,�$�� ����� ������& ����� ��!��

1
m

m∑
i=1

bib
T
i −

1
m

m∑
i=1

E bib
T
i

P−→ 0, m →∞.

2�,	�

1
m

m∑
i=1

bib
T
i =

1
m

m∑
i=1

b0
i b

0T
i +

1
m

m∑
i=1

b0
i b̃

T
i +

1
m

m∑
i=1

b̃ib
0T
i +

1
m

m∑
i=1

b̃ib̃
T
i .



��� �� �� ��	
��

��������� ��

1
m

m∑
i=1

b0
i b̃

T
i → E

(
1
m

m∑
i=1

b0
i b̃

T
i

)
= 0, m →∞.

�	
 ���� ���������� ����� ��	���� ����	 �������� �� ���	���������� ����	�����
���������� ��	���� {b0

ij b̃ik, i � 1}� j, k = 1, . . . , n !��"���� ����������� ��

Var
(
b0
ij b̃ik

)
= o(i), i→∞,

Var
(
b0
ij b̃ik

)
=
(
b0
ij

)2
E
(
b̃ik

)2

� ‖b0
i ‖2 · const = const · ‖X0a

0
i ‖2 � const · ‖X0‖2

∥∥a0
i

∥∥2
.

#���	���� 1
m

∑m
i=1 a0

i a
0T
i → V∞� m →∞� ��

1
m

a0
ma0T

m =
1
m

m∑
i=1

a0
i a

0T
i − m− 1

m
· 1
m− 1

m−1∑
i=1

a0
i a

0T
i −−−−→

m→∞ VA∞ − 1 ·VA∞ = 0,

‖a0
i a

0T
i ‖F =

⎛
⎝ m∑

j=1,k=1

(
a0

ija
0
ik

)2⎞⎠
1/2

=

⎛
⎝ m∑

j=1

(
a0

ij

)2 m∑
k=1

(
a0

ik

)2⎞⎠
1/2

= ‖ai‖2.

#���� ‖ai‖2 = o(i)� i →∞� � ����

Var
(
b0
ij b̃ik

)
� const · ‖ai‖2 = o(i), i →∞.

!����

1
m

m∑
i=1

b0T
i b̃i =

(
1
m

m∑
i=1

b0
i b̃

T
i

)T

→ 0, m →∞.

��	�� �"�����$�� �"�������
 %��& �� %'���&� ���	������� ������������ ����	����

����� ��	���� ����	� ���"��� ( � )*� 	 +, (-� �� ���	��������� ���"���
{
b̃ib̃

T
i , i � 1

}
�

� ��"������

1
m

m∑
i=1

b̃ib̃
T
i

P1−→ Cov
(
b̃
)

= Vb̃, m →∞.

#����

1
m

m∑
i=1

bib
T
i −

1
m

m∑
i=1

E bib
T
i =

1
m

m∑
i=1

b0
i b̃

T
i +

1
m

m∑
i=1

b̃ib
0T
i +

1
m

m∑
i=1

b̃ib̃
T
i − Vb̃

P−−−−→
m→∞ 0 + 0 + Vb̃ − Vb̃ = 0.

.��� ���/��������$ ������$ �	
 Vb̃ ����

V̂b̃

��=
1
m

m∑
i=1

bT
i bi − X̂T

(
1
m

AT A− Vã

)
X̂

P−→ Vb̃, m →∞.

0"����$�

Σ̂1
��= V̂b̃ ⊗ V̂A∞ + V̂b̃ ⊗ Vã

+
(
X̂ ⊗ In

)
×
[
Vã ⊗ V̂A∞ + E (ã⊗ ã) (ã⊗ ã)− vec (Vã) vecT (Vã) + UA,app + UT

A,app

]
×
(
X̂ ⊗ In

)T P−→ Σ1, m →∞,

��

Σ̂ ��=
(
Id ⊗ V̂ −1

A∞

)
Σ̂1

(
Id ⊗ V̂ −1

A∞

)T P−→ Σ, m →∞.



����������	� 	�
����	��� ��	�� 	����	��� ����
��� ���

����� ���	��
�� ���� ������� �������� � �������� ����������� γ ��� vec (X0) 
 ����
����� Rnd �������� (x11, x21, . . . , xn1, x12, x22, . . . , xn2, . . . , x1d, x2d, . . . , xnd) ��������
�� ����������(

vec(X)− vec
(
X̂
))T

(
1
m

Σ̂
)−1 (

vec(X)− vec
(
X̂
))

� χ2
nd,γ ,

��X = (xij)
n

i=1,
d

j=1 � � χ2
nd,γ  ������� ����� γ ��������
 	��������� � nd ��
�����

���������� ��!�� P
(
χ2

nd � χ2
nd,γ

)
= γ"

#" ��������	�
 ��
 ���� �������

$� ���������
 ������
����� ���%���
��� �&��� ����� ���!���� ���'����� �

���� (� ����&�
(
AT A− VÃ

)−1
���
� � ������������ (� ����
� �� ) �� 
��� ����

����������� �&���" *�(� ���%����� 
��� ����%�� ��������������� �� ���� !
��
���
��� ����� ������ ��������� ��������� ��������+��� � &	 ��������+��� ��+�
!
� �����!�� ������� �� ���%���� �������� !�%���" ���
 !�+��� ���,��
�
��� &� �&���
 ���� (�! ���������� ���������� �!���%���� � �!������ ����&�
���
���� �� �������� ��������� ��������� � ����������� )" -� �������� ������
� !���.
 �������� �&��������� ��������� �������� �� �
�� ����������� �������	

���	���� �� �!�������
(
AT A− VÃ

)†
"

/��,���&�� !
�
����� ����
��� ����" $�������

T =
[
BT B BT A
AT B AT A

]
=
[
B A

]T · [B A
]
, W =

[
0 0
0 VÃ

]
 ����&� ����������� (n + d)× (n + d)"
0�	�� λA  ������.� ������� ������ �������� det(T − λW ) = 0� ��(� ���

���
�� ���� �������

μ =

{
m−α

m , λA > 1 + 1
m ,

λA · m−α
m+1 , λA � 1 + 1

m ,

�� α ��+�� �!��� � �����+�
 (0, m)" 1��������� �� ���������&�� � 234� ��+��
���� α = nd + 1� ��� ��������� ��������� m > nd + 1" /��,������� �&����
����������� ����
��� ����5

X̂MALS
���=

(
AT A− μVÃ

)†
AT B.

1������ ����
��� ���
(����"

����� � 6������� L(ã(j))� 1 � j � n� L(b̃(l))� 1 � l � d� �� ����� ������� ��!��

∀j = 1, . . . , n ∀z ∈ R : P(ã(j) = z) = 0 � �����%���� � b̃(l), 1 � l � d"

���� ��� ���&� ����
��� �����+����"

��	
 ��� ����� ���	
�
� ������

� ���� ���� �� �7�8�� �	�� ��� �	�
	�	 m � n+d
���� ���	
�������� T > 0 ��
�

�	����

�� 9�������� (�

∀m � n + d : rank[B A] = n + d �"�" �:�

; �:� ������� (� ∀x ∈ Rn+d

xT Tx = xT [B A]T [B A]x =
∥∥[B A]x

∥∥2 � 0,

��+� xT Tx = 0 ⇔ [B A]x = 0" /���� [B A] ∈ Rm×(n+d)� ���
 �� ��%�� (�

rank[B A] = n+d �"�"� ������ Ker[B A] = {0} �"�"� ��!�� [B A]x = 0⇔ x = 0"
<�+�� ∀x ∈ Rn+d \ {0} : xT Tx > 0 �"�"� ��!�� T > 0 �"�"



��� �� �� ��	
��

��� ��������� 	
� ������� �� � ��������� 	�� �� 	��� �������� ������������

��������
{(

bT
i aT

i

)T
, 1 � i � n + d

}
� ���������� �� ���������� �������������

������������ � ���� 	!�"� ���� �� ��� #���$���%� ��#���  ���� α1, . . . , αn+d

� R :
P
(
α1

(
bT
1 aT

1

)T
+ · · ·+ αn+d

(
bT
n+d aT

n+d

)T
= 0

)
= 0,

����
{(

bT
i aT

i

)T
, 1 � i � n + d

}
& ����'�� ��������� ������ ��� � ���� ��� ����

m � n + d

rank

⎡
⎢⎢⎣

bT
1 aT

1

bT
2 aT

2

. . . . . .
bT
n+d aT

n+d

⎤
⎥⎥⎦ = n + d = rank

⎡
⎢⎢⎣

bT
1 aT

1

bT
2 aT

2

. . . . . .
bT
m aT

m

⎤
⎥⎥⎦ . �

���� ���� ����� ���	
�
� ������

� 	��� 	��� �� 	!�"�� �	�� ��� �������	�	 m �
n + d�

(� μ ��� ����	���
	� XMALS �	���
	 ���
���
� ����� 
����
� 

)� AT A− μVÃ � α+1
m+1AT A > 0 ��
�

!	����

�� *�� �������� �� ���������� � ��������� ���%��������� �'�� ��������
(� +��� T − λW = T−1/2

(
In+d − λT−1/2WT−1/2

)
T−1/2� ���

det (T − λW ) = 0⇔ det
(
In+d − λT−1/2WT−1/2

)
= 0

⇔ det
(

T−1/2WT−1/2 − 1
λ

In+d

)
= 0.

,�������� T−1/2WT−1/2 � 0� �� λA =
(
λmax

(
T−1/2WT−1/2

))−1
����� ��� ���

�������� ����� ��� μ �� XMALS�
)� ����� μ � λA

m−α
m+1 � �����

AT A− μVÃ � AT A− λA
m− α

m + 1
VÃ =

m− α

m + 1
(
AT A− λAVÃ

)
+

α + 1
m + 1

AT A. 	-�

.��%�����

T − λAW = T−1/2
(
In+d − λAT−1/2WT−1/2

)
T−1/2.

,������� λA = λ−1
max

(
T−1/2WT−1/2

)
� �� λAT−1/2WT−1/2 � In+d� ��� T−λAW � 0�

����� T − λAW =
[
BT B BT A
AT B AT A− λAVÃ

]
� 0⇒ AT A− λAVÃ � 0�

,������� T =
[
BT B BT A
AT B AT A

]
> 0� �� AT A > 0.

/����������� � ������� 	-�� ��� AT A− λAVÃ � α+1
m+1AT A > 0� �

,���� ��� #���$���%� m � n+d � '��������� ( ����� X̂MALS =
(
AT A− μVÃ

)−1×
AT B� ��#�� �0���� ����� ��� ��� ��������� ���������� ��� ���������� � ����������$
� ����0�� �� ��%� � �# ��������� �� �����%�� �#�������� � �� �������#�������
�����1 ������������ ���1 ����0�� �� �������� � ������� ������� ������ �# ����$
������� �����������' ���2�������1 �0�����

��� ��������� ��%�� �� �������� �� ����������� ���2�������1 �0���� �#���%�$
������ #��� ���#����� �� ���� �����������

�	
� � Vb̃ = Cov
(
b̃
)

> 0�

���� ��� ����� ���	
�
� ��	�� 	��"	����� 	"���� 	"����� 	!�"� �� 	!"�� �	��

√
m(1− μ) P−→ 0, m →∞.
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��������� ��	
 �	���� � ��������
�� ����	���� ����� ����� �����
���� �����	� ��� ���������� ��
	����
��
�

�����
����� 	��
��������! �����
�

������� ��	� ����� ���	
����� �������

� "�#�"���#� "$��#� "$���#� "%�$#� � "%$#�
�	�� √

m
(
X̂MALS − X̂ALS

)
P−→ 0, m →∞.

�	����

�� � (
AT A− μVÃ

)
X̂MALS = AT B

� (
AT A− VÃ

)
X̂ALS = AT B

	�&	� (
AT A− μVÃ

)
X̂MALS −

(
AT A− VÃ

)
X̂ALS = 0.

'��
	 �
��	( (
AT A− μVÃ

) (
X̂MALS − X̂ALS

)
= −(1− μ)VÃX̂ALS.

����(

V −1
A0

(
AT A− μVÃ

)√
m
(
X̂MALS − X̂ALS

)
= −√m(1− μ)V −1

A0
VÃX̂ALS

V −1
A0

(
AT A− μVÃ

)
= V −1

A0

(
AT A− VÃ

)
+ (1− μ)V −1

A0
VÃ

= V −1
A0

(
AT A− VÃ

)
+ (1− μ)

(
1
m

VA0

)−1

Cov (ã)

P−−−−→
m→∞ In + 0 ·V −1

A∞ Cov (ã) = In −
√

m(1− μ)V −1
A0

VÃX̂ALS

= −√m(1 − μ)
(

1
m

VA0

)−1

Cov (ã) X̂ALS

P−−−−→
m→∞ 0 ·V −1

A∞ Cov (ã)X0 = 0.

)���( ���������
 "*#( 	�&	�
√

m
(
X̂MALS − X̂ALS

) P−→ 0( m →∞� �

+� ��������

, ���� ������ ���
	��� �	��
 ��
	����
���! ���	�������� ��������! �����

�� 	��-
� ��������� �� �������� ����
������� ������ ����������! ��
	����
���!
��������� ��! 	���
��� '���� ���� ���������� 	��
������� ����! �����
( ��� ��.
�
���&���� �� ����	���� ��������! 	���
��( ��� ����& �  	��������� / ��� ��

�����
�� ��������� �
	�������� 0� 	��
������� ��
 ���	� �������& ��
	����
���
�����
����� ��	��
��������! �����
�

1� ��	
���

1�/� 
������ �������� "+#� 2�����
	�

ηi =
1√
m

vec
(
aib̃

T
i + E ãiã

T
i X0 − aiã

T
i X0

)

=
1√
m

vec
(
aib̃

T
i − a0

i ã
T
i X0 −

(
ãiã

T
i − E ãiã

T
i

)
X0

)
.

'���

l√
m

=
m∑

i=1

ηi, E ηi = 0.
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�

���������� 	���� 
��������� �������� ������� 	 ����� ���	��� ��� �����
����� ��������� ������ �� 	 ��� �� !" #$ %�������� &� �'�	( limm→∞

∑m
i=1 Cov (ηi) 

)	���� ��*���� ξ1 = ξ1(i) = vec
(
aib̃

T
i

)
� ξ2 = ξ2(i) = vec

(
a0

i ã
T
i X0

)
� ξ3 = ξ3(i) =

vec
((

ãiã
T
i − E ãiã

T
i

)
X0

)
 +��� ηi = 1√

m
(ξ1 − ξ2 − ξ3) �

Cov(ηi) =
1
m

E(ξ1 − ξ2 − ξ3)(ξ1 − ξ2 − ξ3)T

=
1
m

(
E ξ1ξ

T
1 + E ξ2ξ

T
2 + E ξ3ξ

T
3 + E ξ2ξ

T
3 + E ξ3ξ

T
2

)
= E ξ1ξ

T
1 + E (ξ2 + ξ3) (ξ2 + ξ3)

T
.

,�-.

/ ,�. ������(� &� E ξ1ξ
T
2 = E ξ2ξ

T
1 = E ξ1ξ

T
3 = E ξ3ξ

T
1 = 0 

0�*������� ������ 	 ,�-. ������� ������'���	1�� ��'����'�� ����������'�����
��2	��	 �3� ��*� �4$ ���5�6 ������7

E ξ1ξ
T
1 = E vec

(
aib̃

T
i

)
vecT

(
aib̃

T
i

)
= E

(
b̃i ⊗ ai

)(
b̃T
i ⊗ aT

i

)
= E

(
b̃ib̃

T
i ⊗ aia

T
i

)
= E

(
b̃ib̃

T
i ⊗ a0

i a
0T
i + b̃ib̃

T
i ⊗ ãiã

T
i

)
= Vb̃ ⊗ a0

i a
0T
i + Vb̃ ⊗ Vã.

%�	��6 ������7

E ξ2ξ
T
2 = E vec

(
a0

i ã
T
i X0

)
vecT

(
a0

i ã
T
i X0

)
= E

((
XT

0 ãi

)⊗ a0
i

) ((
XT

0 ãi

)⊗ a0
i

)T

= E
((

XT
0 ãi

)⊗ (
Ina0

i

)) ((
XT

0 ãi

)⊗ (
Ina0

i

))T

= E
((

XT
0 ⊗ In

) (
ãi ⊗ a0

i

))((
XT

0 ⊗ In

) (
ãi ⊗ a0

i

))T

=
(
XT

0 ⊗ In

)
E
[(

ãiã
T
i

)⊗ (
a0

i a
0T
i

)] (
XT

0 ⊗ In

)T
.

+����6 ������7

E ξ3ξ
T
3 = E vec

((
ãiã

T
i − E ãiã

T
i

)
X0

)
vecT

((
ãiã

T
i − E ãiã

T
i

)
X0

)
= E

((
XT

0 ãi

)⊗ ãi − E
(
XT

0 ãi

)⊗ ãi

)((
XT

0 ãi

)T ⊗ ãT
i − E

(
XT

0 ãi

)T ⊗ ãT
i

)
= E

[((
XT

0 ãi

)⊗ (Inãi)
)((

XT
0 ãi

)T ⊗ (Inãi)
T
)]

−
[
E
(
XT

0 ãi

)
⊗ (Inãi)

] [
E
(
XT

0 ãi

)T ⊗ (Inãi)
T
]

= E
[(

XT
0 ⊗ In

)
(ãi ⊗ ãi)

] [(
XT

0 ⊗ In

)
(ãi ⊗ ãi)

]T
− E

[(
XT

0 ⊗ In

)
(ãi ⊗ ãi)

]
E
[(

XT
0 ⊗ In

)
(ãi ⊗ ãi)

]T
=

(
XT

0 ⊗ In

) [
E (ãi ⊗ ãi) (ãi ⊗ ãi)− vec (Vã) vecT (Vã)

] (
XT

0 ⊗ In

)T
.

8�������6 ������7

E ξ2ξ
T
3 = E vec

(
a0

i ã
T
i X0

)
vecT

((
ãiã

T
i − E ãiã

T
i

)
X0

)
= E

((
XT

0 ãi

)⊗ a0
i

) ((
XT

0 ãi

)T ⊗ ãT
i − E

(
XT

0 ãi

)T ⊗ ãT
i

)
= E

[((
XT

0 ãi

)⊗ (
Ina0

i

))((
XT

0 ãi

)T ⊗ (Inãi)
T
)]

− E
[(

XT
0 ãi

)⊗ (
Ina0

i

)]
E
[(

XT
0 ãi

)T ⊗ (Inãi)
T
]

= E
[(

XT
0 ⊗ In

) (
ãi ⊗ a0

i

)] [(
XT

0 ⊗ In

)
(ãi ⊗ ãi)

]T
=
(
XT

0 ⊗ In

)
E
[(

ãi ⊗ a0
i

)
(ãi ⊗ ãi)

] (
XT

0 ⊗ In

)T
.
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��� ���

����������	 
���� ��������

E ξ3ξ
T
2 =

(
XT

0 ⊗ In

)
E
[(

ãi ⊗ a0
i

)
(ãi ⊗ ãi)

]T (
XT

0 ⊗ In

)T
.

��������	 � ����������� 
��
������ ����� 	 
��!�� " ���� ������� �� ����#��
��� i	 � �������� �����$% ��!� ��� ��������	 � ����� � �� � 
����� ���������

lim
m→∞

1
m

m∑
i=1

E ξ2ξ
T
3 =

(
XT

0 ⊗ In

) [
lim

m→∞

m∑
i=1

1
m

E
[(

ãi ⊗ a0
i

)
(ãi ⊗ ãi)

]] (
XT

0 ⊗ In

)T

=
(
XT

0 ⊗ In

) [
lim

m→∞

m∑
i=1

1
m

E
[(

ã⊗ a0
i

)
(ã⊗ ã)

]] (
XT

0 ⊗ In

)T

=
(
XT

0 ⊗ In

)
E

[(
ã⊗

[
lim

m→∞
1
m

m∑
i=1

a0
i

])
(ã⊗ ã)

] (
XT

0 ⊗ In

)T

=
(
XT

0 ⊗ In

)
E
[(

ã⊗ a0
)
(ã⊗ ã)

] (
XT

0 ⊗ In

)T
.

&�
�� ��#�� ��������� ����

m∑
i=1

Cov (ηi) =
1
m

m∑
i=1

(
Vb̃ ⊗

(
a0

i a
0T
i + Vã

)
+
(
XT

0 ⊗ In

)
E
(
ãiã

T
i

) (
a0

i a
0T
i

) (
XT

0 ⊗ In

)T

+
(
XT

0 ⊗ In

) [
E (ãi ⊗ ãi) (ãi ⊗ ãi)− vec (Vã) vecT (Vã)

]
× (

XT
0 ⊗ In

)T

+
(
XT

0 ⊗ In

)
E
[(

ãi ⊗ a0
i

)
(ãi ⊗ ãi)

] (
XT

0 ⊗ In

)T

+
(
XT

0 ⊗ In

)
E
[(

ãi ⊗ a0
i

)
(ãi ⊗ ãi)

]T
× (

XT
0 ⊗ In

)T
)

−−−−→
m→∞ Vb̃ ⊗ VA∞ + Vb̃ ⊗ Vã

+
(
XT

0 ⊗ In

)
×
[
Vã ⊗ VA∞ + E (ã⊗ ã) (ã⊗ ã)− vec (Vã) vecT (Vã)

+ E
[(

ã⊗ a0
)
(ã⊗ ã)

]
+ E

[(
ã⊗ a0

)
(ã⊗ ã)

]T ]
× (

XT
0 ⊗ In

)T

���= Σ1.

�'' 

(������ ���	 ‖Cov (ηm) ‖ → 0	 m →∞	 � �#� ��� )���*����� x ∈ Rnd

xT Cov (ηm) x→ 0, m →∞.

+�������	 �� ��� ������� ν > 0 ������,��� ����� -�
�����

m∑
i=1

E ‖ηi‖2+ν → 0, m →∞. �'. 
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������� �	�	

m∑
i=1

‖E ηi‖2+ν =
1

m1+ν/2

m∑
i=1

E ‖ξ1 − ξ2 − ξ3‖2+ν

� 32+ν

m1+ν/2

m∑
i=1

E
(‖ξ1‖2+ν + ‖ξ2‖2+ν + ‖ξ3‖2+ν

)
.


� ������������ 	��� ������� ���� �� ��� ������� ������ ����� ��� 0 < ν �
max(δ, τ)�
������ �������

1
m1+ν/2

m∑
i=1

E ‖ξ1‖2+ν =
1

m1+ν/2

m∑
i=1

E
∥∥b̃i ⊗ ai

∥∥2+ν

� 22+ν

m1+ν/2

m∑
i=1

E
(∥∥b̃i ⊗ a0

i

∥∥2+ν +
∥∥b̃i ⊗ ãi

∥∥2+ν
)

,

∥∥b̃i ⊗ a0
i

∥∥2+ν =

⎛
⎝ n∑

j=1

d∑
k=1

(
a0

ij b̃ik

)2⎞⎠
1+ν/2

=
(∥∥a0

i

∥∥2 · ‖b̃i‖2
)1+ν/2

=
∥∥a0

i

∥∥2+ν · ‖b̃i‖2+ν,

∥∥b̃i ⊗ ãi

∥∥2+ν = ‖ãi‖2+ν · ‖b̃i‖2+ν .

����

1
m1+ν/2

m∑
i=1

E ‖ξ1‖2+ν =
22+ν

m1+ν/2

m∑
i=1

E
(∥∥a0

i

∥∥2+ν ·E ‖b̃‖2+ν + E ‖ã‖2+ν · E ‖b̃‖2+ν
)

� const
mν/2

→ 0, m →∞.

 �	!�� �������

1
m1+ν/2

m∑
i=1

E ‖ξ2‖2+ν =
1

m1+ν/2

m∑
i=1

∥∥(XT
0 a0

i

)⊗ ãi

∥∥2+ν

=
1

m1+ν/2

m∑
i=1

∥∥XT
0 a0

i

∥∥2+ν
E ‖ãi‖2+ν � const

mν/2
→ 0, m →∞.

������ �������

1
m1+ν/2

m∑
i=1

E ‖ξ3‖2+ν =
1

m1+ν/2

m∑
i=1

E
∥∥(XT

0 ãi

)⊗ ãi − E
(
XT

0 ãi

)⊗ ãi

∥∥2+ν

=
1

mν/2
E
∥∥(XT

0 ã
)⊗ ã− E

(
XT

0 ã
)⊗ ã

∥∥2+ν → 0, m →∞.

��"�� �#�"����$ 	 �%&� ��' ������ � ����	(�$�� 	���� �������$��) !����*��) ���+
����� � ���	

l√
m

d→ N (0, Σ1) .

,�&� ��������� �	�
�	 � ������ ���� � ����� �� ����� 	
��
	�� ��

Vb̃ ⊗ VA∞ + Vb̃ ⊗ Vã > 0,

� ����� 	����	���
 ����� Σ1 > 0� ���� � ����� �� ��� ���
���� Σ > 0�



����������	� 	�
����	��� ��	�� 	����	��� ����
��� ���

���� ��������� ��	
 ��� �����	
��� T − W =
[
BT B BT A
AT B AT A− VÃ

]
� � ����������

������ ��������� ��

m−1
(
AT A− VÃ

) P−−−−→
m→∞ VA∞ , m−1AT B

P−−−−→
m→∞ VA∞X0,

m−1BT A
P−−−−→

m→∞ X0VA∞ .

�����	
��� m−1BT B�

1
m

BT B =
1
m

m∑
i=1

(
b0
i b

0T
i + b0

i b̃
T
i + b̃ib

0T
i + b̃ib̃

T
i

)
,

1
m

m∑
i=1

b0
i b

0T
i =

1
m

BT
0 B0 =

1
m

A0X0X
T
0 AT

0 → X0VA∞XT
0 , m →∞.

����

� �������� � �������
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� ����� ������ �� ������
��� �� �
� ���� �! "����� ������� � � #$� ��� %��&� �����

m−1
∑m

i=1 b̃ib̃
T
i

P1−→ Cov
(
b̃
)

= Vb̃� m →∞�

'���(���� �� m−1
∑m

i=1 b0
i b̃i

P−→ 0� m → ∞ �� m−1
∑m

i=1 b̃ib
0
i

P−→ 0� m → ∞�

)��������� �� �
 ���� �! "���� *�+�,��� (� m−1
∑m

i=1 b0
i b̃i� -���� ∀k � 1

b0
k b̃T

k =
(
b0
klb̃kl

)d

i,j=1
, E b0

klb̃kj = 0, Var b0
klb̃kj = 0, Var b̃kj �

(
b0
kl

)2
sup
k,j

E b̃2
kl.

��.�� (�����
/� �� ������ �� ∀i = 1, . . . , d(
b0
kl

)2
k

→ 0, k →∞,

�+� �� ����� �� ∥∥b0
k

∥∥2

k
→∞, k →∞.

'�0�
�� ∥∥b0
k

∥∥2
=
∥∥XT

0 a0
k

∥∥2 � ‖X0‖2F
∥∥a0

k

∥∥2
.

1��
�"��� A0,m =
[
a0T
1 . . . a0T

m

]
� 2�(�

1
m

∥∥a0
m

∥∥2
=

1
m

(
tr AT

0,mA0,m − trAT
0,m−1A0,m−1

) −−−−→
m→∞ tr VA∞ − tr VA∞ = 0.

��.�� �� �� �
�� ���� �! "���� *�+�,��� m−1
∑m

i=1 b0
i b̃i

P−→ 0� m → ∞� � ����

� m−1
∑m

i=1 b̃ib
0
i

P−→ 0� m →∞� ������"
� ������

1
m

(T −W ) =
1
m

[
BT B BT A
AT B AT A− VÃ

]
P−−−−→

m→∞

[
XT

0 VA∞X0 + Vb̃ XT
0 VA∞

VA∞X0 VA∞

]
=

[
X0 In

]T
VA∞

[
X0 In

]
+
[
Vb̃ 0
0 0

]
���= S∞.

'���(���� �� S∞ > 0� 3����(�� ∀x ∈ Rn+d� x =
[
x1

x2

]
� x1 ∈ Rn� x2 ∈ Rd

xT VA∞x = xT
[
X0 In

]T
VA∞

[
X0 In

]
x + xT

[
Vb̃ 0
0 0

]
x

= ‖VA∞ (X0x1 + x2)‖2 + xT
1 Vb̃x1 � 0.
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xT S∞x = 0⇔
{

X0x1 + x2 = 0,

x1 = 0.
⇔

{
x1 = 0,

x2 = 0.

����	 ∀x ∈ Rn+d \ {0}
xT S∞x > 0.

����

P

(
1
m

(T −W ) > 0
)
→ 1, m →∞

⇔ P ((T −W ) > 0)→ 1, m →∞
⇔ P (λA > 1)→ 1, m→∞.


���	

{λA > 1} ⊂
{

m− α

m + 1
< μ <

m− α

m

}

=
{

α

m
� 1− μ <

1 + α

m + 1

}

=
{

α

m
�
√

m(1− μ) < (1 + α)
√

m

m + 1

}
.

����� ���������	 ��
√

m(1− μ) P−→ 0	 m →∞�
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