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Abstract. Poisson regression with Gaussian error of Berkson type in the regressor is studied. For
the regression parameters, Simple Score estimator and Quasi-Likelihood estimator are considered.
Sufficient conditions for strong consistency of the estimators and sufficient conditions for uniqueness
of solution to estimating equations are provided. The parameter set may be unbounded.
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X = X0 + UBerk.
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���� �����	���
 UBerk ∼ N(0, τ2) �� �
������ �	 X0
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���$��� ����! Yi- A� �����%
8 �
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Yi | Xi ∼ Poi
(
eβ0+β1Xi

)
,

P[Yi=k | Xi] =
1
k!

exp
{−eβ0+β1X + k(β0 + β1Xi)

}
�� β = (β0, β1)  �������� ��$�����-

E�
�������		# ����� �
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(Xi, Yi), i = 1, 2, . . . , N,
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Qno error(b) =
N∑

i=1

(
eb0+b1Xi − (b0 + b1Xi)Yi

)
, 235
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 #� �
!�"#!
� ������� ���	#	�{∑N
i=1 eb0+b1Xi =

∑N
i=1 Yi,∑N

i=1 Xie
b0+b1Xi =

∑N
i=1 XiYi.
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∃i≤N ∃j≤N : Xi < Xj , Yi > 0,

∃i≤N ∃j≤N : Xi < Xj , Yj > 0.
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 Y1 = Y2 = · · · = YN = 08 �
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i=1 XiYi/
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 ! ������� ���	#	� 265 !��		� b0I∑N
i=1 Xie

b1Xi∑N
i=1 eb1Xi

= XY .
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��� ��	���		�� ��	���� ��� b1�
��� �
���� �� mini=1,...,N Xi �
� b1 → −∞ �� �� maxi=1,...,N Xi �
� b1 → +∞�

���	�		� ��� 
��	� ���	 
��� ���� ���� � ���!�� ����� ���� mini=1,...,N Xi < XY <
maxi=1,...,N Xi� "� 
��	����!	� ����� �#�� ���	�		� ��� ����� 
��� ����� ���� � ���!��

����� ���� mini=1,...,N Xi = XY = maxi=1,...,N Xi� $ �	%�& �������& 
��	�		� 	 ���

��� ������ �

'�"� � �
�	�(�	� ��� �����
)		� � �����	��� Y �� 
��	��� X � �� ������ �*�
��� 
��	� ���	 
��� �����

#� ����������	
� ������� � �����
�� � �������� �����	 ���
�����

#�+� ����������� �	
��� ,� 
�����	�� ����! -
���	� ��� �����
	�. �����/
	�(	�. ������	���!��. 
�
��.�

#�+�+� ���� ������	�
����� 0��	�����1 X0 � �����
)���	 �	��		� 
�
��
�2
X � ����		 �	��		� 
�
��
�2 Y � �	��		� ������� ���� 	��� ��	 �������

3 ����� -
���	� ����		 �	��		� 
�
��
� � �����
)���	�� �	��		�� 
/
�
��
� � ��&����4�

X = X0 + UBerk.

$��)����� "� ��&���� ������������	� �� 	�
���!	� 
�������	�� ����

X | X0 ∼ N
(
X0, τ

2
)
.

0�
���
 τ2 ����� ���)��� ��������
�������� Y ���)��! ��� ����		��� �	��		� 
�
��
��

Y | (X, X0) ∼ Poi
(
eβ0+β1X

)
,

P[Y =k | X, X0] =
1
k!

exp
{−eβ0+β1X + k(β0 + β1X)

}
,

� β = (β0, β1) � ��
���
 
�
��.�
5� "� ����	�( 
������� Y | (X, X0) ��	� 	 ���)��! ��� X0 ������

Y | (X, X0) ∼ Y | X),

	�������!�� �����4 �	���
	�	���� ��67�89:96;�<=�>�;? @A67�;�A6��

#�+�*� ������������ �� ��	����	�� ������� $ ���& �������& ���)���� 
�������.
(X0i, Xi, Yi) ���������� �
�����
	� ����
�� 	���)	���� B����
���4�!�� (X0i, Yi)�
i=1, 2, . . . , N �

������������ ������� 3 ����( ����� X0i � 	��������� ������ 0�
� (X0i, Yi)
	���)	�� �� 	 ��	����� 
�������	��

��	����	�� ������� 3 ����( ����� X0i � 	���)	�� ��	����� 
�������	� ��/
������� �����	�� 5��� 
�������. (X0i, Xi, Yi) ����) � 	���)	���� ��	����� 
��/
�����	��� ����������� �
�(�����

#�*� ������ ��������� ���������

#�*�+� ������ ������� 0
� �������� 	�.�	�. ���	�� ��&���� ��	�
���� � � 
��	�		�
��� ���	�� ��������!	�. ��
����	���� �C,$� � ����� �� ��&���� �*� ����������/
�� X0 ������! X � C��	�� %�����!�� �� ����� ��	����� ��	���.

Qnaive(b) =
N∑

i=1

(
eb0+b1X0i − (b0 + b1X0i)Yi

)
, �D�



��� �� �� ��	
�

��� � �����	� 
���� {∑N
i=1 eb0+b1X0i =

∑N
i=1 Yi,∑N

i=1 X0ie
b0+b1X0i =

∑N
i=1 X0iYi.

���

������ ������ ���	
� ����� ������	� 
��
���� Y �� X0� �	��� 	���	����� ����
����� ��
����

E[Y |X0] = exp
{
β0 + β1X0 + 1

2β2
1τ2

}
, � �

��	! E
[(

exp
{
β0 + β1X0 + 1

2β2
1τ2

} − Y
) · a(X0)

]
= 0 �"� ��#�$ ��
�"���$ %!#&�'

a(·)( )� 	���	����� �������� ��!�� *��	�)��� � ���!�� �����	� 
���� �"�
�&�#� ��
�	��
� β+{∑N

i=1 eb0+b1X0i+
1
2 b21τ2

=
∑N

i=1 Yi,∑N
i=1 X0ie

b0+b1X0i+
1
2 b21τ2

=
∑N

i=1 X0iYi.
�,�

*��	�)����� �����	� 
���� ������( )� �
� ��������&� ��	���� b ������� ���
��� ��
�	��
� β "��� �� �
��� ������ 
���� 	���� ���#��� 	���	�����
��������� �-"� ��	�)����� �����	� 
���� �,� � ��
!#�!
�' 	���"� ���
���
��#��� !	��� E |X0| eβ1X0 < ∞��

.&�#! 	�/� �!#��� �# ���#! 	��	!	! %!#&�0

QSS(b) =
N∑

i=1

(
eb0+b1X0i+

1
2 b21τ2 − (

b0 + b1X0i + 1
2b2

1τ
2
)
Yi

)
, �1�

QSS(b0, b1) = Qnaive

(
b0 + 1

2b2
1τ

2, b1

)
. �2�

3� ����������� 	�/ &�"����	� %!#&��	� �2� ��
�	��	� ����������� 	�/
�0��� �&�#�� �� �&�#�� 	�����	 4�5678 49:;8+

β̂1,SS = β̂1,naive, �<=�

β̂0,SS = β̂0,naive − 1
2 β̂2

1,naiveτ
2. �<<�

������ ������ ����� ����
���� >�' 	���� �&����� ��#�/ �������� ?@AB� 49:;8
��� ���/��	 	�����	 �'	���$ #���
����� C����	� 
���� �"� �&�#� �� ����
��	�� b�+

N∑
i=1

Eb[Yi|X0i]− Yi

Varb[Yi|X0i]
· ∂ Eb[Yi|X0i]

∂b
= 0.

.�#�"�#�

Varb[Y |X0] = eb0+b1X0+ 1
2 b21τ2

+ e2b0+2b1X0+2b21τ2 − e2b0+2b1X0+b21τ2

����� ��#�/ %�
	!"! � ��( �� �����	� 
���� �"� �&�#� �����!����� ! ���"���⎧⎪⎨
⎪⎩
∑N

i=1
eb0+b1X0i+

1
2 b21τ2−Yi

1+(eb21τ2−1)eb0+b1X0i+
1
2 b21τ2 = 0,∑N

i=1
(eb0+b1X0i+

1
2 b21τ2−Yi)(X0i+b1τ2)

1+(eb21τ2−1)eb0+b1X0i+
1
2 b21τ2 = 0.

�<��

��!��/�	�( )� ! �
!��	! 
���� 	�/�# (X0i + b1τ
2) 	�/� ��	���� � X0i(

���"� ���� !���
������ 
�����"�� �����	� 
�����
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������ � �������������� ������ � �������� ���

������ ������ ����	��
��� ������������� ����	
 �����	����

P[Y =k | X0] =
1
k!

f
(
k, β0 + β1X0, β

2
1τ2

)
,

�� f(k, μ, σ2) = E exp{−eζ + kζ}� ζ ∼ N(μ, σ2)�
���	�
 �	
�������� �� ����
 �
������� ��	����	
��

N∑
i=1

ln f
(
Yi, b0 + b1X0i, b

2
1τ

2
)
.

���	�		� ��� ���	�� 	� �
 ���!���� � ��	��� ��"���� #�� �������
		� �	��"
���

#� � ���
��	�� ��	�����

���� �������� 	
������ �� �
������������� 
����� ������ ����� � ��	��

���	��� �
���� $��
������� %� �� 
����
  ���� AN � ��
 �
��&��� ��� 	���
 N �
������� ����	�!����� ��%� 	�&	� "
	���  ����

lim
N→∞

AN =
{∃N0 ∈ N ∀N > N0 : ��
�
��  ���� AN

}
�
! �����	���� '�

!�
	��� " # ���� �������
 X0 �� ����������	� � ����� ����� �� ������
����

 ��� 

∃ε>0: E[e(β1+ε)X0 + e(β1−ε)X0 ] < ∞,

�� �	����� ������� ()* �
� �����	 !�"#$% !&'(% ������� ��� ����� ��	� ����)����

�� R
2� *�� ����)���� + �� �	
��� ����	�������� ������� ��������� β�

,��������� $��	
���� "
	��	� �	
��		� 	����
	�+ �������+ ��	���+ 	
+�	�+ ���	,
��

q∗naive(b) =
1
N

EQ(b) = E
[
eb0+b1X0 − (b0 + b1X0)Y

]
.

$�
|b1 − β1| ≤ ε ('�*

�
���
���	� � ����
		� ���	��		�� $� b� %� �
������	�-�� ('�*�

1
N

E[Q(b) | X, X0] = eb0+b1X0 − (b0 + b1X0)eβ0+β1X ,

1
N

E[Q(b) | X0] = eb0+b1X0 − (b0 + b1X0)eβ0+β1X0+ 1
2 β2

1τ2
,

q∗naive(b) = E
[
eb0+b1X0 − (b0 + b1X0)eβ0+β1X0+ 1

2 β2
1τ2

]
.

.�	���� q∗naive(b) � ���
 �
 �����	�- ���		�- b (���"� � ���
� #� �� ���� X0

	� ������&�	�� � ��	�� �����*� ��������

eb0+b1X0 − (b0 + b1X0)eβ0+β1X0+ 1
2 β2

1τ2

= eβ0+β1X0

(
eb0−β0− 1

2 β2
1τ2+(b1−β1)X0 − b0 − b1X0

)
≥ eβ0+β1X0

(
1− β0 − 1

2
β2

1τ2 − β1X0

)
,

��
q∗naive(b) ≥ E

[
eβ0+β1X0

(
1− β0 − 1

2β2
1τ2 − β1X0

)]
,

 ����� ��	���� ����"
!���� ���� � ������ ����� ����

P
[
b0 − β0 − 1

2β2
1τ2 + (b1 − β1)X0 = 0

]
= 1.

/
��� ��	��� ��	���� q∗naive(b) ����"
! ���"�"� ��	����� � �����

(b0, b1) =
(

β0 +
1
2
β2

1β2
1 , β1

)
.



��� �� �� ��	
�

�� ������	�
 ����	�
 ������ �����

∀b ∈ [β0−ε, β0+ε]× [β1−ε, β1+ε] : P

(
lim

N→∞
1
N

N∑
i=1

Qnaive(b) = q∗naive(b)
)

= 1,

����� �� �����
�� ���� � ���

lim
N→∞

sup
|b0−β0|≤ε
|b1−β1|≤ε

∣∣∣∣ 1
N

Qnaive(b)− q∗naive(b)
∣∣∣∣ = 0 
�	�

��
� ������� ��	� �! Qnaive(b) ���!"�# 
�	�
�
�$ � ��! ��� ����� 
�	�
�
� β̂naive


�# 
�� � �%�&	���' 
�(&� 	���	� )
�	�*

lim
N→∞

β̂0,naive = β0 + 1
2β2

1τ2,

lim
N→∞

β̂1,naive = β1.

+��	���' ���,!��� �����# � �	������	���� �� ��������� ��	� �- Qnaive(b)� �����
�� �����	���		!
� )��*.)��* ����
�#
� �%�&	���'

lim
N→∞

β̂SS = β 
�	� �

/��� �������� 	
������ �� �
������������� 
����� ���������������� � ��	��
���	�� !
��"�#

$�
	�!� %#&# ���� ������	
 X0 �� ����������� � ���	� ����	 �� ������
����

�����

E
[
e(−β1−2ε)X0 + e(−β1+2ε)X0 + e(2β1−2ε)X0 + e(2β1+2ε)X0

]
<∞, )��*

�� ����� �	����� )�0* �
� ��	��� ����	� 	!"#	$%%& '��� ���(��) ���� ����*����

�� R
2+ ,�	���- ��� �������� �� ����*���� ����� �	����� )�0* 	 ��� ��������

�� β̂QL- � �
��� ����������) ��	���) ��������� β- ��'��

lim
N→∞

β̂QL = β �+�+

1�! �����		! �����
� /�0 
� ���"�!	�
� ��
,� � �	�� )� ����
����
 α ∈ [0, 1]*$
!�� ��	�����'�! � �����
� ��	!	'{∑N

i=1
eb0+b1X0i−Yi

α+(1−α)eb0+b1X0i
= 0,∑N

i=1
(eb0+b1X0i−Yi)X0i

α+(1−α)eb0+b1X0i
= 0.

)�2*

3� � �	�� 
�&	� ��	����� ����&$ 
�	�
������ ��	� ��	��

Q���α(b) =
N∑

i=1

q���α(X0i, Yi; b),

��

q���α(x0, y; b)

=
1

1− α
ln

(
α + (1− α)eb0+b1x0

)
+

y

α
ln

(
αe−b0−b1x0 + 1− α

)
, 0 < α < 1,

q���α(x0, y; b) = b0 + b1x0 + ye−b0−b1x0 − y, α = 0,

q���α(x0, y; b) = eb0+b1x0 − 1− (b0 + b1x0)y, α = 1.

4����'�� ��	� ��	�� Q���α(b) ������( ��� ��� α ∈ [0, 1]$ �� 
	�&�	� (�"�
���,!��� �������# � 
	�&�	�� ���,!��� ������
��'	�"� ��	!		! )�2*�

5������� ���
� ���
������	� ��������� � �	�� ��� ������	�
� α�



�������� 	
������ � �������������� ������ � �������� ���

���� ���� ��������� 	
 ���	
	�� ���� �����
��� 	
 ������	� ��������� ��������

���� �
������ � 	
������

α ���
 	���� �� ���� 
� ���
 	���� �� ����
����� ���� ��������� 
� ������ ����������

0<α≤1 ∃i≤N, ∃j≤ N, ∃k≤ N, ∃l≤N : ∀i≤N : X0i = X01�

X0i<X0j , X0k<X0l, Yi>0, Yl>0 ∃j≤N : Yj > 0
α = 0 ∃i1≤N, ∃i2≤N : Yi1>0, Yi2>0, ∀i≤N : (X0i −X0)Yi = 0�

X0i1 < X0 < X0i2 ∃i≤N : Yj > 0

��	 X0 = N−1
∑N

i=1 X0i  ������� 
��!�	���� �"��	���#��
��� ��
���$ �����%

���
&

'��� ����� �
������ � 	
����� �� ������(	$��� 	� �������� ���� �� 
� ���%
�������&

)�������� ��� *&+& �� ��� 	
���� α = 1 �	������� 	
��
	�� � ���
 ����
�� ��
 �����	��
 x0! y �� α! 0 < α ≤ 1

inf
b∈R2

q�� �α(x0, y; b) > −∞;

q�� �α

(
x0, y; b(n)

)
→ +∞⇔ max

(
b
(n)
0 + b

(n)
1 x0,−y (b(n)

0 + b
(n)
1 x0)

)
→ +∞.

"���#�� Q�� �α(b) ������ �� ������
$��! ���� ����
�� ��$�� �������� ������! �
��%� ��������! �� �����$��	�� & #'�(� 	
��
	��! %� ����'��) �� 	�� α! 0 < α ≤
1! ���� ���) �� ������'�) ���	�) ����	���� �� �
����� ���	*���� �

lim
‖b‖→∞

max
i=1,...,N

max(b0 + b1X0i,−Yi (b0 + b1X0i)) = +∞. ��+�

�,�	����� ���� ��� ��	�� �
� ���	*���� ��� � ���'�
 ���! ���
 ����#�� Q�� �α(b)
��� ��	�� ��� ��$�� ��������� -� ��	���
�'��

lim
‖b‖→∞

Q�� �α(b) = +∞; lim
‖b‖→∞

max
i

q�� �α(X0i, Yi; b) = +∞;

%� ��	���
�'�� ��+���
.���! ��
 0 < α < 1 ���	� ����	���� �� �
����� ���	*���� �
����
 ��	���' ����

���� ����! �� � ��
 α = 1� ,���������� 	
����	! ���
 ���� ��� �����$ ���	*����	 ��
���
 	��(��� �� ��� ���	*����	! ��������� � ��� �� ��	�
�'���

	� /
���� α = 0� 0
����� ��	���' ���� �	�
�'�� � ����12{
N =

∑N
i=1 e−b0−b1X0iYi,∑N

i=1 X0i =
∑N

i=1 e−b0−b1X0iX0iYi.

��
 Y1 = Y2 = · · · = YN = 0 �
����� ���	*����	 �� ���� 3���4� 	
��$
�� ��	����
������ b02

X0 =
∑N

i=1 X0iYie
−b1X0i∑N

i=1 Yie−b1X0i

.

���	� $���
�� ������'�(� ��	����� ����� 	� maxYi>0 X0i � minYi>0 X0i �	��� �
��� �����) ����#��) 	� b1! ��� ����(� ���������)�� ,��	*���� ����� � �
��5 ���
� ���'�
 ���! ���
 minYi>0 X0i < X0 < maxYi>0 X0i� ,�	����� ��� �����$ ���	*����	!

��%� minYi>0 X0i = X0 = maxYi>0 X0i� / ��4
 	
���� ���	*����	 ������ �
�����$
�� ����������� �#���$�� ����#�) �� ���$�����
 	 R

22

s�� �α(x0, y; b) =
∂q�� �α(x0, y; b)

∂b
=

eb0+b1x0 − y

α + (1− α)eb0+b1x0

(
1
x0

)
.

& #
� �����$����� �
����� ��	���' �� �#���
 ���� ����� ���
���
 �� ��	�����∑N
i=1 s�� �α(X0i, Yi; b) = 0�



��� �� �� ���	


���� ���� ����� ε > 0� ��	
��� X0 	��������� �����

E
[
e(β1+ε) X0 + e(β1−ε) X0

]
< ∞; ����

Θ � ���
����� ������� � R
2� ��� ����� ��������� ����� {(b0, b1) : |b1−β1| < ε}�

���� ��
������ ���� �! (b, α) �→ q����α(X0, Y ; b) �� (b, α) �→ s����α(X0, Y ; b) ������"

#���� �� Θ× [0, 1] ����������# ��
������# ���$���#� ��%��

Emax
b∈Θ

max
α∈[0,1]

|q����α(X0, Y ; b)| <∞,

E max
b∈Θ

max
α∈[0,1]

‖s����α(X0, Y ; b)‖ < ∞.

&�'� ����� ���� 	������� �� �����(� ����� ����� �� 
������ (b, α) �→
∂

∂αq����α(X0, Y ; b) ����������� �� Θ × (0, 1) ����������# ��
������# ���$���#�

��%��

E sup
b∈Θ

sup
α∈(0,1)

∣∣∣∣∂q����α(X0, Y ; b)
∂α

∣∣∣∣ <∞.

��� (X0, Y ) � ���� �
����������� � ����� )������� 
������������! �������!� �

β = (β0, β1) � ������� 	��$���� 
�������� �������!�

*��������� ���	
�� �
������ ������ ������� � ��� ����� �
� ��������� ���� ����
�� �� �!�" �#� ���$ b ∈ R

2 �
 �#� ���$ α ∈ [0, 1]

(1− y)(b0 + b1X0) ≤ q���α(X0, Y ; b) ≤ eb0+b1X0 − 1 +
(
e−b0−b1X0 − 1

)
Y,∣∣∣s(0)

���α(X0, Y ; b)
∣∣∣ ≤ max

{∣∣eb0+b1X0 − Y
∣∣ ; ∣∣1− Y e−b0−b1X0

∣∣} ,∣∣∣s(1)
���α(X0, Y ; b)

∣∣∣ ≤ |X0|max
{∣∣eb0+b1X0 − Y

∣∣ ; ∣∣1− Y e−b0−b1X0
∣∣} ;

�#� ���$ b ∈ R
2 �
 �#� ���$ α ∈ (0, 1)

∂q���α(X0, Y ; b)
∂α

≥ y min
{

1− eb0+b1X0 + b0 + b1X0;− (e−b0−b1X0 − 1)2

2

}
,

∂q���α(X0, Y ; b)
∂α

≤ max
{

b0 + b1X0 − 1 + e−b0−b1X0 ;
(eb0+b1X0 − 1)2

2

}
.

%� s
(j)
���α(X0, Y ; b) = ∂

∂b(j)
q���α(X0, Y ; b) & ������� �����#
 s���α(X0, Y ; b)� j=0, 1�

'
 ���� ���� ������ ��� q���α(X0, Y ; b) �
 s
(j)
���α(X0, Y ; b) ( �
)�#������ *����+

��� ��� b �
 ���)��� Θ� '
 ���� ���� ������ ,��#$ �
 ,��, ��� ∂
∂αq���α(X0, Y ; b)

�
��) �
)�#-�.�� ����/#����- ���
�����- ����	���- �
 ���)��� Θ� �
��	
��� ���� ����� α ∈ [0, 1] ���������� &�'� ��	
��� X0 �� 	����������� �

����� ��$ � �� �� ������� ε > 0 	��������� ����� ����� �� 	��(��# ������� ���"

���� ��!� ��� ����� ���� ��	�+�	�� �� R
2� �  �� ��	�+�	�� 
����� �� (β0 + 1

2β2
1τ2, β1)

����

*��������� 0 �.�� ��������� ��,�
	��� β∗ = (β0 + 1
2β2

1τ2, β1)� 1���
����

Θ =
[
β0 + 1

2β2
1τ2 − 1

2ε, β0 + 1
2β2

1τ2 + 1
2ε

]× [
β1 − 1

2ε, β1 + 1
2ε

]
.

'
 ����- ��� �#� ���$ b ∈ Θ �
���
��	�� ������
��� E |q���α(X0, Y ; b)| ����	�����
%�� �
( ����� ��������2 ,
��� ������$ 	����

∀b ∈ Θ : P

(
lim

N→∞
1
N

Q���α(b) = E q���α(X0, Y ; b)
)

= 1.

3����.�� *����4 Q���α(b) ������ �� ,5�)����. #������#�
"

P

(
lim

N→∞
sup
b∈Θ

∣∣∣∣ 1
N

Q���α(b)− E q���α(X0, Y ; b)
∣∣∣∣ = 0

)
= 1. ��6�



�������� 	
������ � �������������� ������ � �������� ���

�������� ��	
�
�� �� ��
����
 ���	��� �����
� �������� �������� �
 ������
�� Θ � ����� (β0 + 1

2β2
1τ2, β1)� ��� ���� b ∈ Θ ��	��������

E q�� �α(X0, Y ; b) = min
Θ

E q�� �α(X0, Y ; ·) ⇔ b = β∗. � !"

#��$�$�� � !" � �
�
%����� ���
�	� 0 < α < 1& '$����$�$���� �$�$��������� ��
���	���

g �→ ln(α + (1 − α)eg)
1− α

+
eg0

α
ln(αe−g + 1− α)

�����
� �������� �������� � ����� g = g0& (��� ��� ���	� �������� ���	��) ��� b

E[q�� �α(X0, Y ; b) | X0]

=
ln

(
α + (1− α)eb0+b1X0

)
1− α

+
eβ0+β1X0+ 1

2 β2
1τ2

α
ln

(
e−b0−b1X0 + 1− α

)
�	%
�
*�� �����

{
(b0, b1) : b0 + b1X0 = β0 + β1X0 + 1

2β2
1τ2

}
& (��� ���	���

E q�� �α(X0, Y ; b)

�����
� �������� � ����� β∗ = (β0 + 1
2β2

1τ2, β1)& +�	�%�	� �������% X0 �$ ���$�$��$�
��, � ����, ����� �� ������
 ����	 ��������{

(b0, b1) : P
(
b0 + b1X0 = β0 + β1X0 + 1

2β2
1τ2

)
= 1

}
�������	��
& ��� 0 < α < 1 �%
�������� � !" ���$�$��&

��� α = 1 �������� ���	� �������� � !" �$�$���$�� ��� ���$�$��� �$��$�� -& &
�$�$���	
 � !" � ���
�	� α = 0 
�
%�����
 �$�$����� � ���
�	� α = 1&

.� ��������� � /" �������� �������� ��
�����) ���	��) � !" �
 ���	%���� Q�� �α(b)
�� ���� ��	
��� R

2 �������� 
	 �����	� minb∈Θ Q����α(b) = minb∈R2 Q����α(b) ��

max
Q����α(b)=minΘ Q����α(·)

‖b− β∗‖ → 0 ���� ����

�������� �	��� �������� �������� �� � �!�	��� ���� 	����	��� �� ���������	��� "��#
�$�% Q����α(b)� &�!� "���$�' Q����α(b) �����	� ��� ����� �	��� �������� � $' �	���
�������� ��'��� �	 β∗ �� � ������ �	��('��	� ������� ����'�� �)*�� �

+������	 ������	� ���� ,�) �� ��	���� ,�,�

��������	 ���� ������	
 X0 �� ����������� � ���	� ����	 �� �
� ������ ε > 0
������
���� ����� �)-�� �� ������� ��� ������� α ∈ [0, 1] ����� �	����� �)*�
��� �	��� ���� ��������� 

.�
	 ������� ����'�� �)*� ��� '�	���� �������� ��������� α ∈ [0, 1] ��� ����	

	��� �	��('�	� �	 �	������	 $�� �	��('�	� ����� β̂����α�
/ ��������� ���� �	�0�'������' "���	���� �� ���� ��	����� 	 �'0 �� ���� ���#

�����


��� 		 ! ��" �����" α ∈ [0, 1] #���� ���	 	�����$� ��� ���" ����� �	�%

���� �)*� ��� �	��� ���� ���������� ��	��� β̂����α ���������� �� &����	� �	� α 

'�������� 1�'2 �	������' ����	0����� �	������� ��	���� ,�,� +�2�� α0 ���� 
	
��� α = α0 ������� ����'�� �)*� ��� ����	 	��� �	��('�	�� 3� �	������� $�� �	��('#

�	� ����� β̂����α0 � 4	������	 Θ = [β̂0,����α0−1, β̂0,����α0+1]× [β̂1,����α0−1, β̂1,����α0+1]�
5���$�' Q����α(b) 	����� �� ���������� �	 b ���������� �� ���������� ������2

(b, α) �	��
∀b ∈ R

2 : lim
α→α0

Q����α(b) = Q����α0(b).

6������� "���$�' Q����α0(b) �	�'0�� �������� ����	 � 	���� �	�$� β̂����α0 � 7���	0�#
��	 '� $�  ��	 ��	 ���	 ��� �	������� ��	���� ,�, 	�������	 
	 ��� ���2 α �
��'�	0	 	�	�� (α0−ε, α0+ε)∩ [0, 1] "���$�' Q����α(b) ��� ����� �	��� �������� �'��



��� �� �� ��	
�

���� ������ 	
�����
� ������� 	������ ���� � ��� �� �
������� β̂���α�� �	�� �
�
�

��� 	
����
� �	���� �
 β̂���α0  

lim
α→α0

β̂���α = β̂���α0 . �

��������	 ���� ������	
 X0 �� ����������� � ���	� ����	 �� �
� ������ ε > 0
������
���� ����� ��!�� �� ������� ��	��� β̂����α ���������� �� [0, 1] �� �����	�

�	� α 


��� 	�	 ���� ������	
 X0 �� ����������� � ���	� ����	 �� �
� ������ ε > 0
������
���� ����� ��"�� �� ��� �	�� �	����	��� �!	��	�� ��� �������	 �!���

��!	���"

P

(
sup

α∈[0,1]

‖β̂����α − β∗‖ → 0

)
= 1,

�� β∗ = (β0 + 1
2β2

1τ2, β1) 

#�������� #
������


Θ =
[
β0+1

2β2
1τ2−1

2ε, β0+ 1
2β2

1τ2+ 1
2ε

]× [β1−1
2ε, β1+ 1

2ε].

$� ���
% &'( )������ q���α(X0, Y ; b) �� ** �
+���� �
 b �� α ��,
	
��� �� Θ × [0, 1]
�� �� Θ× (0, 1)' $����� �������� ����	�	������ )�����* E q���α(X0, Y ; b) �� Θ× [0, 1]
�� 	���
��	�� ���,�����

P

(
lim

N→∞
max
b∈Θ

max
α∈[0,1]

∣∣∣∣ 1
N

Q���α(b)− E q���α(X0, Y ; b)
∣∣∣∣ = 0

)
= 1. �(��

-�� �
������� ���� �
�	���
 �
������� .
 �	� ���+ ε1 > 0 �	�/�
% ���
�������
��	�������

max
α∈[0,1]

‖β̂���α − β∗‖ < ε1. �((�

0������
 0 < ε1 ≤ 1
2ε'

1������� �	� )���
���
�� α ∈ [0, 1] )������ E q���α(X0, Y ; b) �
����� ��	
�
�

�������� �	� b = β∗� �


min
α∈[0,1]

min
‖b−β∗‖=ε1

(E q���α(X0, Y ; b)− E q���α(X0, Y ; β∗)) > 0.

$ �	�+������� ���,�
��� �(�� 
�	�����
� .
 �	�/�
%

min
α∈[0,1]

min
‖b−β∗‖=ε1

1
N

(Q���α(b)−Q���α(β∗)) > 0.

$����� ��������� � �	�+������� 
����
���� .
 �	�/�
% ��� �
��� �������� �
 b
)������ Q���α(b) ��	� ���+ α� ��,��� � �	��� {b : ‖b− β‖ < ε1}' 2������� ��������
��	� �
,�
�� α� �������� � ���������
��� Q���α(b)3 �� ��
�� ����
��� ���������

�
��� �������� �
������
 β̂���α' 1�,�� �	�/�
% �((� ���
�������' �

#�������� ������� $ % &������� ����'���� 0�����
 �
�
��,�� ������ α ∈ [0, 1]
�� ����/��
 ������� 	������ ��(� � �������{∑N

i=1 s���α(b0 + 1
2b2

1τ
2, b1) = 0,

α = exp{−b2
1τ

2}.
$	�/�
% �	� )���
���
�� α ��	/� 	������� ������� ��	���
	%����� �� �	�4

������ 	������� ��/� �	� 
��
�� b� � �
�� ������� 	���
������ ����� {(
b0 + 1

2b2
1τ

2, b1

)
= β̂���α,

α− exp{−b2
1τ

2} = 0.
�(&�



�������� 	
������ � �������������� ������ � �������� ���

�������� α − exp{−β̂2
1,����ατ2} = 0 ��� 	
�����
 �� [0, 1] ��
 ���� ������� �����

	�	��� �� �	����� �������� 	���
�
 ���� � �
��� α = 0 �� α = 1�� �
�� ������� � !�
��� 	
�������

��������������	
 " ��	#
�
 	������� ������� �!$� 
�	�����
% &
 �	�#�
'(
β̂0,QL + 1

2 β̂2
1,QLτ2, β̂1,QL

)
= β̂����α

��� �����
�
�
 α� " ���� $�( 
�	�����
 ���)����* β̂QL → β ���)� ������
� �
������� ��	� ��� ��������	�� ����� ������� �
� ��� ���� ����� β1 �= 0 ���

∃ε>0: E
[
e(3β1−3ε)X0 + e(3β1+3ε)X0

]
< ∞, �!(�

�� ������� ������	 � !� ��� ������ ��� �!"�#$%�&''( ���� )��*��� ���� ����� ����

��)�+�)�� �� R
2


,��������
 + � �	� �
������� ��
	��� $�$% �
������
 β∗ = (β0 + 1
2β2

1τ2, β1), 
	��
�
�
 �
������
 α0 = exp(−β2

1τ2)� " 	�������
n∑

i=1

s����α(X0i, Yi; β̂����α) = 0

�������
 �
�����

dβ����α
dα

= −
( N∑

i=1

∂s����α
∂b

)−1( N∑
i=1

∂s����α
∂α

)

= −
(

N∑
i=1

eβ̂0+β̂1X0i(α + (1 − α)Yi)

(α + (1− α)eβ̂0+β̂1X0i)2

(
1 X0i

X0i X2
0i

))−1

×
(

N∑
i=1

(eβ̂0+β̂1X0i − 1)(eβ̂0+β̂1X0i − Yi)

(α + (1 − α)eβ̂0+β̂1X0i)2

(
1

X0i

))
,

�� �
����� ��	��*�� �	� b = (β̂0, β̂1) = β̂����α�
-�'�* ���.� ��
�� ������ �����/ ���)� ������


1
N

N∑
i=1

∂s����α(X0i, Yi; b)
∂b

→ E
eb0+b1X0(α + (1 − α)Y )(
α + (1 − α)eb0+b1X0

)2

(
1 X0

X0 X2
0

)
=: A(b, α);

1
N

N∑
i=1

∂s����α(X0i, Yi; b)
∂b

→ E
(eb0+b1X0 − 1)(eb0+b1X0 − Y )(

α + (1− α)eb0+b1X0
)2 =: v(b, α).

0���'�* 
���� 
������ ��
)��� Θ ⊂ R
2% &
 ������* β∗ � ����	�#�' �
��%

�� ���	��
 [α1, α2]% 0 < α1 < α0 < α2 < 1 �	� β1 �= 0 �� 0 < α1 < α0 = α2 = 1 �	�

β1 = 0% ���% &
 �
�����
∂s����α

∂b %
∂s����α

∂α %
∂2s����α

∂b2 %
∂2s����α

∂α∂b %
∂2s����α

∂α2 ��)
	�'�*�� �� Θ×
[α1, α2] �����	
��
' �����
�
' �������
'� -��)� ������
 ���)�
��� �$�(� �� �$�(�
	���
��	�� �� Θ× [α1, α2]� 1	�� �
�
% �� .�� ��
)��� ���	�.� A(b, α) ����	
�)���
�� � ����	�	��
' 2��.��' ��� (b, α), ���
	 v(b, α) ��
) � ����	�	��
' 2��.��'
��� (b, α)� 3	�� �
�
% v(β∗, α) = 0 �	� α1 ≤ α ≤ α2�

�
�� ���)� ������


lim
N→∞
b→β∗

dβ̂����α
dα

= 0,

�	��
�� ���)����* 	���
��	�� �� [α1, α2]�
4 ������� 	�����* �!$� �������
 	������� ��� α/

α− exp{−β̂2
1,����ατ2} = 0. �!5�



��� �� �� ��	
�

� ����������	 
�	� ��� 	���� �������

d(α− exp{−β̂2
1,���ατ2})

dα
= 1 + 2τ2β̂1,���αe

−β̂2
1,���α

τ2 dβ̂1,���α

dα
→ 1

�����	���� �� [α1, α2]� ��	� ������� �������� ���� �� � 	��� �� ��
!�� � ��"�
����#��$� �� �� ���$� [α1, α2]� % � 
�	� �� ���
���&� '� (� �������� ������� ��
	�& ����#��$�� ���� �� ���$�	 [α1, α2]�

� ��"�� '� �������� ���� 	�& �� ��
!�� � ��"� ����#��$�� ���
���&� '� )�)��	�
������! �*�� ��$�� 	�& �� ��
!�� � ��"� ����#��$�� % �)������� ����#��$�  ��� ���
� �����	� ��� �

�� ��������

+ )���$������ 	� �
� ,��$)��� ���)��- ���))����)!$�- ��"��)�- � "�	�)$� �)��.
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