
Teor�� �imov�r. ta matem. statist. ����� ����	
�� �� ����� ��������
Vip. 88, 2013, stor. 1–16 ��� ��� ����� ��� ����

�����������	 �

��������	 ���� � ����

������������ ���������� ���������	�� ��

��� ������

 � !� "#$#%#&&'�(" '  � )� ��*'�

���������	 +,-,./ /01/2,3/ 456761829:2; 3,-,.: <"252,299:=60  � !�� �>1:=  �)� ������

�����	
 	�������	��
 ������ �� ��	�� ������������ �	������� ���������
�� �� ?67-9-
0 42@-,. 0 %265� A;60� ,- )-,� +,-,�B� ?5:02729C 31273,0:/ 0 6,721.9CD 31>@-/D� 45273,-0E
1/FG:D 3-;63,6/,21.9CH :9,2523� $-33;6,529 45:;25 456I233-� J-7-996K6 =-= 52L29:2 +�� 3
L>;6; *20:� : 46=-J-96� @,6 45274616829:/� 9-=1-7C0-2;C2 9- 456I233 X 0 5-;=-D 45271-K-E
2;6K6 9-;: 467D67-� MNN2=,:096 456025/2;C�

������
�	 +,-,,/ O 4567608299/; 3,-,,
 <"252,299:=60  � !�� �>1:=  �)� ����������	
 	��

������	��
 ������ �� ��	�� ������������ �	������� ���������
�� �� ?67-9- 0 42@-,. 0
%265� A;60� ,- )-,� +,-,�B� &-027296 9-31
7=: 0 6=52;:D 0:4-7=-D� G6 3,-9601/,. 3-;63,
H9:H

9,2523� $6JK1/9>,6 45:=1-7 456I23>� J-7-96K6 /= 56J0P/J6= +�$ J L>;6; *20
� ,- 46=-J-96�
G6 45:4>G299/� /=
 9-=1-7-F,.3/ 9- 456I23 X > ;28-D 9-L6K6 4
7D67>� 764>3=-F,. 2N2=,:09>
42520
5=>�

Abstract. The paper is a sequel to the paper [Veretennikov A.Yu., Kulik A.M. Diffusion approxima-
tion for systems with weakly ergodic Markov perturbations I. Submitted to Teor. Imov. Mat. Stat.].
Corollaries are given in some particular cases of self-contained interest. An example of the process
solution to a Lévy driven SDE is considered, which illustrates that the assumptions imposed on the
process X within the scopes of our approach can be verified in an effective way.

�� ��������

������ ����	� 
�������� ����	� ���� 
���������� �������� 
������� 
��
ε → 0 ��������� Y ε� ε > 0� ������� �������������� �  ����!���	�"� ����������
��#  �!����" �����"� ������� �� $%"�����& ��������� ���
�����"

Xε(t) = X(tε−1), t ∈ R
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������� Y ε�

- ������ ����	�	� �� �������� �������	�#���� ���������	�#��� ���	���	���
����	�� %!& ����#� '()! �� ���*���� �����	��� �� ��	�# �������	�  �����������
���� ���	���	���!

����� ���� ����� ���	
���� ����	
	����� .(/�.0/ ��	��� ��� '() � �
� �	��
��	
��	� f ∈ C3(Rm)� ��	�
���	����� .%!(/ '()� ������
��	 .%!%/ '()�
�	��� �
� �	���	
��	�	 T ∈ R

+

sup
ε∈(0,1]

sup
t∈[0,T ]

P (|Y ε(t)| > R) → 0, R → +∞. .&!(/

 �
�� !	�� �	�	� X ��	�
���	��� S(ψ1, Q1)� �	

sup
ε∈(0,1]

P

(
sup

t∈[0,T ]

|Y ε(t)| > R

)
→ 0, R → +∞. .&!&/

"	!�����
����	� 1��	���� ��� Y ε ��		� �	��	�����	 ���	������� � ��	�����	�#��
������
	��	 .&!&/ �������	���� ��	��2+	��3

sup
ε∈(0,1]

sup
τ∈Sε(T )

P (|Y ε(τ)| > R) → 0, R → +∞. .&!4/

5� �����	� .&!4/6 �������	�#���� .&!(/ ���������� �� ����	� ��	�	� � �� ���	���
��
# �	 �	���� � ������� ��� ��� �������	�#���� ������2���!
7���������  �����2 f(y) = ln(1 + |y|2)! 8���� ��� f(y) → +∞� |y| → +∞� ���

��� ��� ���������� �������#� ��� ��� ��������#���� T ∈ R
+

sup
τ∈Sε(T )

P (f(Y ε(τ)) > R) → 0, R → +∞. .&!%/

9�����#�� ��� f(y) = ln(1 + |y|2) ������	�� .%!(/ '()� �� ������2 �	��� �����$
�	�� .%!%/ '()! ��	�����	�#��� ��� �������	�#���� .&!%/ ���������� �������#� ���
�����	�����2+�	 �����	��	 � .%!%/ '() ������� ���

sup
ε∈(0,1]

sup
τ∈Sε(T )

P
(
ε1/2|uf(Xε(τ), Y ε(τ))| > R

)
→ 0, R → ∞, .&!0/

sup
ε∈(0,1]

sup
τ∈Sε(T )

P

(∣∣∣∣∫ τ

0

Kε
f(Xε(s), Y ε(s)) ds

∣∣∣∣ > R

)
→ 0, R → ∞, .&!:/

sup
ε∈(0,1]

sup
τ∈Sε(T )

P
(|M ε

f (τ)| > R
) → 0, R → ∞. .&!;/

<����#��� ������� E(d, r1, ψ1)� Mq1(φ1, ψ1)� ������	 % �	��	�� 4!( '() � ��	�$
�� .4!&/ '4) �� ���
��	���� ���	������ �������

|RAi(x, y)| ≤ 2‖Ai‖φ1,p1

(∫ ∞

0

r
1/p1
1 (t) dt

) (∫
X

ψ1 dπ

)1/q1

ψ1(x)(1 + |y|),
i = 1, . . . , m.
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 ���� ���� ������������ ��������� uf � � ������ �� ��� �� ����!
" ����� f  ���� ���� #�� ���� ������

|uf (x, y)| ≤ Cψ1(x), x ∈ X, y ∈ R
m. �$%�

� ��&������ � S(ψ1, Q1) #�� ����

sup
ε∈(0,1]

sup
τ∈Sε(T )

ε1/2 E |uf(Xε(τ), Y ε(τ))| < +∞, �$'�

������ ������� �$(� )�	���	� &�� ����  	���� S(ψ1, Q1)  
��������� *���� ���*��
 ����� #��+� ���� ��W(ψ1, Q1)� 	
  ���� ����, -� ���*��-���� �	��	 ���������
*���� ���*��  ����� ������.���� �$'�/

sup
ε∈(0,1]

sup
t∈[0,T ]

ε1/2 E |uf(Xε(t), Y ε(t))| < +∞. �$�0�

1���� &�� ��� ����" ��2��+� τ ∈ Sε(T ) ���� ���� �∣∣∣∣∫ τ

0

Kε
f(Xε(s), Y ε(s)) ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

|Kε
f (Xε(s), Y ε(s))| ds,

��� &�� ��� ����"����2�� � �$3� �������&�� ����"��2� &��

sup
ε∈(0,1]

P

(∫ T

0

|Kε
f (Xε(s), Y ε(s))| ds > R

)
→ 0, R → ∞. �$���

4��	���	 �� ��-����� 5� ��� � d = d2� ψ = ψ2 � ������� Kε
f  6&��
 �� ������� !

����� ��(� ��� ��� #��� ������� � ������.���� ��3� ���� ����&�	

E
∣∣Kε

f (Xε(t), Y ε(t))
∣∣ = E

∣∣Kε
f(X(t′), ζ)

∣∣∣∣∣
t′=t/ε,ζ=Y (t/ε)

≤ C(1 + E ψ2(X(0))), t ∈ R
+, ε ∈ (0, 1]

������2�� ������� r2 �+����&��� �� ��������-���� 7���� ����2���

sup
ε∈(0,1]

E

∫ T

0

|Kε
f(Xε(s), Y ε(s))| ds ≤ CT

(
1 + Eψ2(X(0))

)
. �$�$�

1���� &�� �$�$�  ��&�� "� ��*�� �$���� &�� � ����"
 ��� �$3�
8�� ����"����2�� � �$(�� ����-�	 ���&���� &��

sup
ε∈(0,1]

E |M ε
f (T )| < +∞. �$�9�

4�����2�� f ����-����2��� �" ���� ��� �������� &��

|M ε
f (T )| ≤ f(Y ε(T )) + ε1/2|uf (Xε(T ), Y ε(T ))| +

∫ T

0

|Kε
f (Xε(s), Y ε(s))| ds. �$���

:��	� ��+�� M ε
f ; 	�����+��� ��� &��

E f(Y ε(T )) = f(y0) − ε1/2 E uf(Xε(T ), Y ε(T )) + ε1/2 E uf(Xε(0), Y ε(0))

+ E

∫ T

0

Kε
f (Xε(t), Y ε(t)) ds ≤ f(y0) + ε1/2 E |uf(Xε(T ), Y ε(T ))|

+ ε1/2 E |uf(Xε(0), Y ε(0))| + E

∫ T

0

|Kε
f (Xε(s), Y ε(s))| ds.

�$�(�

<��� ���� � �$���� �$�(� � ������ �$�0�� �$�$� �*����&� ��� �$�9�
4� �����	� 8�*� �* ��������2��� ������ ��� ���	������� � ��*	�����+��� |M ε

f |�
��� ��*�+� τ ∈ Sε(T ) �	��	

E
∣∣M ε

f (τ)
∣∣ ≤ E |M ε

f (T )|;
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��������� �	� τ 
 �����	��� �����	 ��	������ 	� �	� ��� ���������� 	������
���� ��� �� ����� �������	������ ������������� �� ����	����� F

ε ��� ��
	���	���� M ε

f � �������	������ ��  !�"#$ ��������

sup
ε∈(0,1]

sup
τ∈Sε(T )

E
∣∣M ε

f (τ)
∣∣ < +∞,

�	� ���	  !�%$ � �����&��	 �����	����	��  !�'$�
(	��	��� �	� � �����	����	�� ���	��&����  !�)$ �  !�%$ �� �� ������������

�������	������ ������������� S(ψ1, Q1)� *��� �������� ��� +	�,� �������������
�� �����  !�)$�  !�%$ �  !�"-$� �	��� ������	  !�"$� �

����� ���� � ����������	
�� ��� ���� ��� ���
�����	�� r, R > 0 ����������

��	���	�� Cr,R ∈ R
+ ������ ��� ��� ���
�����	�� u ∈ (0, 1]� ε ∈ (0, 1]� τ ∈⋃

T∈R+ Sε(T ) 	�����	����

P [|Y ε(τ + u) − Y ε(τ)| > r | Fε
τ ] ≤ Cr,R

(
u + εψ2(Xε(τ))

)
 !�")$

�����	�	� ��	� 	� 	������� {|Y ε(τ)| ≤ R}�
��������������� .����� &�� B̄(0, R) = {|y| ≤ R} ������� ������� �	��	�/
&���� B(zi, r/3)� i = 1, . . . , I� � ������ r > 0� 0�����	��� ���	��	�	���1�� ��2
����	�� ������ fi(y) = θ((y − zi)/r)� i = 1, . . . , I� ,�� θ ∈ C2(Rd) 
 ���	����
������������ ���	����	������ ������� ��������1�� �������� 0 �� {|y| ≤ 1/3}
� 1 �� {|y| ≥ 2/3}� *�,�� ��1��	���	 ���	������ C� ������1�� ��&� �	 r � θ� 	���
�	� ∣∣∇jfi(y)

∣∣ ≤ C(1 + |y|)−j , j = 1, 2, 3, i = 1, . . . , I.  !�"%$

.���������� ������ fi ����� ���� �� &��� B(zi, r/3) � ��� &��� B(zi, 2r/3)�
�������	������ � ���� �������  '�%$ 3"4� ���������1�� ����	�� uf � ������	��
ufi(x, y) = 0 ����	 ���	�� � 	���� ���� |y − zi| < r/3� ���� |y − zi| > 2r/3� �����2
��	������ ��� �����������,� τ ∈ Sε �� ������	�� {Y ε(τ) ∈ B(zi, r/3)} �����������
������	��

fi(Y ε(τ)) + ε1/2ufi(X
ε(τ), Y ε(τ)) = 0.

� ���,�� �	������ �� 	�� �� ������	�� ��� ����,� u ∈ R
+ ��������	��

|Y ε(τ + u) − Y ε(τ)| > r

�����	 �� ����� ���	��&���� |Y ε(τ + u) − zi| > 2r/3� � �������	����� 
 ������	��

fi(Y ε(τ + u)) + ε1/2ufi(X
ε(τ + u), Y ε(τ + u)) = 1.

5	� ������������ � ����	���� � �����	��������  '�'$ 3"4 � 	������� ���� �� ����2
�������� ��	������ ���	

P
[
|Y ε(τ + u) − Y ε(τ)| > r, Y ε(τ) ∈ B(zi, r/3)

∣∣∣Fε
τ

]
≤ E

[
fi(Y ε(τ + u)) + ε1/2ufi(X

ε(τ + u), Y ε(τ + u))

− fi(Y ε(τ)) − ε1/2ufi(X
ε(τ), Y ε(τ))

∣∣∣ Fε
τ

]
�Y ε(τ)∈B(zi,r/3)

= E

[∫ u

0

Kε
fi

(Xε(τ + s), Y ε(τ + s)) ds
∣∣∣ Fε

τ

]
�Y ε(τ)∈B(zi,r/3).

 !�"6$

7 ����  !�"%$ � ���	��&����  '�8$ �  '�)$ � 3"4� �����

‖Kε
fi
‖d2,φ2,p2,π2 ≤ C, ε ∈ (0, 1].
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����	����� ������� ����
��	������ ���	���	�� ��� ��� � f =
Kε

fi
 d = d2 ψ = ψ2 ������ ����� ������� ��� ��� ���
������� Fε

τ !
�	����
�	������	����� �"����	���� �	���# χ

E
∣∣Kε

fi
(Xε(τ + s), Y ε(τ + s))

∣∣ χ ≤ C E
(
1 + r

1/p2
2 (s)ψ2(Xε(τ))

)
χ, s ∈ R

+,

��� $�����	����

E
[∣∣Kε

fi
(Xε(τ + s), Y ε(τ + s))

∣∣ ds
∣∣ Fε

τ

] ≤ C
(
1 + r

1/p2
2 (s)ψ2(Xε(τ))

)
, s ∈ R

+

���� %��� �&��
�� 
 '(��)* ��	��	� ��� �� ����	���	 {Y ε(τ) ∈ B(zi, r/3)}

P
[
|Y ε(τ + u) − Y ε(τ)| > r

∣∣∣ Fε
τ

]
≤ E

[∫ τ+u

τ

Kε
fi

(Xε(s), Y ε(s)) ds
∣∣∣ Fε

τ

]
≤ C

∫ τ+u

τ

(
1 + r

1/p2
2 ((s − τ)/ε)ψ2(Xε(τ))

)
ds

= C

(
u + ε

(∫ u/ε

0

r
1/p2
2 (s) ds

)
ψ2(Xε(τ))

)
≤ C

(
u + εQ

(
ε−1

)
ψ2(Xε(τ))

)
;

'(��+*

� ����	��	� �	���	����	 �# �����
���� ��	������	�	 u ≤ 1� %�� ��� ����	����
{|Y ε(τ)| ≤ R} ����#�� ���	��#� ��&���� ����	���

{Y ε(τ) ∈ B(zi, r/3)}, i = 1, . . . , I,

�	���	����� '(��+* i = 1, . . . , I �&	��	����� ��	&�	��	 ���	���	�	� �

����� ���� � ����������	
�� ��� ���� ��� ���
�����	��� T ∈ R
+

lim sup
ε→0

sup
t∈[0,T ]

sup
0≤u≤δ

E [|Y ε(t + u) − Y ε(t)| ∧ 1] → 0, δ → 0. '(�(,*

���
� ���� ����� X ������������� S(ψi, Qi)� i = 1, 2� ��

lim sup
ε→0

sup
τ∈Sε(T )

sup
0≤u≤δ

E [|Y ε(τ + u) − Y ε(τ)| ∧ 1] → 0, δ → 0. '(�(�*

��������������� -�� τ ∈ Sε(T )  ������	���#. u r R �� �	��	 (�( �		�

E [|Y ε(τ + u) − Y ε(τ)| ∧ 1]

≤ E
(
E

[|Y ε(τ + u) − Y ε(τ)| ∧ 1
∣∣ Fε

τ

]
�|Y ε(τ)|≤R

)
+ P(|Y ε(τ)| > R)

≤ r + E
(
P

[
|Y ε(τ + u) − Y ε(τ)| > r

∣∣ FXε

τ

]
�|Y ε(τ)|≤R

)
+ P

(
sup

t∈[0,T ]

|Y ε(t)| > R

)

≤ r + Cr,R

(
u + εQ2

(
ε−1

)
Eψ2(Xε(τ))

)
+ P

(
sup

t∈[0,T ]

|Y ε(t)| > R

)
.

��	�����	���� �����	 S(ψ2, Q2) ��	�

lim sup
δ→0

lim sup
ε→0

sup
τ∈Sε(T )

sup
0≤u≤δ

E [|Y ε(τ + u) − Y ε(τ)| ∧ 1]

≤ r + sup
ε∈(0,1]

P

(
sup

t∈[0,T ]

|Y ε(t)| > R

)
.

/��	�� �����	 ���	���	�	 �	��# (�� '
�	�� �# �����
�	� �����	 S(ψ1, Q1)* 
������ ��� �&� ��	�� � ������ ���� ���	�	��"� �	���	����� ���	����� � ����
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�

��� r → 0� R → ∞� ���� 	
����
 ������� �
����������
 ������ ��
��� ����
����
�
� �� ��
 
�������� �

�� ������� ��	
��� ��������� � ��������

� 	���
� ��	��� �� ������������� �� ��! ������! �����! ��
"���� X � 	
#
�����$%��
 ������
�����$ �
 �������
�� ���
��$ 
"���� ��
�
��� �&
	��
��� �
����������
�� ������	�����$ 
��
�������
 �����
'��' �
 �����"��� ��� 
"����
����� ���	�$%�! ��	�

TV(r, ψ). (�
"��� X ����� �	��������
� ����������
� ������	������ π �

‖Pt(x, ·) − π‖var ≤ r(t)ψ(x), x ∈ X, t ≥ 0, �����

�	� )���"�' ψ ��������� ������' � [1, +∞)� � )���"�' r : R
+ → R

+ 
���������
� r(t) → 0� t → ∞�
*�%������� ���������
� �
�������
 ��+
�� � �
�
��& ���
��� ����� ,))�����#

��� 
+��
� ��
���'���' 	�' �������& �����
� ��
"���
� -���
��� ��� 
+
� �

���	���� � .�/� (�� ,�
� �����
'��� �
 �����"�� ����
 ���������
! �������� �
�
#
 	���
! 	�������
! ������
! d(x, y) = �x �=y� ��� .0/� ��� ��
 TV(r, ψ) ���� ������!
�����! ��1��
 
+%��
 ���	�
�
 ���' E(d, r, ψ)�
��' 	�������
! ������� d 
������� 2���
��& ��
�������� 3���	���4 Hφ,d,p�

Hφ,p,κ(d, π) � Ĥφ,p,κ(d, π)� ���	����& � ��	��� .�/� 
�
+���
 ��
��
5 �
��� � ,��&
��
���������& �� 
����$��' �

��������$%��� 2���
���� sup#�
�����4� ��
 �
#
�
�'�� ��%�������
 ���
����� ���
��'� �����	������� � ��
����& ��� � ��� .�/ ��
�
,))�"����� ��&
	�
�
 ��������'�

���������	� 
��� � �������	 
����� ��� .�/� ��� d1 = d2 = d � ������
���

�
����� ��� ���������� ������� ���6�����7� .�/ ���
�
����� �
��� ���� ��
�

��������� ��������
�� ∑
i

|Ai(x, y)| +
∑
i,j

|∂yiAj(x, y)| +
∑
i,j,k

|∂2
yiyj

Ak(x, y)| ≤ Cφ1(x)(1 + |y|); �����

∑
i

|ai(x, y)| +
∑
i,j

(|Ai(x, y)∂yiRAj(x, y)| + |ai(x, y)∂yiRAj(x, y)|)

+
∑
i,j,k

|bij(x, y)∂2
yiyj

RAk(x, y)|

≤ Cφ2(x)(1 + |y|);

�����

∑
i,j

(|bij(x, y)| + |Ai(x, y)RAj(x, y)| + |ai(x, y)RAj(x, y)|)

+
∑
i,j,k

|bij(x, y)∂yjRAk(x, y)|

≤ Cφ2(x)(1 + |y|2);

���6�

∑
i,j,k

|bij(x, y)RAk(x, y)| ≤ Cφ2(x)(1 + |y|3). ���0�

!���"�
��#�
��� -� 
������� ��	����� � ��1�� φ� p �����
 φ1� p1 ��� φ2� p2�
�

����������
� 8��
� ��


‖f‖φ,d,p = sup
x1 �=x2

|f(x1) − f(x2)|
d1/p(x1, x2)(φ(x1) + φ(x2))

≤ 2 sup
x

|f(x)|
φ(x)

=: 2‖f‖φ.



�����������	 �

��������	  ���������	�� �

����������	
�� �
���� f = f(x, y) ����� � Hφ,p,κ(d, π)� ��� ���	��

sup
x∈X,y∈Rm

|f(x, y)|
φ(x)(1 + |y|)κ

+
∫

X

sup
y∈Rm

|f(x, y)|
(1 + |y|)κ

π(dx) < ∞. �����

����
������	
�� ������
�� �� ������ ��������� � ����� ����������� ������
���������� �
���

�� 
� φ(x)� ������� � � ������� ��! "!# �$����%����� φ ∈ L1(π)�
����������	
�� f ∈ Hφ,p,κ(d, π)� ��� ���	��

‖f‖φ,κ := sup
x∈X,y∈Rm

|f(x, y)|
φ(x)(1 + |y|)κ

< ∞. ���&�

'���� ����� ��� ��� �� ������ f ����� � Ĥφ,p,κ(d, π)� ������	�∫
X

sup
y∈Rm

ΞN

(
f(x, y)

(1 + |y|)κ

)
π(dx) ≤

∫
X

sup
y∈Rm

ΞN (‖f‖φ,κφ(x)) π(dx) → 0,

N → ∞. �

��������� ��!� ������� ��� � ( ���)� ����
� ����������*� �������� 
���������+
��� 
� ��,������
�� ��-��
��� ���
�
�� � ".# �� ,��/ ��$��� φ� ψ� r ����
���+
��	
��� ��������
�� ������ ��!� �� "!# ����� ����
� ����������*� �������
�*
������� � � ".#� 0�� ��������	����� � ���� %�� 
�1 ���-��� �2�����

� ���1����
�$����	 �����
������ ������ �
����
��� %�� � ".# ������� X ( ����3��

�/� �
�����- �� "!# � ��

�/ ����	� �������*� ����������
�� � ������� �������� X��

� �������� � �����
����	
�� ����
�%�
��� 
� ��-��
�� �$4�����

��������� �� � 5�� ���1���

��� ����
����� Rf �
���� f �����
� ���
�� ��+
���� ��� ������ ��! � "�#� 0�� ��3������ �������� �������%
�� ������ ��� �����
�+

�� �����6���)�� 
� �����	3*2�� ���1���

�� ����
����� RAi � �- ����3���
���
7�������� ���	 �����
�
� ��� � �∑

i,j

|bij(x, y)| ≤ Cφ3(x)(1 + |y|2), ���8�

��� �
���� φ3 ������� %�� φ3ψ1 ≤ φ2� 9���� ����� ����� ���)�� ��� ���
� ��� �
� "�#� :
�����%
�� �������%
�� ������ ���
� �������� ��� ����� � ���.��

��������� ���� ; ��

�� ��%�� ����������
��� 
�����

�� � ��3����  �! "!#� �

���%�� �����%����/ ������� 
� �������
���� X �3$���%
�� 9�� ����� %�� ���+
����
�� �� �������� ���	 ��
����	
�/ �������/� �������

�/ �������
�/ ��+
�����/� ���������� ��� ����/���� ������
���
�- ��� ����3���	
�� $����������
�3������� �������
����� ��� 
���� "�#� <��
� ��������	 
�����������

�� %�� ����
d1 = d2 = d ( �������
�� �������� �� ����3����	���� ������� ��! "!# $�3 ����-+
��$� �3��
�
�/ �����
��� � � ��� ��%��� ����� (X,X ) ( $���������� �3�������
�������
����� � X ( �3������/ ��������

��������� ��.� ; ��������� %���� �����%����� ����*2�� $���� ���	
�� ������
���/���� ���!�=

‖Pt(x, ·) − π‖φ,var ≤ r(t)ψ(x), x ∈ X, t ≥ 0, ���>�

��� ‖ν‖φ,var ( �3��1�

�� ���
�� �������� 3����� ν� ���
��
∫

X
φ(dν+ + dν−)? 3���	

ν+� ν− ( ��������� � ��3����
�� @�
� ν = ν+−ν−� A��$��� �
���
�� 3���������
����� V 	
���������� ���������� ��� ������- φ = ψ = V � ���/���� �������� �
����
����� V +,�����%������ ��������� ��������

�- � �������
���� BV (X) �3��+
����- �
���/ � ��
�%
�/ ������/ sup+
����/ ‖f‖V = supx |f(x)|/φ(x)� �-��
�
�� ���/������ ��$�%
�-� �������� � ����
����� ��� ���
����
� ,�����%����+
�� �������� <������� ��,��� ����
� ����	
� ��3���
���	 �$�$2�
�� ������%�+
���- ���������- ������� ����3����	���� ������ � ����3��

�/ �������������
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 �� � ���
�

���� ��� �	 
�	�� V ���������
�� ������	���� ��������� X �  !��!��� ���	
�� �!��

	
 ��	����� ���"�!�� V ����������!� ��#�	�� � �$��������� ������������� ����
��# �% &�
��������	�'��" �����	!���!�( �������	� �	������� ���������� ������#
!��	 )#�����	 � �	�*�����$� �����	!����A ���� ����������� +�, � �-�� �������	X .

AV ≤ −aV + b �-�,/�

��# ��
�!��$� a, b > 0� 0 ����!	��� � ������#��� �������� ������*��	��#� �!�
������� �%�������	�! ����
� �-�1� � φ = ψ = V � r(t) = Ce−ct� ��� �	��� �1�� 2��� 3�
��# �������	 X ����!� �-�,/� �$������ ��� %���� ��	%$" 	�	��� � ��%����"��" ��	
��" �	�!'�� !� ������� ��3�!� �� %����� %���� V ���������
��� ������!���#!' �-�1�
� ��������	� φ � ψ � ��%�
��������	�'��" ��� ��������	�'��" 4��
���" 1/r�
��� �	��� �,/�5�,+�� 	 !	
3� �	���	��� 6�, � ������ 6�, ��3�� 7	
�� �%�	���� 
�	��
��������� X � 
�!��$� ������!���#�! �-�,� � 
 
�!��$� ��������$ !�����	 -�, �
!�����	 -�+ �,� � d1 = d2 = d� %���� *���
� ��� 
�	�� V ���������
�� ����������

8� ������� ��	
��� ������ ���������
���	��������

9��!' ρ : ������	# ��!��
	 �	 ����!�	��!�� X � d = ρp� p ∈ [1, +∞)� 7���	
���!��!�!������ �����	�'��� ����#!���!��� �	��!�#��� ����! ���

dp(μ, ν) = [Wp(μ, ν)]p ,

���Wp : ����#!���!�	# 	
����� ������������������
����  !��!��� �!� � ���
�������" ��!��	!��� Wp �	�!� �	�$�	�! p�	
������ ���
���
���� ���	
� �!� �	
��	��� �� �!�	3	�! ��!���� ������	; ��� �	���� ,�,�- �,-� � ���������$� !	� ��$�

�� 9���%�� !���� 
	
 �!� %$�� ����	�� � ����$����� �	����� ��# �	��!�#��# ��
�	��	���� �%��� ������# !����� -�,� -�+ �,� � �	���" ��!�	��� ����! %$!' �4����
�����	�$ %���� 
���!
� � � #���� ����� <	��� �$ �������	�	��� �!�

W1 (Pt(x, ·), Pt(x′, ·)) ≤ v1(t)ρ(x, x′), x, x′ ∈ X, t ≥ 0, �8�,�

��� ���	������	# 4��
��# v1 !	
��	� �!� v1(t) → 0� t → ∞� 7���	� 
	
 �����3��
��
	�	!'� �����!���! �����!����	# ���	��	�!�	# ���	 π �������	 X �

W1(δx, π) < ∞, x ∈ X.

������� ��	� ������ � ������
��
 � �8�,��

W2 (Pt(x, ·), π) ≤ v2(t)W2 (δx, π) < ∞, x ∈ X, t ≥ 0, �8�+�

��
 �������
����  ���!�� v2 ������� ��� v2(t) → 0� t → ∞"
����� ��#��� ��  ���!�� Ai(·, y)� y ∈ R

m� i = 1, . . . , m� !
����������� � ���
�
�������� α ∈ (0, 1] � �
�������� $� ������ % ��� �&����' x∗ ∈ X �	
&� 	
���
�!
���∑

i

|Ai(x, y) − Ai(x′, y)| +
∑

i

|ai(x, y) − ai(x′, y)| +
∑
ij

|bij(x, y) − bij(x′, y)|

≤ Cρα(x, x′) (1 + ρ(x, x∗) + ρ(x′, x∗))
1−α (1 + |y|);

�8�-�

∑
ij

|∂yiAj(x, y) − ∂yiAj(x′, y)| +
∑
ijk

|∂2
yiyj

Aj(x, y) − ∂2
yiyj

Aj(x′, y)|

≤ Cρα(x, x′) (1 + ρ(x, x∗) + ρ(x′, x∗))
1−α

.

�8�8�

∑
i

|Ai(x, y)| +
∑

i

|ai(x, y)| +
∑
ij

|bij(x, y)| ≤ C(1 + ρ(x, x∗)). �8�6�

����� ���#
 ∫ ∞

0

(vα
1 (t) + vα

2 (t)) dt < ∞. �8�=�



�����������	 �

��������	  ���������	�� �

����� ����	
���	 ��	
���
��� ����� �
��
� ��� ���� ����� ����
 ����� ���
�����	������� R > 0 ����
�� X ���	�
�	���
�

1√
T

E�ρ(X(0),x∗)≤R sup
t≤T

ρ2(x∗, X(t)) → 0, T → ∞, �����

����� ����	
���	� ��	
���
��
 �
��
� ��� ����

 ������
����	�� 	
� ������
��� �������� ���
� ��
��������� ��� ��� �
���� 
��� R > 0 ������!�
 ����
��
 X(0) �
��� ! "��
 B(0, R) � !
���������# �$ ����%
��&��% ���
� �'�� �!
�
� � (���& � ������# ����������% ���)
�&�' ��������)��
�� ���������& &���!�#�

*������ p1 = 1/α� q1 = 1/(1 − α)� r1 = v1�

d1(x, y) = ρ(x, y), φ1(x) = (1 + ρ(x, x∗))
1−α

, ψ1(x) = 1 + ρ(x, x∗).

+ ���& ����� � �
��!
���!� ��
&������� ��� �
���� W1 � ρ ��

�

W1 (Pt(x, ·), π) = W1

(∫
X

Pt(x′, ·) δx(dx′),
∫

X

Pt(x′, ·)π(dx′)
)

≤ r1(t)W1(δx, π)

= r1(t)
∫

X

ρ(x, x′)π(dx′) ≤ r1(t)
[∫

X

ρ(x∗, x′)π(dx′) + ρ(x, x∗)
]

,

��� ��� ����!
���!� &���!�
 E(d1, r1, ψ1)�
*�� α = 1 ��

� φ1 ≡ 1� ��� ��� &���!�
 Mq1(φ1, ψ1) ���!�����'� �������

!'�����
���� *�� α ∈ (0, 1)� (�� &���!�
 (�!�!��
���� ��
�&#�
�&$∫
X

ρ(x′, x∗)Pt(x, dx′) ≤ 1 + ρ(x, x∗), t ≥ 0. ���,�

-������&� 
�
 ��� �
��!
���!� ��
&������� ��� d1� ���&���∫
X

ρ(x′, x∗)Pt(x, dx′) = d1 (δx∗ , Pt(x, ·)) ≤ d1 (δx∗ , π) + d1 (π, Pt(x, ·)) . ���.�

/���� �������� ���,� ��
�&
� �� E(d1, r1, ψ1)�
0��

� �' ������� p2 = 2/α� q2 = 2/(2 − α)� r2 = v2

2 �

d2(x, y) = ρ2(x, y), φ2(x) = (1 + ρ(x, x∗))
2−α

, ψ2(x) = 2
(
1 + ρ2(x, x∗)

)
.

/��� ���1� 
��� ! �������� &���!�
 E(d2, r2, ψ2/2)� �� �������� ��
!����� ��
�&
�
E(d2, r2, ψ2)� 2���&��
��
� �������
 ���!
�
����& !'"
� ��
��
��!�
� !'����
��

Mq2(φ2, ψ2)� 3�����!
���
 ��
�&�
��!
���
� ������
 ��
�� ������� ! ���� ��� ���
d2 ��

� �
��� �
 �
��!
���!� ��
&�������� � 
� ��
�&#��% �����$

d2(θ, ϑ) ≤ 2
(
d2(θ, κ) + d2(ϑ, κ)

)
.

*�������&

Exψ1(X(t)) = 1 +
∫

X

ρ(x′, x∗)Pt(x, dx′), ����4�

�� ���.� � E(d1, r1, ψ1) ��
�&
� ����
 P(ψ1)� /���� �������� !'����
�� &���!�
 ���
�
��
�' 5�� ����

6�������� ����4�� ����"
�� �������&� ���.� � E(d1, r1, ψ1)$

Eψ1(X(t)) = 1 + E

∫
X

ρ(x′, x∗)Pt(X(0), dx′) ≤ 1 + d1 (δx∗ , π) + E d1 (π, Pt(X(0), ·))
≤ 1 + d1 (δx∗ , π) + r1(t)E d1(π, δX(0)) ≤ 1 + (1 + r1(t))d1 (δx∗ , π) + E ρ(X(0), x∗).



�� �� �� ������		
��� 
 �� � ���
�

����� ����	��
 � ��� ������������� ������������ X(0) ∈ B(0, R) ���� � �����
���������� ������� r1


sup
t≥0

E ψ1(X(t)) < ∞,

��� ��� �������� ������ W(ψ1, Q1)� ���������� ����	�� ����������� ������

W(ψ2, Q2)
 	���� �� ���������
 ��� � ��� � �!" ������� r
1/p2
2 ������������ �� R

+

��� ��� ������� Q2 ����������� ����� ����	��
 �������� ������ �#" ������� $�%
&%'� �� �� ����������� ����������(� ��������� ������ �!" ������� $�% &%' �

�(x) = C(1 + ρ(x, x∗)).

)������
 ��� ���������� ����������� ��� ������������ ������������ � �*"
����������(� ������ S(ψi, Qi)
 i = 1, 2�

+����� �$" ������� $�% &%' �������������� � �!"
 ������ � " ��, �� �������
����� ������ �	 �����������, �� ��-�������� A
 ��������. � �������  �%�
/������ ��������� ������ �0" ������� $�% &%'
 �� ���� ������1���� �$�0"2�$�*" �
&%'� 3� �������� �������� �1� ������ ������1���� � �$�!" &%'4

AiRAj ∈ Ĥφ2,p2,2(d2, π), � �%%"

����	�������� �������. ������1���, ��������� �� ��������. 5 � ���6�"�
7	 � �$" � -����������� ����������� (1 + a + b)1−α ≤ (1 + a)1−α + (1 + b)1−α

������
 ��� �� y ∈ R
m

‖Aj(·, y)‖φ1,d1,p1 ≤ C(1 + |y|).
8������� ������� $�% &$' � f = Aj(·, y)
 d = d1
 p = p1
 φ = φ1
 ψ = ψ1
 �������

|RAj(x, y)| ≤ C (1 + ρ(x, x∗)) (1 + |y|). � �%#"

9���
 ������ � �%" ������� �������, ������, ������ Ê(d1, r1, ψ1) ��	��� # � &$'

� ������� �������� (ψ1(x) + ψ1(x′)) 	������ �� %� ����� ���������� ��������
������ ������ � �#" &$'
 � �����, ����� ������, �������� (ψ1(x) + ψ1(x′)) 	����
��� �� (ψ1(x) + ψ1(x′))1/q2 � 7��������� -�� ������ �� t ∈ R

+
 ������ ���������
����	�������� ����������� # ������� $�% &$'

|RAj(x, y) −RAj(x′, y)| ≤ Cρα(x, x′) (1 + ρ(x, x∗) + ρ(x′, x∗))
1−α (1 + |y|). � �%$"

8� �����(
 �� ������� Ai �������� ������1����
 ���������� � �%#" � � �%$"�
:����������


|Ai(x, y)RAj(x, y) − Ai(x′, y)RAj(x′, y)|
≤ |Ai(x, y) − Ai(x′, y)| · |RAj(x, y)| + |Ai(x′, y)| · |RAj(x, y) −RAj(x′, y)|
≤ Cρα(x, x′) (1 + ρ(x, x∗) + ρ(x′, x∗))

2−α (1 + |y|)2
≤ C (d2(x, y))p2 (φ2(x) + φ2(x′)) (1 + |y|)2,

�� ����

‖AiRAj‖d2,φ2,p2,2 < +∞.

: �����, �������
 �	 � �%#" � ����������� ������1���� �� Ai �������

|Ai(x, y)RAj(x, y)| ≤ C
(
1 + ρ2(x, x∗)

)
(1 + |y|)2 = Cψ2(x)(1 + |y|)2.

;������ ψ2 ������������ ����������� π
 � 	����� 5 ���������� ������������

��� 	����1��� ����	�������� � �%%"�

����� ����	��
 ��� ��������� ��1� ������ d1
 d2
 p1
 p2
 φ1
 φ2
 ψ1
 ψ2 �����
���� ��� ������ ������� $�% &%'
 � ��� ������������ ������������ � �*" 5
� ������� $�# &%'� 8������� ����������� -��. ������
 �� 	����1��� ����	�����
����� �



�����������	 �

��������	  ���������	�� ��

�������� ��	� 
���
���� ����
��������� 
���
�������	�� �	����
 � �
��	���
�������� ��	�����	�� �������	�� ������� ����� ��� �������	�� ��	����	����
�� �
���	� � �����

� !������ X "

��������� 	
�
 ����� ���	
���� ��
	�� �#"$�  �#"%� � ������� v1� v2� ��	��

���	����� �#"&� � ���	�	��� α ∈ (0, 1]� ����� f : X → R

m ������	���� 
���	��� ��	 �
� ���	�	�	�	 �� �
��	����
��	 � �
� ���� x∗ ∈ X

|f(x) − f(x′)| ≤ Cρα(x, x′)
(
1 + ρ(x, x∗) + ρ(x′, x∗)

)1−α

, x, x′ ∈ X. �#"$#�

!	��� ���� ����	 �
��������
"� �#������
���� $�! � %���&���	 �
���&��� ����	�	�

1√
T

∫ T

0

f(X(s)) ds, T → ∞

�
�'	 ��	���� � �����	���	�� �
���&�	�� ����	�� � R
m � ��
���� ������ 

������& �	�����&

B = (Bij)m
i,j=1,

Bij =
∫

X

(fiRfj + fjRfi) dπ =
∫ ∞

−∞
E fi

(
Xst(0)

)
fj

(
Xst(t)

)
dt,

�#"$'�

��� Xst 	'	(������ ����	������ ����� ��	����� X� 	�����
����� �� ���& 	� R�
""� �)����	��
���� $�! � * �	�	
���
��	� �����	
	+�� �#"(�� ����&���	

�
���&��� ��	����	�

1√
T

∫ Tt

0

f(X(s)) ds, t ∈ R
+, T → ∞

�
�'	 ��	���� � C(R+, Rm) � '�	��	���	�� ��+��� � ������& �	�����&
�#"$'��

)����*��	�� 
���
���� 
��+� ����,��� �����	�� ������� #"$ � a ≡ 0 b ≡ 0
A(x, y) = f(x)" )��
�	� 
���	��� ������ ,�
�� -�� � �����*��	�� 
 �	����������
	�� ��� �������		�� � ��.��� /%0" ��������*�	�� 1$� /%0 �
�� � ��,	�
�� 	�2�
�
����� �#"$� 
 -�
��	�	�����	�� ��	����� v1" 3	��� 	�2� � �
����� �#"%� � /%0
��
��
����� 	� ��� -��� ��������*�	�� 1%� 14� /%0 	���������� � ��	�,�	�� 	�
����	�� ������� 2 + δ �� ��	���� ρ(·, x∗)" 5�� ��+��,�� ���� 
���
���		� ���
��� � ����,	�� 
�������� ��� 	���,�� �#"$� �������� �����	�����	�� ����	�	��
�
����� 	� 
�
������� 
���
���		�� ����	�
��� 
�" ��+��� & � /%0 � ��+��� ' 	�*�"
6� ��	���� f �� 	���������� 7�+��2�		�� �
����� 8�������9 �#"$#� .���� 
��.��
,�� �
����� :��2��� 	� f � /%0 ���� α = 1 -�� �
����� 
���������" 5�� ����,�� �
��	����	�� �������� ��*�� .��� +	�,���� ��� ��� � 	�������� ������� �����

��������� �
�.�� �	����
 ��������
� ��

��������� �������	�� ��	����	���

 ������ ���������������� ��	�����	�� ��������*�	��� � �� ����	�
�� 
�"
	���" +���,�	�� � ��	�� ��+���� & � /%0" 6���	�� ��� 	�
 ��*	�� ������
� ��
�.
�������
��� ,�� �
����� �	���������	�� ��� �������		�� � 
���
���� #"$
����� ����	�
�	� �+ 
���
���		� .���� �.��� ������� #"$ � �����+��		�� ���
����
������" �� ,�� -�� �
����� 	� .���� � ��	�,�����	� �� ��
���� ������
�
.���� �.����� ,�� �
����� �	���������	�� ��� �+ /%0 ��� 	�
 �
�� ��� ��	��

��������
���� -�������	�
�� ������� � ����+�����
��� ������ � �����+��		��
������
������ ��+���� � � /$0 � � ��		�� 
�����; 
�" ���*� +���,�	�� 4"$"



�� �� �� ������		
��� 
 �� � ���
�

�� ������� ������� 	
� � ���� ����

�������	
� � ������� �	
��	� �	����� ��	���� X � �������� ��� 	����
� ���
� R

m � ����� ���


dX(t) = a(X(t)) dt +
∫
|u|≤1

c(X(t−), u)̃ ν(dt, du) +
∫
|u|>1

c(X(t−), u) ν(dt, du). ���� 

!���" ν # ������������$ �����$ ��	� �� R
+ ×R

k � ��	�� 
�����
�����
 dt μ(du)�
μ # �� ��	� ���
� ν̃(dt, du) = ν(dt, du)−dt μ(dt) # �����������%&�$ �������
	����'
��$ �����$ ��	�� (�)**
�
���� a, c �	����+�,��� ����+����	$%&
�
 �-����
��+��
$�� ���������� �+$ ��&��������
$ �
+"��,� 	����
$ ���� �+���+"��$ +
'
��
������" 
 +
������ 	��� � .���/��� �� �+$ ����,� �	������ ��+��
$ ���	�� 0��

 0�1 2�3 �������%� )**���
���% �	���	��� �+$ ��	�&��
$ *�	��+
	����� ��+��
�	����+�,���� �� ∫

Rk

|c(x, u)|μ(du) < ∞, x ∈ R
m,


 �-�������

ã(x) = a(x) +
∫
|u|>1

c(x, u)μ(du), ă(x) = a(x) −
∫
|u|≤1

c(x, u)μ(du).

4���� � ���������,� ��+��
$� �-����
��%&�,� )	,��
����" �	������ X ����'
�
��+"�� 	�����$�
$ �� ��	
��

� 5 �+���%&�� ����	/���

 ��-	��� � �����'
����� �
�� ������	�� 
� 	���+"����� ����"
 2�63�

���������	� 
��� ����� ���	
���� �
������ ��
	����

�� �
� ���	�	��� R ≥ 0� α > 0 ������
��	

(a(x), x) ≤ −α|x|2, |x| ≥ R.

�1 
∫
|u|>1 |u|2 Π(du) < +∞, � 
� ��	���	
��	�	 ����	�� w ∈ R

k \ {0} �������

���� � ∈ (0, 1) ���	�� ��	 
� ��	���	
��	�	 δ > 0

μ
({u ∈ R

k : (u, w) ≥ �|u||w|, |u| ≤ δ}) > 0.

�0 ������� c ���������� � ��� c = c1 + c2� ��

|c1(x, u)| ≤ ϑ(x)|u| �
ϑ(x)
|x| → 0, |x| → ∞;

|x + c2(x, u)| ≤ |x|, x ∈ R
m, |u| > 1, c2(·, u) ≡ 0, |u| ≤ 1.

�6 �
� ���	�	�	 �	��� x∗ ���������� �� 	������	��� Ox∗ ������ ��	

c(x, u) = χ(x)u + δ(x, u), x ∈ Ox∗ ,

������

|δ(x∗, u)| + |∇xδ(x∗, u)| = o(|u|), |u| → 0,

�

rank [∇ă(x∗)χ(x∗) −∇χ(x∗)ă(x∗)] = m.

!	�� ��	���� X �	�
���	���� TV(r, ψ) � r(t) = e−ct � ψ(x) = C(1 + |x|2)�
"�������� ���� ��+��
$ �1 
 �6 �-����
��%� ����+���
� +���+"��,� 
���,	�+"'
��,� ��+��
$ ���	
���
����
 �	������� ��� ��+��
� � � 2�63� ��+��
$ �� 
 �0 
�+���� �� ��-�� ����+���
� ��+��
$ �
�� �$������ �
�� �0��7 � 8����
�� �� �	

��������

 ����,� ��+��
$ �	����� X ��/�� ��� /� ����+����	$�" TV(r, ψ) � ���'
9��$&�� *����
�� ψ 
 ������	�� *����
�� r� ��+
��� �� )��������
�+"���� 4�'
�	
��	� ��+
 ����+���� ��+��
� � 2�63 
 �+$ �	�
���+"��,� γ > 2 ��	����+
��
�����
 ����7 
 ����1 � �	
�������� �
/�� �� ���� ��������+"���� ���	��� 1 � 2�73 



�����������	 �

��������	  ���������	�� ��

��� �����	��
���� δ > 0 ����	��� γ > 2 ������ ��� ����� X ���	���	�����
TV(r, ψ)  r(t) = (1 + t)−δ � ψ(x) = C(1 + |x|γ)�

���	������� 	��� ���	��� ���������� ��� ����������� ��������
�� �����
���� �� 	�������� ����
���� ������������ ����� � �� ����
 ��
���� �������� ��
��� � ��	��� ������� !��� "�	� μ � ���##�������	 ���	����� �$�%�� &� �����
�������� ���' 	�(���� ����)��� ���	��� ���������� ��� ����������� �����
����
�� !������ *������	���+,�(�����'���

���������	� 
��� ����� ��� 	
������ α� β � α > β/2

(ã(x) − ã(x′), x − x′) ≤ −α|x − x′|2, x, x′ ∈ R
m, �$�-�∫

Rk

|c(x, u) − c(x′, u)|2μ(du) ≤ β|x − x′|2, x, x′ ∈ R
m.

�����

W2 (Pt(x, ·), Pt(x′, ·)) ≤ e−t(α−β/2)|x − x′|, x, x′ ∈ X, t ≥ 0. �$�.�

/��	�� �$�-� ��
 �������� ���� � ����������	���� ���##������� ã� &�����
���� �$�.� ��� �������	��� ���! 	����� �������� !� ����� 0%$1� ������ %%�$
��� 0%21� ������ %2�-� �����!� ���������
�	� ���
 !� �� ���	���!� 3�!���!� ���
�� �$�.� ��������	���� 	�����)� ���	�� �4�%� � �4�-��
5���! �(����!� ��� ������� ���	����� �$�%� �������� ���� E(d, r, ψ) ��������

�##����	��) ���	���� ��(� 	 	��� ���	�� TV(r, ψ)� ��(� 	 	��� ���	�' �4�%�
� �4�-�� ���� �!� ��� ����
��� �������� ���� �����! .�% � .�- 0%1 	 �����' ����
���� ��� � 	����� ���	����!��
���
� �����!��� ��� ��������� α ∈ (0, 2) � B1, B2 > 0

(a(x), x) ≤ −B1|x|α + B2, x ∈ R
m, �$�4�

� ��� �����	��
���� γ > 2

sup
x∈Rm

∫
Rk

(|c(x, u)| + |c(x, u)|γ) μ(du) < ∞. �$�$�

���
 U ∈ C2(Rm) 6 �����������
��� #������� ������ ��� U(x) ≤ |x|� x ∈ R
m� �

U(x) = |x|� |x| ≥ 1� �� #��!��� 7�� ������!� $�% ���	� 88 0%91��

(1 + U(X(t)) + t)γ =
∫ t

0

QU,γ(X(s), s) ds + MU,γ(t), �$�2�

��� MU,γ 6 �����
��' !��������� �

QU,γ(x, s) = γ(1 + U(x) + s)γ−1(ă(x), U ′(x))

+
∫

Rk

((1 + U(x + c(x, u)) + s)γ − (1 + U(x) + s)γ) μ(du).

�� ��������)� #������ U �������	�� ���!���	 �����!� � �����! ���������
��)�� ���� �� 	�	���� ���

(1 + U(x + c(x, u)) + s)γ − (1 + U(x) + s)γ ≤ C
(
(1 + U(x) + s)γ−1|c(x, u)| + |c(x, u)|γ)

 ��������' ��������' C� : �����! �$�4� � �$�$� ��)�� ������� ��� ��� ����������
���� ����
���� R

QU,γ(x, s) ≤ 0 � QU,2γ(x, s) ≤ 0, |x| ≥ R, s ≥ 0. �$�9�

5���� ��� ���	�� E |X(0)|γ < ∞ ����� MU,γ �	����� ��(����!� !���������!;
���������
�	� ���
 	����� ��������� � !� ��� ������! �!� ����� ���������
�
�	� ���	�' ���� ��	�� ����� .�% 	 0%<1�� =����	����
��� 	 ��� �$�9��

E(1 + U(X(t)) + t)γ
�τR>t ≤ E(1 + U(X(0)))γ , τR := inf{t : |X(t)| ≤ R}. �$�<�



�� �� �� ������		
��� 
 �� � ���
�

� ���������	

E(U(X(t)))γ
�τR>t ≤ E(1 + U(X(0)))γ , 
���

P(τR > t) ≤ t−γ E(1 + U(X(0)))γ ≤ t−γ E(1 + |X(0)|)γ . 
�����

�������� ����������� ����������� � 2γ ������ γ � ����������� ����	 �������

E
(
U(X(t))

)γ
�τR>t ≤ t−γ E

(
1 + U(X(0))

)2γ
. 
�����

��������	 � ������������ �����������	  �!����������� ����� "�# � $�%	 �� 
�����
��������	 ���

sup
|x|≤R,t≥0

E
(
U(X(t))

)γ
< ∞.

� ��������� � 
���	 ����� ��� ����������� 
� ���� ������ ���!���!��� ���&����
���'���� X � !������!'�� (��!'�� U� ����� �� ! �����������

E |X(t)|γ ≤ C E(1 + |X(0)|)γ 
���)�

� ��!�����& !��������& C�
*� �'��!� 
���)� ���!� �������� ���+����� ���&���� ���'���� X 	 ��� ��� �� )�)

� $�%� ,�������	 ����-�� φ(x) = 1 + |x|γ/p	 �� 
��.� ������� Mp(φ, ψ) � ψ(x) =
C(1 + |x|γ). /� -� �'��!�  �� 0��& (��!'�� ψ �+���������� P(ψ) �  ��� W(ψ, Q)
���� Q ��!���	 ��� εQ(ε−1) → 0	 ε → 0�

1�� ������!� S(ψ, Q) ���������� �����- ����	 ����������� ����� ����� � $2%
 ��  �((�������3 ���'������ 4������	 ���������� 
��5�	

|X(t)|γ =
∫ t

0

ϑγ(X(s)) ds + Mγ(t), 
���#�

Mγ(t) =
∫ t

0

∫
Rk

(|X(s−) + c(X(s−), u)|γ − |X(s−)|γ) ν̃(ds, du).

�������� (������ /�&����	 �����-�� �������� �'��!�

(|x + c(x, u)|γ − |x|γ)2 ≤ C
(|x|2γ−2|c(x, u)|2 + |c(x, u)|2γ

)
.

��0����	 �� 
���)� 6 2γ − 2 ������ γ ��������

EM2
γ (t) ≤ Ct E(1 + |X(0)|)2γ−2. 
���2�

*����

|X(t)|γ ≤ |X(0)|γ +
(∫ t

0

ϑγ(X(s)) ds

)
+

+ |Mγ(t)|,

��! ��� � ������ ����������� ���� � ����������� 7������	 ������������ ! ����8
!��& (��!'�� x �→ x2

+	 ����� ����� �'��!�

sup
t≤T

|X(t)|2γ ≤ 3

(
|X(0)|2γ + T

∫ T

0

(ϑγ(X(s)))2+ ds + sup
t≤T

M2
γ (t)

)
.

"��������� 
��9�	 ��-�� ��!�����	 ��� (��!'�� (ϑγ)+ ����������� :�� �������8
��	 �� ��� � �;��� �����������	 ��!���������� ���������� ����������� 1�+�  ��
���������� Mγ � 
���2� ��� ���

E sup
t≤T

|X(t)|2γ ≤ C
(
1 + T 2

)
E(1 + |X(0)|)2γ . 
�����

����� ψ(x) = 1 + |x|γ 	 ��� � �������� ����������� <��� ��� 6 ��!������ h > 1 �
��� � �;�� ����������� � hγ ������ 2γ	 �������

sup
τ∈Sε(T )

E ψ(Xε(τ)) ≤ E sup
t≤ε−1T

ψ(X(t)) ≤ 1 + C1/h
(
1 + ε−2T 2

)1/h (
E(1 + |X(0)|)hγ

)1/h
.
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����� ����	��
 ������ S(ψ, Q) � ψ(x) = 1 + |x|γ ��������
 ��� �� ����������
h > 1

E |X(0)|hγ < ∞
� Q ������
 ��� ε1−2/hQ(ε−1) → 0
 ε → 0� � ���������
 �� ����
 ����� ����������

��� ������ �� Q1(t) =
√

t
 ���������� ��������� ����������� ���� �����������
� h > 4�

�������� � 	�������� ��� ����������� ��������

������ ���� ����� X ! ������� ����������� "#$ ����

dX(t) = a(X(t)) dt + dZ(t), %&�'()

��� a(x) = −arctg x� Z � ��������	
 ����� ����� ���� ���� ���� μ ����� ����
��� ���	������� � �������������∫

R

(|u| + |u|γ)μ(du) < +∞, γ > 1. ���� !

�� ��"�#������ �	$�� ��� ����#�������� γ > 2 ���������	 ����"� ����%! � ����&!�
'���� ����� X ������������� TV(r, ψ)  r(t) = (1 + t)−δ � ψ(x) = C(1 + |x|γ)� ��
#���(���� ��� ���"�#�������� ������ �� )�*+ �
(� ��������� �������(�� ���
"�#�������� ����������� %�� )�*+  �����#������� ����������� *�, )�*+!� -�" �	
������ �	$�� � ��� ����"� ����&! ������	� ������� ��"���	����	� �� ����� X
� �������. /�� � /�& )�+� ��� ��"�. 0��"��
 ψ �00�"����� �������1��� 2�������
(�� ��� ∫

R

(
ec|u| − 1

)
μ(du) = ∞, c > 0,

��� "�" ��"�#	���� ������ ������"�� ��� ������ X �� �	�������� TV(r, ψ) 
"�"�
���3� 0��"���
 ψ � �"������������
 0��"���
 r�

������ �	
	 ���� X � ��$���� 456 � R
2 ���� ����7!  a(x) = −x� � Z = (Z1, 0)�

��� Z1 � "�������(�� �����������	
 ��������	
 ����� ����� '���� ����������
��� ��$���
� ��������$�.  ��(�" (x1, x2) � (x′

1, x
′
2) ������������� �#����� �����

����	� "�" ����"� x2 = x′
2� 8�� #��(��� (�� ��� ������ X .������� �� ��������

����.���	. ����������
 ���39� �� ����� ����� 4 �����
 �����	� �������� ������
������ ��&� ����(�� ����"� ���/! "����� .������� ����.���	. ����������
 �
�����"� -��������(�:;�3��$��
��� 8��� � ��1 �(������ ���� ��#������� ����
������ ������� *�� � ������� *��� ��� ���� �������������� ������ �*� ! �3����
(������ ����"�
 �����!� ����������
� ��� ���� ���� ������ Z1 �������������
���� !� 2������ ��� ��"�� �3#�� �� �������� " )/+!� (�� ��� �������. ��3��"���

�)�7+� )&%+:)&*+! ������� $���"�
 ��"�� ������
� �������9�. " �������� ���
"����	.� ����3�� ������������ �	$�� .������� ����.���	. ����������
 " ���
����������� �����������1 ����� ���� � �	��� 3���� ��3��� (�� � .�������
�� ���������

������ ���	
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